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Zeriegang  der  Gleichung  afl-^fgy^szJkl  in  Faktoren'*'). 


Von 

Herrn  Professor  Dr.  König 

KBeipbSrtchen  Gymnauom  so  K  $  o  i  g«  b  e r  g  i«  P. 


■^v 


§.1. 

Setzt  man  die  Gleichung 

gleich  dem  Produkte  der  4  Faktoren: 

a  +  bVf-i-  cvg  +  dVfg^A , 
a^bVf-  c\rg  +  dVfg=B, 
a^bvf—oVg—dvfg^C, 

a-^bVf+cVg—dVfg^^D; 

so  lassen  si^b  .zur  ,Berec)b;niiDg.  der  Zahlenwerthevpn  a,  b,  e,  d 
allgemeine  Foilneln  auffinden»  die  bier  nebst  kurzer  Angabe  ibrer 
AMeiinng  folgen  mögen. 

Zunächst  ist: 


Id.B 
W.D 


A.C=(a*+jfS'-gt*—fgd^-t-2(ab  -god)Vf 


\b.Dss 


ID. 


lA.D=:(ifl^ß*+g<i7—fgd^  +i(ap—ßd)Vg 


!        j 


•>  AaMSgJUM  «ktsi.«o»;mr.g«»€briebea9ii,Scb«lp^  K. 

Th«u  xxxni.  \ 


r  •     *  • 

« • «  • 


&    • 
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und  wenn  man 

2)  fl«  +  /J«-flrc«— /är€P=±w',    2(a6— 5rc«/)=±t«', 

3)  a«— /6«  +  i7c«-/^€P=±iii^  2(flc-/JiZ)  =  ±«'' 
setzt: 

II =m'*--/h'«  =  l  J  '      (A) 

.     III =m"a-^it''«=l  ) 

Da  die  m  (and  n)  aus  diesen  Gleichungen  gernnden  werden  koii- 
nen,  so  hat  man  die  Unbekannten  a,  A,  e,  c^^  nun  dufch  sie  aus- 
zudrücken, %1'ofiir  ich  zwei  Auflosungen  gefunden  habe*). 

§.  2. 
Erste  Auflusung. 

Setzt  man  4)  fl'+/6*4-^c*vf.^«P=2  und  nimmt  die  iit  vör- 
liufig  positiv  an,  so  erhält  u^^  darohtVeübindixng.cl^  deiqliMn^. 
gen  1)  bis  4): 

4a*    =     I«  +  wi' -f- m*  +  «, 

4/a«     =T^llt+.Hl',-Trl»'^  +  t.=4^^g&»  +«1"), 


.     (H) 


ii      •|^i 


hat  also  nur  noch  2  zu  bestimmen.  ^   . 


.>'.  f  .i 


*)  Dei(  Prof«  Cl.  6^J[.  ^^i^oiif  f^  ^er  mir  pbig^  Zerl^ii^jr  inittheilte, 
wünschte  ans  den  Glelchohgen 

l)+2)    «.-^c«=±^^. 


fAr  n,  ^,  ^f  il,  wofär  er  ihlinaU  aUgomeine  Formeln  «lohl  Ikinnte,  einige 
Wertfae  durrh  Versuchen  berechnet  sn  erhalten.  Kachden  Ich  Ihm  su 
•einer  Oebei*ra«cliimg  foSiBe  FofTmelargeMfift  hatte/' muM^'ei^'aleh'^ eigene 


':/■/'' 


Entwickelt  manJ.A.  CDs:  1,  ferner  z*,  m*,  m**,  m**,  ib  i«t : 

d.h. 

x«— (iii«+m'«  +  m'^)+2=16/SFa.6.c.A 

Entwiokelt    man     auch    (il. B.C. />)*=!•  nm/wl't,    mhn^, 
vNiif^,  m'^m''^  so  wird  auch: 

2iiiiii'm''x— (m»!»'«  +  m«m''* + m'«!»"^ + ( J  •  B  •  C.  D)«, 

d.  h« 

2jif  m'fn''i — (iii«m'*  +  in«!»'^  +  m'«!»''«)  + 1 = Ufy.  abcd. 

Durch  Gleichsetzung  beider  Werthe  erglebt  dcb: 

i=wiiii'm''±  V(m«— l)(m'*  - 1)  («i"*- 1) 

= mm'm"  db  fynn'n", 
also : 

4a*=iii  +  m'  +  m"  +  mm'm"  ±  V(m«—  1)  (m'*—  I)  (m'^— 1). 

§3. 

Zweite  Auflösung. 

Dasselbe  R^ultat  erhalt  man  durch  eine  ungleich    einfachere 
Rechnung  auf  folgiende  Weise.    Es  Ist 

also: 

löo*= 2l«+J8»+C«+I>*+2  (A .  ß+A .  C+A .  D+B .  C+B  .J9+  C.  D), 

4 

oder,  da 

A^-A.CxA.DxA.ß,    ß^=ß.DxB.C>:A.B, 
C^=A.Cxß.CxC.D,    D^z=:A.DxB.DxC.D; 

l(ki*^A.C(A.BxA.Pi^B.C><CDnB.D{A.B><B.Ci:AJ>><C.D) 
+  2(il.iB+il.C+il.B+B.C+B.Z>  +  C.O). 


eiitwicIceU  haben,  denq  er  schriob  mir:  „Meine  Formeln  notertcbeiden 
Ml  TOD  den  Ihrigen  dadafchi  4a«*  ^\^f  ^9  4  <^'i*^h  Halbe  und  bUweiJen 
Viertel  werden.'*  Die  meiaig^n  geben  immer  ganx«  Zahlen;  die  eeinigea 
Imuie  irJi  nicht. 
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.    .,  übiB  l^t  aber  , , 

ako:  .;.    ^     . 

J.JSäiii  db  V<»«*  — 1).  C'.Z>s=:iii  T  V(m«  — J); 

■  i 

eben  so: 

^ Ä.C=m'  ±V(m'2— 1),  /?.fl=:m'TV(»»'«--l); 

^.Z>=m''±V(m"«-l),  Ä.C=m"TV(m"«— l); 

welche  Wertbe  in  I6a*  sabstituirt  obigen  Ausdruck  fär  4a*  geben, 
6,  c,  c2  am  bequemsten  aus  (B)  §.2. 


§.  4. 

Die  gefundenen  Ausdrficke  für  4a^  u.  s.  w.  lassen  sich  noch 
unter  eine  bequemere  Form  bringen.    Da  nämlich: 

/.    m\       i    H    w»+l.wi'+l.m"+l  .  wi— l.m'— l.w"— 1 
m+iii'+iii''+iiim'm''=— : 5 \r 5 : 9 

'^m+tn' —mr +mmmr= rs- ■. -i ^ » 


I ,    ir  ü       in     wi+l.m'+l.m" — 1  ,  Uli— l.m*-^l.'m*— 1 

2  ^  ^ 


•m — m'+m''+mm'm''=^  : — —k ^  +         ■ 


«f.       /    »     m— r.m'+l.m*'+l  .  m+l.m'  — l.m^— -1 
m--m'—m''^mm'm'' = ^ =-  +  — ^ ^ ; 

sperbSltlöan,  wenn  rofin  noch  iii-|-L=:2e»  m'+l=2o'^  7n'^-fJ=:?2«?  setzt: 

a  =±>^w'i>*±V(»-l)(»'— !)(»•— 1), 
'  ^        o.  s,  w. 

Da  die  negativen  Wertbe  nur  die  Zeichen  Von  A,  B,  C,  D 
Sndern,  so  kunnen  dfe  negativem,  Zeiqben  von  den  ersten  oder 
zweiten  Gliedern  fortbleiben*  Zwei  positive  und  zwei  negative 
würden  die  Faktoren  nur  vertauschen^  oder,  wenn  a  unter  den 
negativen,  vertauschen  und  zugleich  die  Zeichen  ändern.  Drei 
positive  und  eine  negative  oder  umgekehrt  können  nicht  zusain- 
mengehhreo,  indem  dadurch  die  absoluten  Wertbe  der.n  geändert 


^— /9y*^dbl  ^  Faktoren.  S 

wcA'den,  während  4ie  der  m^  fuf  jedeVerbindaiig  derZei<ibeii  von 
0^6,  Cy  «?  sich  gleich  bleiben,  waa  gegeo  die  Pell 'sehen  Crleichun^ 
gen  (A)  streitet  Will  man  also  bloss  die  kleinem  Werthe  von 
a,  bf  e,  d  haben ,  so  kapn  man  auch  vor  einem  der  Glieder  dM 
positive  Zeichen  fortlassen «  wo  dann  die  sich  etwa  ergebenden 
negativen  Zahlen  positiv  zu  nehmen  sind.    £8  ist  also: 

a=Vvv'v" — V(f> — 1)  (t>' — 1)  (v" — 1), 

\         fff  \  /J/  *- 

oder  auch«  da  • 

.      I»«— 1     A(»— 1) 

Anmerkung,    1.    Der  Ausdruck  für  a  lOst  auch  die  Aufgabe: 


ist: 


a.'.l 


Drei  Zahten  zu  suchen^  so  dass  sowohl  ihr  Produkt,  wla 
auch  das  der  urii  1  kleinern  (oder  grosseren)  vollständige 

Quadrate 'werden,  z.  B. :  .' 

■    •-■    ■  .  ■;     ■•!.-■-    ■•     •     .  ^   .       ....  ■     .  j     •.  •.  1» 

'      2.5.10=10«,    2.8.64=322»,    4.-11 .-!  9»»66»i 

1.4.  9=  6«,    1.7.63=21«,    3.— 12.— 100=60«. 

Diese  Zahlen  und  die  um  l  kfMneren  (oder  grosseren)  haben 
auch,  wie  die  letzten  Ausdrücke  fiir  b,  c,.d  zeigen,  die  Eii^enschaft, 
dass  das  Produkt  je  zweier  durch  die  dritte  ein  vollständiges  Qua« 
drat  Ist. 
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2.  Die  AuBctrücbe  fdr  b,  c,  d  der  Gleichungen  (C)  lüsen  die 
Aufgabe : 

Drei  Zahlen  zu  oucheri,  ilie  «o  beschaffen  sind,  dnsa  ihr  Pro* 
dnbt  und  mich  das  der  Zahlen,  die  man  erhült,  ivcnn  mau  die  eine 
derselben  um  1  verkleinert  (oder  vergrUs.iert),  die  beiden  andern 
um  1  vergrüBsert  (oder  verkleinert),  gleich,  und  zwar  gegebene 
Vielfache  von  Quadraten  werden.     Z.  B.: 


2.4.  9=2. G»,     1.5.  9  =  5.3",    4.  — 12.—  99=33.12», 
l.5.]0=2.5«     2. 4. 10=5. 4^     3.-11.-100=33.10«. 
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Die  Zeichen  der  m  anlangend,  sieht  man,  daas,  da 

positiv  sein  muss,  also  mm'm"  wegen  ^^| 

X  =mm'm"±  V(ra«- 1)  {».'«- 1) (m"^ -  l) 

nur  positiv  sein  kann,  die  m  alle  positiv  sein  müssen,  oder 
das  eine  positiv,  die  beiden  andern  negativ. 

Dm  die  kleinsten  Wetthe  zu  erbalten,  beginne  man  die  Rech- 
nung nach  den  Formeln  (C)   am  bequemsten  mit  den  positiven  in, 

und  sehe  zu,  falls  a  irrational  wird,  ob    — ^—,  oder    1     oder 

~^ —  ein  vollständiges  Quadrat   ist,  wo    dann  im   ersten  Falle  b, 

im  zweiten  c,  im  dritten  d  rational  gefanden  wird,  und  im  ersten 
Falle  III  und  m",  im  zweiten  m  und  m',  im  dritten  m'  und  m"  ne« 
gativ  EU  nehmen  sind  (vergl.  (B)),  Dass  aber  immer  rationale 
Werthe  vorbanden  sind,  zeigt  entschieden  die  rationale  Form,  welch« 
die  allgemeinen  Ausdrücke  annehmen,  wenn  man  im  Kettenbruch t 
bis  ans  Ende  der  zweiten  Periode  geht,  d.  h.  wenn  man  2in» — I 
2m«— J,  2m'«— I  für  m,  m',  m",  also  m«  m",  i»"«  für  p,  p',  tt' 
setzt  und  noch  fgn\  fn'^,  gn"^  für  m"  —  1,  m'«- 1,  m"»  —  1  schreibt. 
Dadurch  entsteht,  wenn  man  die  entsprechenden  Buchstaben  mit 
Accenten  versieht: 


-gm'n 


n'av'n  — mn'n"; 


I 


absolnten  Werthe  filr  a^  6',  c',  d'  und  immer  eine  AuflOsuDg  in 
feMbtaueh  g(iMix^  ^EbMto  ^geben« 

Nach  (C)  unä  (D)  ist  W.  I.  berechnet. 


Nimmt  man  in  (C)  nur  eine  Wuriel  positiv,  die  andere  negatiy» 
dann  ist  fiir  diefeielben  lit:«'>ii,  A'>«,  €^>t,  d'>a.    Nämlich: 

...  :.     •       .    .         ...■•■ 

Quadrirt   man  den  Ansdradc  fär  %'  und  setzt  fOr  die  fi*die 
Werthe  durch  die  m  aus  den-  Gleicliungen  (A),  so  erhält  man : 

/»'»-2iiimW(mmW— /^n'«")  +  m'«(iii«— 1)  (m"«— 1) 

r  * 

s=sie/37a«cd— ^« 
also: 

noA  da  nach  $•  1«  n'=2(aö— ^cd)«  so  ist: 

=4(«6+sri?rf)«, 

bäich  üieiselbe  iRecbnung  findet  man^ 

c'=2(ac+/ftd)>c 
c2'=:2(ai2-f  Ac}>d:. 

Aus  dieser  Relation  zwischen  den  aus  denselben  M  erhlaH^en 
gestrichenen  und  ungestrichenen  Buchstaben  folgt  auch,  dass,  wenn 
man  die  sich  atts''^^  b\  e',  d  ergebenden,  deto  Fattoren  A,  ß, 
C,  D  entsprechenden  Faktoren  mit  A^,  B',  O,  IV  bezeichnet, 
AfisiJi^,  ^)±:M  a^t^.D'^IP  Ist    NämKcb:     . 


^  XMn^f   gäiayp'/i#r-ia 


A^rhi 


» 


fte(  ^ß&r  lSm%U^m%  «tr'Qttwiuni^ 


■y J » 

2  jfc  ^ 


..!»' 


m+f=:2o,    »i'+t=2c',    m"+f  =  2c" 
setzt:  «.    , .    ■ 


I. 


J        1 


t    V  » 


V  . 


'  c  ', 


oder  fiSr  f,  g,  /^.  die  Werthe  durch  die  it  gesetzt: 


..  '   '• 


1C(«1 


Da  a' jationaf  ijsf,  so  messen  wV  und  (tt-rO(«'  — ÖCo^'fr-ii) 
coDJugirte  imaginäre  Ausdrucke  sein;  wirklich  ist: 

«wV^(iÄm'm'^— I«— iii<— m/O  +  (mm' +mm'^  +  m^m^irr  l)4i    i 
8(t,— f)(o'-i)(»"— 0=(»w»i'm"-m-  /»'-  m")— (mm'+mm"+m'm''-l)i'. 


j » 


Hier  sind  die  Zeichen  der  m  Dichf  dadurch  bedingt,  dass 
mmfm'*  positiv  werflen  muss^  ^ie  das  bei  der  Gleichung  ;r^ — fffy^^=^^ 
der  Fall  war,  vielmehr  können  sämmtliche  Zeichen  Verbindungen 
stattfinden.    Wie  viele  derselben  nun  g^b^n  rationale  Werthe? 

Ist  für  eine  Zeichenverbindung  der  m,  z.B.  wenn  alle  positiv 
sind: 

ia^z=zfgnn'n^^ + (m + m'  +  m" — mm'm") , 

so   ist  f3r   die  entgegengesetzten  m  (der  dem  a  entsprechende 


-1; 


— »,  +«•.—■",  iLk 


^  Äf»' 


IT, 

+ir. 


4!fl»=s4^-2(-»+«0 


+  ir 


mu  nirt»Ml  ttr  g  gMch 
felVadtm  €Mdmgtm  (A)  ( 


Qmatdnie  gcgea 


fie  dritte  der 
— 1  setiQ. 


AeMicrfe  mm  das  Zeidbea 
/#d#r/^«to  QiMdml  Mi«. 
Hi^  «»d  m'^  so  i#t: 


& 


4/3^== 


'=— « 

—  «*  — «^  +  «Wl'»^+  IT, 

S5S  — «1 

-fli'— •i'' +  ««'ag^+ IF 

te4«^- 

^n^^^^ 

Ä— « 

-i-mf+mf'+mml't^'-l'  W 

• 

-  • 

'-^ 

I  I  '      I      .       I  ■  I  •■*{■'  I  ■  1  •  '    y,  .'       •  •  •  ... 

«üHlM  m  und  n^'  oder  m  ood  m'  dioZMditoldh^  äuBtait^ 


jp*— /tor*=±:±l  in  Faktoren. 
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resp.  f  oder  g  Quadrate  sehi.  Stnd  also  überhaupt  rationale 
Werthe  f&r  a»  6,  c,  i2  voriiaoden,  so  können  nur  zwei  von  den 
8  Zeicbeovecbindoogeo  der  nt  solche  geben,  und  zirar  sind  die 
Zeichen  der  eii|,en  denen  der  andern  entgegengesetzt    Z.  B.  W 


t3,  =s  — 1,  =2-^2:o'=l,  6'=s4,  c'äO,  d'=i; 


Dass  übrigens' filr  a,  b,  c,  d  nicht  lauter  ganze  Zahlmi  her- 
anslioninien  können ^  folgt  aus  den  Gleichungen  2(ac{ — ic):sh 
n.  s.  w.  (§.  !•)»  ^ft  in  diesem  Falle  nur  ungerade  n  die  Pelfschen 
Gleichungen  iSsen.  a  und  6  oder  a  und  c  werden  ganze  2ahleu, 
wenn  resp.  g  oder  f  gerade  Zahlen  sind;  d  dag^en  kauf  nicbt 
ganz  werden.    Dieses  folgt  aus  den  Relationen: 


a«-|-a 


fgnn'n" 


X*Wä»» 


^       ,  6.+ft.^.^!?pi. 


ij*  +  c^= 


Ynn'n'* 


,       rfl  +  rfl-sUZ 


nn*n" 


}.  1  (B)^  wenn  man  f  Cr  %  den  Werth  aus  §.  7.  setzt 


i* 
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II. 

Das  sphärische   Dreieck  dargestellt  in  seinen  Bezie- 
hotagen  zum  Kreis.     (Fortsetzung  der  Abhandlung  in 

ThL  XXIX.  S.  479.) 

<* 

Von  ,\ 

Herrn  Franz  Vnferdinger, 

Lehrer   der  Mathematik   in    der  k.  k.    dtterrefchivchen   Kriegt -Mftriae, 
eingeschifft  auf  Sr.  Maj.  Propeller -Fregatte  Doaau. 


E  i  II I  e  i  t  u  n  g. 


Der  Inhalt  dieser  AMiandliing  ^chliesst  sich  an  die  oben  ci« 
tirte  an  und  Ist  als  ein  weiterer  Verfolg  der  dort  gepflogenen  Un- 
tersuchungen nur  in  VerUndung  m\\  dieser  verständlieh«  da  d^r- 
s^lbe  In  ^llen  seinen  Tbeilen  sich  auf  dort  gefundene  Relationen 
und  Säitae  stiitzt,  was  ich  hier  am  Eingange  ausdrucklich  benierkey 
um  dem  jLeser  den  Standpunkt  zu  bezeichnen,  welchen  er  ehi- 
nehmen  muss,  die  hier  und  dort  gewonnenen  Resultate  mit  Ter« 
ständniss  und  im  Znsammenhange  zu  aberblicken^Hesultate,  welche 
zum  grösseren  Thelle  in  der  kurzen  und  ausdrucksvollen  viatfie- 
mitfscben  Zeichensprache  gegebeq  worden  sind  und  auch  hier  In 
dieser  gegeben  werden,  und  welche,  sobald  man  die  durbh  die 
erbaltenen  Formeln  definirten  allgemeinen  geometrischen  Eigeii- 
sdiaften  des  sphärischen  Dreiecks  in  die  gewöhnliche  Woirtsnoicle 
übersetzii  eine  Reibe  von  Lehrsätzen  ergeben,  welche  voi^  ebijBr 
kündig  zu  bearbeitenden  sphärischen  Geometrie  einen  Theit  ans« 
machen.  Ich  bin  keineswegs  der  Ansicht,  dass  mit  dem  hier  Ge- 
botenen die  Beziehungen  des  sphärischen  Dreiecks  zum  Kreis 
oder  wohl   gar  die   allgemeinen  Eigenschaften    des    sph&risdieB 
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Dreieckes  fiberhanpt  erschöpft  seien,  sondern  meine  Untersuchungen 
haben  mich  frühzeitig  von  dem  Reic;hthimi.  d^s  hier .  Ii^tretenen 
Gebietes  überzeugt  und  «vir  wollen  daher  den  in  diese  Riclitung 
einschlagenden  Studien  mk  Eifer  obliegen  uqd  das  bereits  Gewon- 
nene weniger  als  ^eHie-  wirbifebe  Vermöbning  unserer  Kenntnisse 
der  Gesetze  dieser  Kaui9g€stalten,  denn  als  ein  Forni^ldepot  zur 
Erleichterung  kiii|ftt|[^  Fom^iinge^  bfitiachteii.. 

Fällt  man  vom  MitteiMnkt  des  einem  sphärischen  Dreieclc  ein- 
geschriel>enen<|l(i'^'^  <iat  4^^  4^  SeiteH"Rei3>endihel9  so  werden 
die  Seiten  desselben  in  Abschnitte  gethsilt,  welche  paarweise  ein- 
ffsdter  giei^  slnd.^    ttszelclMeC»  man  die  au  den  Wwtbeb  Ai  J7/  G* 
liegenden  Segiaenle>ife«»'RWihe;naeh  mit  i^  e,  to,  so  ist  näcb  j.&s 


t« -J- e  +  fo=i(a  +  6  +  c). 

Veibindet  matf  den  Mittelpuolct  des  eineiii  sphürfschen  Dreieclc 
omscbrJebeDen  Kreises  mit  den  drei  Ecken,  so  werden  die  Dreiebkb« 
mnkel  A,  B^  C  je  in  zwei  Tbeile  g^tlieiUy.  voe  ^^kcben  sechs 
Winkeln  wieder  zwei  und  zwei  einander  gleich  sind.  Sind  m,,  v^,  w^ 
ik  drei  an  den  Seiten  u,  6,  c  liegenden  Winkelsegmente,  so  ist» 
veon  der  MitCelpunbt  dM'>umi(skriebeneu  K^iseii  innerhalb  des 
Dreieckes  liegt,  nach  §.  19.: 

(öS) 

u^  =  l(B+  C^A),  ,t^t,^liA+V-J^U  n^=^l(A  i-  B^CXd-  . 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  ausser  dem 
Dreieck»  und  dem  Wibkel  A  gegenüber ,  so  ist      , 

(69) 

-•HTf»I+»i  =  J(/<  +  Ä  +  C),  ' 

80  datfi  ahfc'  -^''ui  ab  ^ife  SfeH«'  r&h  «,  trittl  '^        . 

J)a  die  S^niis,  Coifinus  und  Tangenten  ^e^eß  ^/^XSfvüjis^n  in 
«DsereA  Üiilek«tt<5biibg^rt''ehte''wiehtige  Rolle  spielen  und  häufig 
▼•ffkommen,  so  wollen  wir  uns  mit  der  Berechnung  derselben  he* 
•oaders  beschäftigen. 


¥■ 


Diu  tvbäriitht  Breteck 
$.  32. 


fkBa  f.  15.  fol^t  zunächst: 

[  Sin  1(0  +  4  +  '^)=.2Si„j^si„|_Bsii.ie 


(70) 


«• 


n  i(6  +  »-  «)=2Sinä^Cos;ßCo.i<7' 


1  S1p1(o+*— c)=, 


2SiDiCCo8i^Cosiß' 


t  nod   mit   Hilfe  der  in    §.  16.  aurgeslellten  Relationen   erhält    man 
I  hieran«  durch  den  Uebergang  auf  das  Polardreiecb: 

//, 


-(71) 


\CoaliB^C—A)  = 


iCos\iA  +  C--B)  = 


\  CosHA  +  B-C)  = 


^Cas^bSioiaSiBlc' 


2Cos  4cläin  ^a  Eiin  '^b 


Wenn  man  bedenkt,  das»  oach  §.  15.  auch: 
20" 


"'  — Sin  JSlnÄSinC* 
[   so  erhält  man  aus  dem  System  (71)  mit  Leichtigkeit: 

i_      g-       ^ 
CoaiflCos;6Cos{c— jjj^^gj^ßgj^p  (jj^g.^^^^^g, 
CosiaSinifiSinlc-      siD^rfSinßSin  C.CoaJCß+C-J/J 
ff» 
Co6 46 Sin  JaSin.c-      sindSinifSio  C.Co8i(^+C-Ä>' 


'  Co8  \c  Sin  la  Sin  JA  = 


Sin^SiuÄSinC.C0Bi(^+B-O' 


t  map  der  KSrxe  halber 
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so  ist  bekanntlich: 

Cosi(a  +  b  +  c)=/I'^j!I''—/I'"  -  Jiv^ 

(b)  < 

Cos  4(a + c  -  6)  =r^'  +  ^"•^j"'  +  ^/r 

nnd  manr  findet  daher  durch  Anwendnang  der  Gleichungen  (72): 

(73) 

—  jy«         t 1 

Co8i(o+6+c) Sin^SinÄSinC'l  Co84(^  +  Ä  f  Q 

+  Cos  i(Ä+C-J)  +  Cos  J(i4+C-Ä)  +  Cosi(-4+Ä-0  j  ' 
to«,(6+c-a)-.-g.^^g.^^g.^  C 1  Cos4(.4  +  B  +  C) 


Cos  i(£-f  C'-Ä)     Cos  i(A  +  C-i?) 


"■Cos4(^+Ä— qI* 


Co»  J(o+c-6) — -  s|„  ^  sj„  Ä  Sin  C  i  Cos  l(A  +  B+C) 

1 1  1  I 

^CosK^+C-Ä)     Cosi(Ä+C-J)     Co8i(^+iB-C)i  ' 

.  g"  ( 1 

*^*«^"+*~*'^— "Sin^Sin  ÄSIn  C I  Cos  i(  J+Ä+C) 

._ L 1  1  ■      -l- 

'^CoBi(A+B-0     Co(ii(B+C-A)~Co8 ÜA+C—B) '  * 

ond  dureb  den:  Uebergang  auf  das  Polardreieck,  mit  Anwendnng 
der  Relationen  des  $.  16. : 

Tktuxxxin.  a 


lg  •     enferäin9€r:    9m  §pkärU€ke  OrtUtk 

(74) 


Sa  \{b^e-m)  ^  Stii  i(c-|^?— «) 

.__J L__t 

+  Sin  i(a+6-  c)      Sin  i(«+6 + c)  r 

SiiiJ(»+C— il)  =  gj^^^jj^jjj^^  [siD4(a+H«)  ""^  2^4(«4^>-^) 

1  1  I 

+  Shii(«+6-«)"^  S«  i(6+c— a)  r 

Sini(J  +  C— Ä)=  gj^^gr^j;^  JsiDi(a4H€)  '*'Sini(6+c— «) 

+Siiii(«+Ä-<?)'"Sini(a+c— 6)1' 
Sini(il+Ä-C)=:gj^^.^^gj^^  1  SSi(i+6+^ '*'  SiDU6+c— a) 

"♦■Sio  i(«+c-6)      Sin  4(o+6— c)  j ' 

Diene  Gleichongen  hätte  man  nach  nns  dem  System  (70)  auf 
ShnKchn  Art  finden  ktkinen.  wie  die  Gleichani^n  (73)  aas  dem 
System  (71)  abgeleitet  wurden.  Werden  die  Gleichungen  (73)  der 
Reihe  nach  durch  jene  (70)  und  die  Gleichungen  (74)  der  Reihe 
nach  durch  jene  (71)  dividirt»  so  folgt: 

(75) 
ct8U«+A+e)=-^^^j^p^^j|^^,p  \  Cosl(^+Ä-f€0 

+Co»  i(Ä+  C-A)  +  Co8i(  J+  C-Ä)  +  Cos  i{A^B—C)^ " 

WM»  J 

ete4(ft+e— «)  =  —  4Co8MSin4^Sin4C  ^  Cosi{4+Ä+C') 

. \ L L i 

EMt  I 

ctgU«+c-*)  =~4Co8  4PSiDi^SiiiiC  ^  Co84(^+Ä+C) 

.  1 1  i 

i7'  1 

1 1  1  > 

«i(J-|-/7-€)     Co»  4(Ä+  C- J)~*  Co«  Uii.f  O^iT)  s  ♦ 
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(W) 

<gi(^+B+0 = 4SiniaSinl6Sinie  ^  Sin i'(6-i-c-a) 

1  1  1  j 

H  '  1 

*^'^^+^""^^  =  4SiniaCosi6Co8ic  ^  SiD4(a+6+c) 

+  8in  i  (a + c— 6)  +  Sie  4(a+6— ^  ""  Sin  1(6+^— a)  ^ ' 

H  1 

^*^'^+^^*^=4Sin46CosJaCos4c^Sin4(a+6+^ 

T  Sin  i(*+c— a)  ^  Sid  i(a+6— c)      Sin  i(a+c— 6)  5  ' 

Ä  1 

^i(^+Ä-C)  =  ^.^  4c  Cos  liiCosift  ^  Sin  4(«+*+c) 

■  1  ,  1 1  . 

■*"  Sin  i(6f  c— a)  "*"  Sin  4(a+c--6)     Sip  J(q+6-^)  >  * 


8.  35.. 

Die  Gleiciiangen  (47)  des  §.20.  gebeii: 

« 

(47) 

Da  ferner 

«1.  g'  g, 

^'^  Sin  A  SingSin  C  ^  3? ' 

(48)  |p=Vtgrtgrxtgr,tgr,; 

SO  ist  auch 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (56)  mtt  einander  multiplicirt  und 
dabei  auf  die  Gleichung  (13)  Rflcksieht  i^impili 


i 


■^  \ 


Sto  y&nfsrdinper:    Ba$  tpkäriscke  Breietk 

(78) 
g\  =  QSh  +  tgr,  +  tgr,  -  tg r)  (tg  r  -h  tg  r,  +  tgr^^  — *§**i) 

X<tgr  +  tgri  +  tgr,— tgraXtgr  +  tgri+tgra-tgr,); 

i^eb^-män  nun  die  Werthe  aus  (47)  und  (77)  in  die  Gleichungen 
(73)»  80  gehen  dieselben  über  in  folgende: 

(79) 

V  Cosi(a+^  +  c) 

=  —  lÄi  Vtgr  tg ri  tgr, tgrg  (ctgr,  +  ctg r«  +  ctg r, — ctg  r) , 

Cosl(A  +  c — a) 

,    =     4-ffi  V^tgr  tgr^  tgr^tgr,  (ctgr  +  ctgr»  +  ctgr,  -ctgri), 

Cos4(«  +  c— 6) 

=      4/fi  V;tgr  tgri  tgra  tgr8(ctgr  +  ctgrj  +  ctgrs  —  ctgf J,    ^ 

CosUö  +  Ä-c) 

=    '  4 A  Vtgrtgrjtgratgrs  (ctgr  +  ctgrj  +  ctgr.— ctgr,) , 

wobei  J7|  aus  der  Gleichung  (78)  zu  nehmen  ist,  so  dass  die 
zweiten  Theile  als  reine  Functionen  der  Radien  r,  r^,  r^,  r^ 
der  dem  Hauptdreieck  und  seinen  Nebendreiecken  umschriebenen 
Kreise  zu  betrachten  sind. 

m 

«.  34. 

* 

Wenn  man  zar  Abkürzung 

Ä  =  ctgei+ctge»+ctgp,  — ctg^, 

»=Ctg^+ctg^  +  Ctg^3  — Ctg^,  ,.  I 

(c)  <  i 

tf=ctg(>+ctgpi+ctg^3— ctgpa,  ; 

Ds=ctg^+ctg^+ctg^a— c%8  ' 

setzt,  so  ist  nach  $,  22.  (54):  i. 

r. 

*gr  =  lÄ,    tgri=:4»,   tgr^ssi«,    tgr,=s4J); 

'   .    '    -      ' 

Vtgrtgri  tgr^tgro  =  J  V^Ä»(EBV 
und  die  Gleichangeii  (79)  gehen  über  iii:         *' 
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(80) 
Co84(a  +  6  +  «)= -iÄiVÜSCP  Jg  +  J +  1  -  Jj  ^ 

» 

Cosi(a  +  &-c)=     li^iV»»«»^5+g+^~^^ 

vFobei  der  Werth  von  Ui  aus  der  Gleichung  (13)  und  dieWerthe 
TOD  Ü»  9,  £»  D  aas  (c)  ^u  nehmen  sind,  so  dass  die  zweiten 
Theile  lediglich  die  Radien  Q9  Qi»  ^«9  P3  der  vier  Berährungs- 
kreise  enthalten.  Ich  mache  hierbei  aufmerksam,  dass  ich,  v^eil 
die  mit  £f| ,  Ü,  9,  <£,  2)  bezeichneten  Functionen  in  ^>  ^1  >  Ps»  Ps 
sehr  einfach  gebaut  sind  und  sich  dem  Gedächtniss  mit  Leich- 
tigkeit einprägen,  nicht  immer  statt  derselben  ihre  Werthe  sab- 
stituiren  werde.  Wir  betrachten  eine  Grösse  als  durch  p,  ^|,  ^,  ^3 
ausgedrückt,  wenn  sie  aussei» diesen  nur  noch  J^i,  Ü,  }9,  (£,  !> 
enthält 

§.35. 

Den  Gleichungen  (12)  des  §.  10.  zufolge  ist 

(12) 

SiD4(a+6+c)  =  *8*'     SlD 4(6 +c-a)  =  *«*»' "•'•*'•• 
ferner  bt  nach  6«  U.  und  6. 20. : 

(32)  ^  ^' 


SinaSin6Sinc'~2/f, ' 

(48)  B'^^^         -        ; 

Vtgrtgritgr«tgr, 

folglich  nach  dem  Obigen  auch: 
und 


3%  Vnfer4iw99wr    D^ 


f82) 


j 


BtS 


%'..'■  \\\ 


ufi4  weim  nun»  di»  Wertb»  au«  (12>  umi  8:^  ia  die  GU 
(74)  soüiilltiHKt^  M  gelMft-Mifevüter.m  to 


'8S>     ^ 


i%i2t  iiHui  zur  AbicDnaBs: 

••  bi  nttdi  den  Glekfamge»  (SS)  da»  §•  2L: 
oder 

d*  f#rfi6r  nach  dem  Obigea: 

VinJCP  =4V  tgrtgritgr^tgra 

«Hl  man  da«  System  (83)   des  Toriiergehenden  Paragra- 
lo  da«  folgende  amwaodeln: 


(84) 


siD  i(j  4-  ff + c;  fa:  ^^  ^— A- , 

-ff,Vtgrtgritgr,tgr, 
Sin  4(Ä+ C?- J)  = -^7=4=Jl=J|=  . 

l.JL._L_i 

ÄiVtgrtgritgratgr, 

Sin 4(^1 -hg~C)=:  ^"^  r—  -*> 

-ffiVtgrtgritgratgr, 


J:» 


wo  der  Werth  vm  i£fi  ans  tlct  6liikliiifig  (78)  ztt  bd^mM  ist» 
so  dass  die  zweiten  Tbeile  als  reine  FunctioDen  der  Radien 
^9  ^if  ^%9  ^a  ^®f  d^m  Uaiiptdreieck  and,  seinen  drei  r^eliei^dreiecken 
nmschriAenen  Kreise  tu  betrachten  sind. 


§.37. 

Die  Gleietiungdn  (13)  und  (47)  geben  mit  Riicksicht  anf  jene 

(13)  und  (48)  unmittelbar:  .  ».  .., 


(85) 


sio  i(«+«-*)  =;^s^^^ . 

Sin U«+g  ^)  =  '^ «ggtgg^tge.tgg, 


und 


•••i 
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Vtgr^ri^r^tgr, 


Werden  jetst  die  Gleidrangeii  (80)  durch  (85),  danm  anch  die 
deiehnoges  (84)  dvrch  (86)  der  Reihe  nach  dividirt,  so  erhält  mao: 

(87) 
e% J(«+6  +  e)  = -ilg«  ir»«D  j  ^  +  g  +  |i  -  1  j  , 

elgi(«+c-6)=      Jtgp,VÄ9«D  jj  +  ^  +5  -  ^1» 


nnd 


'  I 


1  +  1  +  J__i 


(88) 


i+^  +  i-i 

tg.(^  +  Ä-C)-      yj^^ . 

ider  der  Werth  von  H^  aus  der  Gleichung  (78)  za  nehmen 
daM  die  zweiten  Theile  als  nur  die  Radien  r,  ri,  r^,  r. 


äar§9§i$Hi  O^trüiiw  Bmittkim§9m  um  »th.  ü 

eotbalteDd  lu  betrachten  siad.  Wir,  bemerken  hier/  das«  ^9m 
System  (88)  auch  aas  d^m  Vorhergehenden  (87)  abgeleitet  Wer- 
deo  kann,  wenn  man  dieses  aaf  das  Polardreieck  anwendet  und 
daoD  mittelst  der  Relationen  des  §.  16.  zum  Hauptdrieteek.  Hat 
rfickkehrt  Bezeichnet  man  das,  was  aus  Ü,  16 ^  <^,  JD  för  das 
Polardteieck  wird,  mit  iX\  V,  (C,  W,  so  ist  offeQbar  mit  Rfld^- 
sicbt^ d|e Gleichungen (53)  des  §.  21v:.il'=:Äi,  »''=)Ji*;(r=(fi, 

J'=Di    und    V  Ä'»'«'D'  =  V  ÄjJB^tfiDi  =^  ,   woraus   erhellet^ 

dass  auch  die  Umformung  der  zweiten  Theile  des  Gleicbunyoo- 
Systems  (87)  alsdann  keinen  weiteren  Schwierigkeiten  unterliegt. 


5.38. 


W«il 


■  » 


Siivi(«  +  A+c)=.^,     'SinU^  +  c— a)  =  ~^,   u.  s.  w. 

2  2  \ 

*«^  =  y    *gei  =  ^'   U.S.W. 

ist,  so  ist  auch 
Siol(fl  +  6+c)=:ilfiili,    Sinl(6  +  c— c)  =  Ji5fi»i,  u*»,fr. 

"...  .  •     • 
•                   ■     :   .   ■                                                     .     .                             .     ,           !:     •       I    .    •.   . 

oder,  weiiB  ibaD  tür  Mi,  T^,...  ihre  obigen  Werthe  setst:. 

Sin  1(«+  ft  +  c)  =  i^iCtgr»  +  tgr,  +  tgr,  -  tgr), 
Sinl(6+«-o)  i=  iÄi(tgr +tgra  +  tgr,-tgrx)^ 
Siiil(a  +  c-6),=  iÄi(tgr+tgr,+tgr,-tgr,), '  ' 

SiDi(fl+6-'C)  «=  lÄi(tgr+tgri+tgra-tgrs); 

denkt  man  sich  in  den  zweiten  Theilen  dieser  vier  Gleichungen 
statt.  Hl  denjenigen  Werth  gesetzt,  welcher  aus  der  Gleichung 
(78)  hervorgeht,  so  sind  dieselben  als  refaie  Functtonen-^der  Ra« 
dien  r,  rj,  r^»  r^  zu  betrachten. 

Weil"       ''"••■■. 

Co8;(il  +  fi+C)  =— tgr.JSr,  Co8l(B+C+A)  =  tgrj.JST,  u.  «.  w. 

tgr—  in,    tgr,  =  i»,  u.  8.  w. 
und 


.ti  «/ 


o.  ••  ir. 


V  AJMJD 

\  ,^^        .^  .-gg  -r  cuey,  +  ctg  gg  — €ty^ 

V  A»iXr 


V.  .\**^.4    f    ,> 


i'^ft  * 


^*H  ».«*+*    i-ci  :^ 


:^0 

.1 


««H^ct|c*j+c^erj  —  ctirri 
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(62) 

^•^  "*■    ''^    '         V  tg  p  tg  pi  tg  e,  tg  ft  *  ctg  ft +ctg  ftj+ctg  e,— ctg « • 
1S.V   -r^^   ;—     Vtg^tgpitgeatgp/ctg^+clg^i+ctgfc^tget' 


tgi(.<+Ä-.c;  = 


^  tg  g  +  ig  gl  4-  tg^g— tg  p, 

Vtggtgf^itgeatg^  ctg^+ctg^i+ctg^a— ctg^ 


Das  letzte  System  kann  auch  wieder,  wie  man  sogleich  sieht, 
aus  iledk .  Vdrhergehenden  durah  den  :  Oebergang  auf  da»  'Polar- 
dreieck gefunden  werden ;  beide  Systeme  gehen  überdiess  mit 
Ldektigkeit  aM  den  GleiGbuDge*  (75)  und  (76)  herror»  worauf  idi 
Bilr  «uteerksaili  mache«  Die  Cleichangen  (70)«  (73)»  (7fi)  gebeq 
SiiMS,  Cosinus  und  Cotangente  der  vier  Bogen 

l(«  +  &  +  c),    i(6+c— a).    l(a  +  c-6),    i(a  +  i-cj 

ditrci  die  dtet  Winkel  /f ,  B,  C  des  sphSrisehen  Dreieckes,  (6((), 
(S0}#  (87)  durch  die  Radien  Q,  Q\f  Q%t  it%  der  vier  Berfihrungs- 
krdse  desselben,  (89),  (79),  (91)  durch  die  Radien  r,  r| ,  r^,  rg 
der  dem  Hauptdreieck  und  seinen  drei  Nebendreiecken  umschrte* 
benen  Kreise.  Die  Gleichungen  (74),  (71),  (76)  geben  Sinys,  Go- 
thn»  vnd  Tangente  der  vier  Winkel 

l(il  +  Ä+C),   i(Ä  +  C-.^),    1(^  +  C-Ä).    i(^  +  Ä-C) 

dnrch  die  drei  Seiten  a,  6,  c,  (83),  (90),  (92)  durch  die  Sadieo 
9»  Qi*  ^9  ih*  eodlich  (84),  (86),  (88)  durch  die  Radien  r^  r|,  r||,  r^^ 

Bezeichnet  b  den  sphärischen  Excess,  so  ist  bekanntlich: 

■  '  •♦  ■  '•       .  ■  •  . 

CosJ«  =  Sinl(2l  +  B+C),    tgie=  — ctgi(^+fi  + C) 

und  die  ersten  der  Gleichungen  (83)  und  (92)  geben  zur  Bestim- 
mung des  sphärischen  Ezcesses  aus  den  BerübroDgsradlen-  q^  ^^ 
9%9  09  folgende  bemerkenswerthe  Ausdrficke: 

(93)  co.i.«2^äiL±%±jÄz:iS2), 

•  •  ■ 

(94) 

>  .      ■ 

♦,i.— 4/ #»«#»«- »»«.f»«      2tgft+ctg£r+ctg^--ctgp 
tg,.=  V^tg^tgp,tgctgff,.    tg^  +  tge,  +  tgfc~.«gT-     ■ 
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§.  39.   ^ 

Die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  (73),  (75)  und  (76)  kod- 
pefi"  auf  eine  einfachere  i<*Qrm  gebracht  werden»  welche .  für  un^ 
sei^  nachfolgefnden  Cbtersuchungen  von  Nntcen  sein  wird»  und 
mit  diesen  Tr^nsformatioiien  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen. 


L-«. 


Wir  habeii  in  §. 32«  gefunden: 


■'  1  J  1    ■.■■.) 

T  Coai(ß+C-A)  +  Co84(i<  +  C—  Ä)  +  Cos  4M+  B-^C)  * ' 

QiD  diesen  Ausdruck  zu  vereinfadien,  fassen  wir  die  inderKUm« 
i»er  ent^ltenen  Glieder  paarweise  zusammen  und  bringen  jedes 
Paar  für  sich    auf.,  gemeinschaftlicben  Nenner»    so   erhält,  nati; 

wenn  man  bedenkt»  dass 

■      •  ■.  .    • » • .  • 

Cos  l(Ä+  Ä  +  C)  +  Cos  l(B+  e—  ^)  =  2  Cos  iA  Co^KBH-  O, 
Cos  l(A  +  C—  JB)  +  Cos  l(A  +  B—  C)  ==  2  Cos  i  A  Cos  i(Ä—  C) 

2CoslACosl(B  +  C)  iCoslACöaKB-^O  '      \ 

Cos i(A+B+C)Cosl(B+C-'A)  "*"  Cos 4(^+C~Ä)Cos  J(^+Ä-.C)* 

nimmt  man  hier  2Cos|2l    als    gemeinschaftlichen   Factor  heraus^ 
iind  stellt  jetzt  alles  auf  den  einen  Nenner  ^/f'*»  so  ist  der  Zäh- 
ler des  Bruches: 

Cos  l(A  +  C—  B)  Cos  l(A  +  B-^  C)  Cos  l(ß  +  C) 
+  Cos  1(2^  +  fi  +  C)  Cos  J(Ä  +  C— 2I)  Cos  i(Ä  —  C). 
{$et^^  maa  fiSr  einen  Augenblick : 

a  =  Cosi(2i+C— 15)Cosl(2l+Ä— O» 
ß  =  Cos  i(^  +  i?  +  C)  Cos  i(Ä  +  C-r.t*) ; 
so  ist  obiger  Zähler  offenbar  gleich 

(tf+/J)CosiÄCosiC— («— /J)SiniÄSiti;C 
oder  weil  auch 


'  ■ . 


ß  =z  l{CosA  +  Co8(Bi-C)], 
folglich 

a+ßzr^CoaA+CoaBCosC,    a^-fizsSiuBSlnC 
ist,  gleich 
(ComAA-C^BCo»  QCoslBCoalC--  Sin  ^Sio  G.Slii  i^Sin  IC 

*  *  - 

sCosiÄCosiCICosil  +  CosßCosC— 4SiD«iÄSin«iC| 
=  Co8jBÖo8lC{l  — 2än«iil  +  {l— 2Sin«iB)(l— 2Siö*iC) 

>  — 4Sin«LBSin*iCt 

=iCo8li?Co8jC{2— 2Sin2i  j— 2Sin«iÄ-2Sin«iC} 
=  2Co8iJBCosiCll-Siii«l2l— Sin«ifi— 8in«iC| 
oder  auch  gleich 

C©84BCosiC{Co8^  +  CosßCosC— (l-CosÄ)(l  — Co8C)) 

=— CöslÄCosJCU— Co8i<— C08Ä— CogC); 
mithin  ist 

C08  i(a  +  6  +  c)  =  -  gT^^gTjj^ggj^, 

4  C08  iA  Cos  iB  Cos  i  C(l  —  Sin  «U  —  Sin  «1 JB  —  Sin  «i  C) 

•»:X-^r— • — ■  .  'ir.  ■ .  .. — y  *_  jL^/2 ^ — '^'~~- — r— -:-—  ■ 

oder  :    -       ■ 

Co8l(a  +  6  +  c)=^g.^^g.^^g.^^ 
— 2Co8  iil  Cps  iB  Coal  Of  1 — Cos  -4  —  Cos  Ä — Cos  C) 

X  =Hr — ^-*-^- — ■  r  -^;^  — r-i^ ^  .   V  ''■''-'''  »•■  ••- 


das  ist 


oder 


/.     1/   _LAj^   N       1  - Sin^i.1  ~Sinn/^-^SIn«iC 
Cos.(a  +  6+c)«  2Sini^Sini£Sini;C ^ 


#-     1/    .  iL  .    ^          1— Cos2<-Cosg— CosC 
Cos.(a  +  6  +  c)  = 4Sini^SinifSiniC~* 
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§.  rfO. 
Eben8o  haben  «vir  in  §.32.  gefunden: 
Co8ä(6  +  c  — «) 

_  »"    \  1       .  » 

— '~  SinA  Sin  ÄSlii  C  '  Cosi(^  +-B+  O  "*"  Cos  i(ß+  C-^) 


Gosä(J+C— ö)      CüsU-^+ß— C)*' 

um  auch  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  fassen  wir  nieder  die 
in  den  Klammern  enthaltenen  Glieder  paarweise  zusammen  und 
erhalten  auf  dieselbe  Art  nie  früher: 

2Coa  M  Cos  S(g+C)         _         2Cos'^Cosj(/f— C) 
Co8iC.l+£f+CjCosi(Ö+Ci-J)      Cos  1(^  +  C'-ß)Cos  '{^-f-ff— (^ ' 

nimmt  man  auch  hier  wieder  2  Cos  J^  als  gemeinschaftlichen 
Factor  heraus  und  stellt  alsdann  beide  Glieder  auf  den  gemein- 
schädlichen  Nenner  — H'^,  so  ist,  mit  Beibehaltung  der  Bedeutung 
der  Buchstaben  a  und  ß  der  Zähler  dieses  Bruches  gleich 

(«— (3)CosißCosiC— C«  +  |S)SinUSiniB 

oder  gleich 

Sin.ßSinCCo8jßCo8iC— (CosJ  +  CosÄCosC)SinlÄSiniC 
=  SinlßSiniCi4Cosi*.lßCos«lC— Cos^  — CosßCosCt 
=  SiNiBSinJCl4Coß»lÄCos»iC— 2Co8''M  +  l 

— (2Co8"äB— ])(2Cns«iC— 1)1 
=  Sin  ißSin  "Ct 9Co8»iB  +  2Cos31C— 2Co8«M  I 
=  2SinlßSinlClI  +  Sinai^— Sin»iß— Sin^ICI 
"oder  auch  gleich 

Sin  iß  Sin  \C\  (1  +  Cos  ß)(l  +  Cos  C)  —  Cos  J— Cos  ßCos  Cl 
=  SinißSiD;C|l  — Cosvi  +  Cosß+CosCt; 
-  mithin  ist: 


1 


4Co«i4Sini^Sin}C(l+Sin«J^— Sin^iB— S'in*lC) 


oder 


Co8j(6  +  <?— a)  =  —  ^ 


ff% 


?*-•- 


Sin^^SiniBSmÜ 
2Co0iitf  S!ik ;  iff  Stni C(l  ^ Cos  il  ^  Cos  ß  +  Cos  C) 


X  — Ä'« 


^*      ■! 


das  ist 


oder 


1  +  Sin«'^-Siii«{g-Sin*jC 
C08,(ft +<—«;_         2  Sin  4^  Co»  iß  Cos  JC 


_,     ,,^  .  ,      1  — Cosil  +  CosÄ+CosC 


Fasst  man  das  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
Gefuoden^  tü^aimnen^  so  gelangt  man  zu  folgenden  zw^i  Syste- 
men von  Gleichungen  y  welche  mit  jenem  (73)  gleichbi^deutend» 
aber  der  Form  n^cli  einfacher  $ind: 

Cos  ^(.a^b^^e)  = 2Sin4^Siii4ßSiniC * 


(95) 


(96) 


Los  .(6+<^-«)  ±=        28ini^Co8ißCos4C        * 

„      l-Sin«M  +  Sin»4g-Sin«iC 
uos,(a+c-0)-        2  Sin  JA  Cos  U  Cos  iC 

^     ,.    .-       ,      l-Sin«iJ-Sin*iÄ+»n«4C. 
€^l(<H.6-i!)»w ÜSKttjiJCMUebsiÄ^^' 

„     ,.      ..    ,         l-Co«i#— CosB— Go«rC 
CD8^a+6+c)  «-*  '••4»lniJ<älnJÄ8lniC^  * 

^•»^  »f*+*-*'^  -         4Sioi^Co8iÄ(5osjtr' 

^     ,,    .       ..  1  4  Cös^— Cosg  +  Cos  C 

Co8.(a+c-6)=         4SinifiCo8UCo8>C     ' 

_     ,,      .      ^  H-  Cos^  4-  Cos  g— Cos  C 

Cos,(a+6-c)  =  4SiniCCo8UCosig      ' 


•/   •• 


und  wenn  man  die  Gffittlqhongen  des  Systems  (95)  der  Reihe  nadi 
durch  die  Gleicbinigen  des  Systems  (70)  dividirt: 


(97) 


/    ,   1/  _LA^  X      l-Sip»M-Sin«iJg^Sin«iC 

.   ./iL.         s      1  +  Sin«i^— Sin«iß-Sin«lC 
ctg  J(6+c-a)  = «r-»^ — : • 

';   ,,    .       rv      1— Sin  «iilVsin«iÄ— Sinne 
ctg  Ua+c-6)= -jgi * 

!     *,/.!:      X      1— Sin«i^-«in*iÄ+Sin«iC. 
1  ctgi(a+Ä-c)=: 2 —  ^,    '       i-; 


oder  auch: 


.  w    .\.    X  1— Cosil— CosÄ-CosC 

ctgi(a+6+c)=- ■ 2£p ^ 

,   ,,.  .         ,  1  — Cos^l+CosÄ  +  CosC 

ctg  Ko+c— o)  =     — 2H' """" ' 

(98)       ' 

■    ,,    .       .,  1  +  Cosil— Cosß  +  CosC 

ctgi(«+c-:-6)=      275^ 


I  « 


i     .  w    .r      X          l  +  Cosil  +  CosB— CosC 
1^  eigUa+lh^e)  == — ^S? 


•  §-41. 

Wendet  man  die  Torhin  abgeleiteten  Gleichungen  (95),  (96) 
auf  das  Polardreieck  an  und  kehrt  alsdann  mit  Zuhilfenahme  der 
bekannten  in  §.  16.  aufgeführten  Relationen  zum  Hauptdreieck  zu- 
rück, so  erhält  man  mit  Leichtigkeit  die  folgende  Gruppe  von 
Gleichungen»  welche  mit  jenen  (74)  gleichbedeutend  sind,  sich 
jedoch  durch  grossere  Einfachheit  vor  denselben  auszeichnen: 
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•[  99) 

SioK^  +  B+C) 

J      ._  -H  Co8*ia  -I- Co8«;6  +  Co8«ic  __  1  +  Cosa-i-Co8&-hCogc 
""        2  Cos  4a  Cos  Ib  Cos  ic  ~~     4Co8äaCosa6Cosic     ' 

»  SiDl(ß+C— il) 

^  2CosiaSini6Sinic  "".     4Co8ia8ini6Sinic     * 

"^  2CosJ6Sinia«inic  ""      4  Cos  JA  Sin  iaSi  nie     ' 

S\nl(A  +  B-C) 

_i— Cos^^g  —  Cosg^6  +  Cos^jc       1  —  Cosfl  — Cos^+Cosc 
""  2Cos|cSiD2a8ini6  4^'oslciSiDia8ina6 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnong,  dass  diese  Gleichangen  auch 
aus  jenen  j[74)  §.  32.  auf  ähnliche  Art  enttvickelt  werden  können, 
wie  wir  die  Gleichungen  (95)  aus  jenen  (73)  abgeleitet  haben. 

Werden  jetzt  die  Gleichungen  (99)  durch  jene  (71)  der  Reihe 
nach  diyidirty  so  gelangt  man  zu  folgendem»  mit  den  Gleichungen 
(75)  gleichbedeutenden    aber    einfacheren   System,    weiches  auch 
ans  jenem  (98)   durch  den  Uebergang  auf  das  Polar dreieck  her- 
geleitet werden  kann: 

100) 

igl(A+B^C) 
__  1  -Cos »ja  ~  Cos^jb—CosHc  1 -h  Cosq +  Cos6  + Cosc 

ff,  -  Wi  ' 

tgl(B+C^A) 
l4-Cos*ia— Cos^i6  — Cos'jc  _      1  -j-  Costf — Cos6  -  €oßc 

"  ffi  —  ~2b;  • 

tgKA  +  C-B) 
__  1  —  Cos  Ha  4-  Cos  «16  —  Cos  *lc  _     l-Cosa  +  Cosft  — Cösc 

^      ff,  -  ~2Br  ' 

tgKA  +  B^C) 
1  —  Cos^ia  —  Cos«16  +  Cos^Jc  1  -  Cos  a  —Cos  6 + Cos  c 

= ^ — hT' ="    — ^BT 

Tktu  xxxin.  ^ 


^ 
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Wenn  man  die  «sie  und  «weite  der  Gleichungen  (95)  zu  der 
identischen  1  =  1  einmal  addirt,  dann  auch  davon  snhfrahirt  and 
sich  dabei  an  die  gonio metrischen  Formeln 

l+Cosa:  =  2Cos«U,     l-Cosa:  =  2Sin»U 
erinnert,  so  erhält  man  sofort  folgende  vier  (ileichungeni 
2Cosn{a+6  +  c) 
_      1  — Sin'jJ  — Sin'jJS— Sln^'C+2SinUSin;gSl»iC' 
~  ääiirniSinlffSinTC  ^ 

_      1  — Sin'U-Sina^g— Sin°;C-2Siniv<SinigSiniC 
■~  '2Sinä^Sin?ßSlniC  ' 

ZCoB^Kfi  +  c-n) 
_       l  +  Sin^M  — Sin'jg— .Sin«!C+-2SinMCo8;flCoeiC 
~  2SinMCo8;ßCo84C 

2Sin2J(Ä  +  c— o) 
_      1  +  Sin'U— SingAg-Sina^C— 2SinMCo8iaü«wi<l 


I 


2SinMCoa.lgCo8.!C 

Erinnert  man  sich  an  die  gnniomelrischen  Formeln: 

(e) 
l_Cos»j;— Co8«y  — Cos'i+2CosxCosjCoat 

=      4Sin  i{x+yVz)  Sin  J(s+t-«)Sin  i(j:+t-t,)S\a  ;(j:-fy— 0, 
l_CoH»a;— Cos»y— Cos%  — 2Co8xCosyCosi 

=  -  4Cos  l(a!-\^+t)Co8  i(y+»~;t)Cos  U.t+ t-y)Cos  U^+ff-*), 
1+CobV— Cos»^— Cos«i  +  2Cosa:CosyCosi 

=      4Sin  J(^+ff+i)Sin  l(y+i—x)  Coa  i(a'+i-y)CoBi{a:+y— i), 
l  +  Cos"jr-Cos'^— Cos'i  —  äCosarCoayCosi 

=— 4Co8j(a:+ff+i)CosiCy+i— ;J;)SiniCa:+2— y)Sin;(a;+s— i) 


da^tOeUi  in  $a»en  Bitiehunffin  tum  Krtit.  SS 

«id  86tBt  in  denselben  ^    ^  '  .      « 

\ar=:90«-i^,.  ^ssOTPr-yS.    jsffl^P^iC;  ..  ,.   •  - .! 
ferner  dann  auch: 

(101) 

XSiD{45«— J(ii+C-Ä)[SiD|45«— i(J+B— Ol, 

80  erhalt  inah: 

(0 
1— S»to*U— Sfai'i^— Sin«iC-f2SiDiilSini^SiD4C 

XSin{45«-i(i4  +  C— Ä)}SlnU5»— J(^  +  Ä— C^f' 

_      iP* 

—  ■■tgl45«~lM  +  Ä+C)r 

1— Sl**iii— Sin«iB— Sln«i(7-2Stn«4SinißSlniC 

=     4Sin{460— iM+'B+  C>}Go8t46<>— i(£-f!  C*^^)| 
xCos{4S»— i(  J +'C—Ä)}Cos  145»— l(ii  +  ß— C)J 

=ctgi45«-j;(^ii-i?+fc)j' 

1  +  Stii»i^— Sin«iÄ— Sin«' C+2SinJ4Co8  J  JpCosiC 

=     4Sin{45«>— J(Ä+C--<l))Cos{46«>— J(J+Ä+  C)} 
XCo8j45«  -  J(/4  +  C— fi)J  Co8 1450-- i(il  +  Ä— C)  J 

4G'«  

-ctg|45o-J(i?+C-^))' 

l+Sia*iiJ-*Sin«i«<-Sin«iC--2-SinMCö8*fieo8iC 

=     4Co8|460— J(Ä+C— i<)}Sin|450-i(.|-|./?+  C)* 

xSlnl460— i(il  +  C— iB)  I  Sin  1 48o-J(^  +  B-O) 

iP*  .  •»•■■• 

8* 
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und  weDn  man  diese  Werthe  in  die  obigen  vier  Gleichnngen  sub- 
stituirt,  alsdann  durch  2  dividirt  und  die  Quadrat»' urzel  auszieht, 
so  verivandela  sich  dieselben  in  Tolgende: 


1 

sub- 
iehl. 


Co.l(a+4  +  c)    V-SinUSblBSlnJCTgi«.- 

;(J+B+C)i 

S,„.(u  +  S+c)      ^_si„.jsi„!ßSin!fc,gl45"^ 

i(J+«+C)l 

C.s,(Hc-  .)      ^rsi„WCo,;flCo.!Cc.gl4ä"- 

i(ß+C-^)l' 

«:„ .  /A  j_ ^ 

: 

"  V^Sin i ^ Cos  1  ßCoB i  flgi-lS»— J{fi+t.'— ^Jl 

worin  die  Radicalgrüssen  f  und  G'  mit  positiven  Vorzeichen  zu 
nehmen  sind.  Hieraus  ergeben  sich  nun  folgende  zwei  Systeme 
von  Gleichungen;  ^^ 


(102) 


CoBl(a+b+e)  = 


\^-Sini,4SinlßSinJClg|45«-i(/J+ß+C)| 

g; 

VSini^CosijBCo8it'clgl45"~J{B+6— iijl ' 

g; 

\^SinTjBCo8i^CosiCctg|45"-J(4+(;— ß)j ' 

VSiniCCosUCoB;ßctg|45''— i(J+tf— CJI 
(103) 


CoBi<Ä+c-n)  = 


Co8lC«  +  c-ft)  = 


SinJ{«+6+c)  = 
Sini(ö+c-a)  = 
Sinl{a  +  c-6)  = 
Sini(a+fi— c)  = 


^^-Sinä^SiniÄSinlCctgllSn-KJ+Ä-fOl' 

/^ 

V'^nUCoB  i ß Cos  i Clg 1 45"  —  i(fi+  6— J>  | ' 

Jp 

VSiniBCosiJCosiCtgi45'>— IC^  +  C— ^' 

F^ ^ 

VSml'CCosiJCo8iBtgl45'>—J(4+Ä— Ol' 


darifeiieitt  in  ietnen  Be%iehungen  %'um  ItrHs.  St 

und  durch  Division,  wenn  man 

(WM) 

i'«  i=.  _tg(45«^  J(^+B  +  C)Jtg{480_  i(fi+ c-il)r 

Xtgt45o-i(i4+C-i?)|tg|45«-i(J+ir-C)} 
•etzt: 

tgi(6+c-rt)=  tgUs"-  (2^-f^-j))'  .■;,■;; 

(105)        <  8t  A      T      ,.         J,         , 

tgU«  +  c-6)=     tg(450--(^  +  C-Ä)r       • 

tg{(a  +  6-c)=     tg{45<»~l(^+Ä-<'0r'' 

in  welchen  letzten  Gleichungen  die  symntetrische  RadicalgrSssa 
L'  ebenfalls  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist.  Werden 
dieselben  mit  einander  multiplicirt  und  setzt  man  dabei: 

(106) 

Li*  =  tgl(o +*  +  c)tgl(6 +c-a)  tgl(ö  +  e-b)tgl{o  +6— c) 
80  folgt; 

(107)  Li  =  -tg{450->(^+B+C)|,        . 

und  durch  Verbindung  dieser  mit  der  ersten  in  (105): 


(108)  _        i'  := 


tgU«  +  6  +  <?)' 


Die  erste  dieser  beiden  Oleichungen  gibt  die  symmetrische  und 
stets  als  positiv  zu  nehmende  Radicalgrusse  Li,  ausgedrückt 
durch  die  drei  Vl^||^el»  die  zweite  gibt  die  symmetrische  und  stets 
als  positiv  zu  nehmende  Radicalgrosse  L',  ausgedHickt  durch  die 
drei  Seiten.  Wenn  man  bedenkt ,  dass  — tgt45® — J(y4+jß+C)) 
=  tg{£ist,  ersieht  nian,  dass  die  Gleichung  (107)  von  der  Formel 
Lhuilier's  zur  Berechnung , des  spärischen  Excesses  nicht  ver? 

schieden  ist,  denn  sie  geht  alsdann  über  in: 

» 

(109) 
tgU=VtgK«+«+c)tgl(Ä+c-a)tgl(a  +  c-6)tg4(a+ft-<!). 


•\» 


Die 


.V4T 


«i«^u 


ist»  aa  ariMhia  äkk  d 


%o^4S^-4(ii-l-tf+^i 


^--■»tj- ^^        *      rr---  t^<>. 


ITÜii^SiSSnSii^ 


5ia55SiI5St5 ' 

l  f  Co»«ia— Co»»i»— Coa»Sc— 2C<»4««PtftaMi  ie 


fitniMift  (•>»  iMlMk  OMn  m^m-lm,  y=^H,  ts^ie, 

(IMÖ 

iMk«kk«r  dMcn  Tier  ZMtr  4n  Rrik»  Badi  is 
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4C?|». 

ctg  J(«  +  6  +  P)  ctg  1(6  +  c—o) ' 

tb}(o  +  *  +  c)tgi(6  +  c-a)' 

denkt  man  sich  diese  s^ier  Weithe  in  die  -obigen  vier  Gleichungen 
substituirt,  alsdann  durch  2  dividirt  und  allenthalben  die  Quadrat- 
wurzel ausgezogen,  so  folgt: 

Cos|460-i(^+Ä+OI  =  -7===^===^, 

V  cos  \a  cos  \b  cos  \e 

Si»{45*-l(/+Ä+Ol = -7==^^=== . 

V  cos  iu  cos  ^6  cos  aC, 

Coel45<>-J(Ä+C-J)|=: ^* 


VcosiiisiDi6siDi€ctgi(a-|-6-H)ctg4(^c*a)' 
SiD|460-i(B+C- J)  1  =  Tr —  ^*  .i     .,      ? 

in  welchen  vier  Gleichungeo,.  so  wie  in  den  folgenden,  die  sym- 
metrischen Kadicalgrössen  F^^  Gi  mit  positivem  Vorseichen  sn 
nehmen  sind.  Aus  diesen  ergeben  sich  sofort  folgende  swei 
Systeme : 

(111) 


CoB\A&'*—l{A-\^B^O\ 


% 


VCos<«Cosi6Cosie' 

Co8l45»— J(Ä+C-J)h 

VCos  iaCo8i6Co8>cctgl(a-f6  4-  e)ctg4(6  -f  c— a) ' 
Cos|45«--l(J  +  C— iJT) 


r  I        II I 


-      -'^'— t— '-^■J-' 


VCosi6Slnia8inicetgK«-f'6  +  c)c^4(a4-«-'()' 
Cos{4S»— 1(^+JB— C) 

•    VCos'jcSiniaSini6ctgUa-|-6-|-c)ctg;(a4-6  -c)' 


i\ 
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nnd 

im 

.     Sin  1450-1(^-1.^+0) 


V^Cos  Ja  Cos  ^6  Cos  Ic 


i' 


Sin{4S«— J(Ä  +  C— v^)) 

V^CosJaSini6Sin4ctgi(a  +  6  +c)tgU*  +  c  -  <»)' 

Sint450— 1(^  +  C— B)} 

_  F. 

VCos  16  Siü  •  a  Sil)  >  c  tg  i(a  +  6  +  c)  tg  i  (a  +  «•—  6) ' 

SIn{45»— J(^  +  Ä-C) 

F, 

VtoBlc  Sin  ia  Sin  i*  tg  l(a  +  6  +  c)  tg  i  («  +  *—«) ' 

un^  durch  DiTision,  wenn  man  bedenkt»  dass 


'  •  . . ' 


L  ^^ 


^      *  1 


ist: 

l  (113) 
tgt45o_>(J+Ä+C))  =  -t,, 

tgi450-i(ß  +  C_^),=      tg;(a  +  6  +  ^l(6^c^.r     • 

tg{450-J(^  +  C-B)l=.     ,g.(,^,^.,f4,(,^,_-3)> 

tg{450— i(2<fÄ-r 0}=      X   1/    ,  A  .    f?  w     .  A N- 

®*  4v     T      ^    /i  tgi(a  +  6  +  c)tgl(a  +  6— c) 

Wir  haben  die  Gleichungen  (111)  und  (112)  aus  jenen  (99) 
direkt  abgeleitet;  sie  kunnert  fedoch  auch  aus  den  di^ichungen 
(102)  und  (1U3)  -durch  den  Uebergang  auf  das  Polardreieck  ge- 
folgert werden ;  auf  dieselbe  Art  geht  das  System  (113)  aas  jenem 
(105)  hervor.    Das  System  (113)  folgt  überdiess  aus  jenem  (105) 
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Doch  eiofiMiiir^da^tttdi,  Mm  mao  in  :Lelbsteceiii  statt!/  seinen 
Werth  aas  (1Q8).  snlMtitüirt  und  die  Winkelfunctionen  alsdann 
daraus  bestimmt. 

Wer      ■'•'-' 

Cos  ie  =  eos{460— iU  +  Ä^-  C)| 
ond 

SinJe'=±-SiDl450— i(4  +  B  +  0},  ■ 

80  geben  die  ersten  der  Gleichungen  (11 1)»  (112)  auch: 
tos^«— Y         \  ;      Cos;aCosi6Gosic  * 


:  i  •.  ;  j  .  =  •    .         '»:.•»'! 


.     iV  t 


,        4  /  «in  \{flH*c)S\ti  {{b-jc—a)  Sin  i(a-fc--^)8in  ^(a 
Sin  4«  —  \  Cos  1«  Cos  16  Cos  Ic 


+6-cr) 


Die  zweite  dieser  Gleichungen  folgt  atich  unmittelbar  ans  der 
ersten  und^  umgi^kehrt^  durch  Anwendung  der  aligenieinen  gofitdi^ 
metrisehen  Formel: 

(i)  Cos  or  Cos  ^  Cos  z 

=     SUii(^+y+'r)Si«i(y+r— ar)Sin  J(ar+r— y)Siwi(«^4-y-:2) 
+  Cos  i(^+y +*)  Cos  i(y +« — x)  Cos  l{x-{-%^y)  Cos  i(a:  +y— i) , 

welche  m^n  durch  Addition  der  ersten  und  zweiten  der, Gleichun- 
gen (e)  erhält.  Indem  man  x^^la^  y^lb^  2=:lc  setzt,  geht 
dieselbe  Ober  in 


i^os  JflCosÜCosif  =  fl«+  bi«» 

oder 

jT»  a  •••">  r    -••■■• "      (T  ^ 
*  '^  Co8iaCo8i6Co8U  +Co8'oCosi6Cos'c  "  *"'»*  +  *^'"'»* 


•i»i 


Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  die  Gleichungen 
and  (113)  wegen  ihrer  Einfachheit- und  logarMhniischen' Form  auch 
verwendet  Mrerden  können  zur  Berechnung  der  drei  Seitenbaus 
den  drei  Winkeln,  oder  umgekehrt  der  drei  Winkel  auif  den  drei 
Seiten.    Hat  man  einmal  ans  der  Tafel  die  vier  liogatithmen 
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lgtg|450- 1(21  +  C-ii) J,  IgigK«  +  «-•).      "  ,  ■ 

lgtg|450-J(4+C-fi)},  lgtg}(a+c-6>, 

|gtg{460-i(^+^~C))  lgtgJ(a  +  6-<f) 

entBoaimeD,  so  findet  iud  mit  Leichtigkeit:  , 

«  +  6+.c=»,  .  oder    il  +  Ä+C=»,, 

a+c— 6  =  f»,  il  +  C— -ß=fi|, 

a  +  6— c  =  y  •  il  +  Ä— C=v, ; 

fTorans  Mgt: 

V 

a  =  1(^+  v)*     oder     J  =  l(f»i  +  Vj), 

uad  mao  lial  4aRn  för  die  Rechnuiig  sogleich  eine  CoiitceUe,.«lp)> 
den  «sX-f  |»-f  j'  oder  iH^i|,^fh+n  ^^  inpc».,    .        .  -4  >. 

$.44. 

MiiltipUciTt  m^u  die  zweite  der  GleidHitigeii  ^)  inü  Cochia» 
so  bat  man 

Co8>aSinKB-|-<^-^) 

l  +  Co8«ia— Co««i6— Co8«ic      Sin«>.6  +  Siii*'<j— JSTin«*« 
""  2Siii^6SiD;c  2SinJ6SiDic      ,    ] 

bezeicbnet  man  mit  A>  B«  C  die  drei  Winkel  des  Sebnendreiecks» 
weiches  dem  sphärischen  Ureteck  ABV  ents)>richt,  so  ist  be« 
kaontlich  ,..<. 

,       Sin»i6  4^  Sin'jc— Sinnig 
LosA^  28ini68inic         '  '■  ' 

mithin  auch: 

.  •        .  .  •    ..  .''.-.■. 

)Co»AstC*BiaSiitl(B+C—A)  und  tlmtif  !.  . 

OosC::3tCos4l>  Sin  i(^  ^  JS^i;^; 


■I.  .    1'  /■ 
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ersetzt  maa  hierin  Cos  Ja,  CosJ^,  Cos^c  dorcbMhre  die  Winliel 
A,  B ,  C  enthaltenden  bekannten  Werthe  und  föbrt  zugleich  zur 
V^einfadiiibg  durch  die  Relation  Sz=z\{A'{- B-^-C)  die  HUfo^ 
grosse  5  ein ,  So  iMrhäll  maH : 

will  man  statt  8  lieber  den  sphärtsehen  Excess  «  einflhren»  bo 
bt  bekanntlich: 

nritfahi: 

CosA:^Co8iaCo8(ii — Je), 
117)  i  CosBt=Cosi*Cos(Ä— 4«), 

Co6  C  =  Cos  \c  Cos  (C—  i«) 
oder 


Co.A  =  Co,(J-Jt)V  .Siai?SinC 


Diese  Formeln  dienen  zur  Berechnung  der  Winkel  des  Seh- 
nendreieckes  aus  den  Winkeln  des  sphärischen  Preieckes,  Henr, 
Orunert  bat  in  seiner  Abhandlung:  ,^Das  sphärische  Drei- 
eck mit  seinem  Sehnendr^ieck  verglichen,  mit  be- 
sonderer Rüicksichl  auf  Üeodäele.'«  (S.  Ar^fait  Theil 
XXV.  p.  197.)  ebenfalld  ¥*ormeln  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  auf- 
gestellt nnd  zwar  folgende; 
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i-.  •   (k) 


^     ^       SiDÄCos(S  — B)  +  SinCCos(S.-^C)T-Sini<  Cos(5— 4)/ 

2V^Sin  Ä  Sin  CCos  (S  ^  Ä)  Cos  (Ä— C) 

^     „       SinilCo8(S-2<)  +  SinCCos(S— C)— SinBCog(Ä-r-Ä) 

Cos  lj  =:  '. .  ,  '  ^         •  9 

2  V  Sin  A  Sin  C  Cos  (Ä  —  il)  Cob  (Ä  -  C) 

•  ".i       . 

^     ^       Sin2<Cos(Ä-.^)  +  SinÄCo8(S-Ä)  — SinCCos(S— C). 

Lose  =  — -• > .      ■  ,  „',  ■  -^  -:  — — f 

2  V  Sin  A  Sin  ß  (^os  {S—  A)  Cos  (5^^)         i! 

und  es  fallt,  nicht  nicht  schwer^  durch  eine  einfache  Transfonna- 
tion  diese-Forineln  auf  die  unserigen  ^u*  redubiren,  ^as  'bei  dieser 
Gelegenheit  im  Folgenden  geschehen  soll.    Es  ist 

A=z(S^B)+{S^O; 
also 

SinC=Sin(Ä— J)Cos(iS— Ä)  +  Cos(5-^)Sin(S-.Ä), 
SinÄ=Sin(Ä— 24)Cos(Ä-C)  +  Cos(Ä— 2<)Sio(Ä— G)i;:  :- 


multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  Cos  (5 — C),  die  zweite 
mit  Cos(iS — B),  addirt  dann  beide  und  zieht 'von  der  Summe 
beiderseits  Sin^Cos(5— 4)  ab»  ^o  hat  man: 

SinÄCos(Ä— ^)  +  SinCC6s(S-C)--SinJCos(S— il) 

==2Sin(Ä— i4)Cos(Ä-Ä)Cos(iS-C) 

+  Cos(S— /4>lSin(S— Ä)Cos(S— C)+Cos(S-iJ)Sin(Ä— O-SinJ}; 

weil  aber 

Sin 2*  ==  Sin(Ä— Ä)Co«(Sr-t  C)+  Cos{Ä^B)SiD(S-  C) 

ist,  so  ist  das  letzte  Glied  der  Null  gleich,  mithin 

Sin  ^ Cos (S—  ß)  +  Sin  CCos (S -  C)  -r  Sin^i Cos(S--2<) 

=  2Sin  (S—A)Cos  (S—B)  Cos(S— C); 

e«tzt  liian  diesen  Wertb  in  die  erste  der  bbigeh  GleichungeA.  (k) 
uitd  k^rzt  80  Tiel.ails  möglich  ab,  «o  wird: 


Oo«A  =  S.n(S-^)Y Sin^SinC      -■ 

und  diess  ist  die  erste  der  Gleichungen  '{116). 


•  > 

i    r 
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.  i    •.  ■;...■.!•;'•••■•  .  '   ■        ■.  .       ■        ■  t 

:   :       ■:.:;:•      .-.■  /  .'-'.•        •  •        -  ■  .    ■  ■ 

.Beseicliii,et  0(Taf..L,Fig«  1.)  denjilittelpankt  des  dem  Dreied^ 
ilAC  umscbriebenen  Kreises  und;  wir  sieben  die  späriscjieii  Ra* 
diee  OA^  ,OJS.,  'OC»  sq:  eatsteheo  um  deo  Punkt  O  drei  ,an  eiiH 
apdet  iieg.epd^;.aqsammen  360^  ausmachende  Winkel  BOC,  AOC, 
AO69  diese  sohlen  jetxt  b«;ftinimt  werden.  |)ie  Winkel,. H-eJcfaip. 
die  sphärischen  Radien  mit  drei  Seiten  einschliessen,  sind  paar- 
vrelse  einander  gleich  und  zwar  ist«  wenn  O  innerhalb  des  Dreiecks 
Wegf:  ;     . 

und  wenn  O  ausserhalb  des  Dreiecks  nnd  dem  Winkel  A  gegjeo- , 
fiber  liegt:  ' 

•  ■-.-,•,■'       .  .     '  ■         .        .. .   .    ■  ■  .     -■ 

80  dass  afso  — .tfi  ah  die  iStelle  von  tci   tritt.     Zieht  man   das 

sphärisiche  Perpendikel  OD,  so  ist  in  beiden  Fällen 

ConBOBrstCoBBD.Smui^CoslmSmui,  =    . 

1  ..  ...  ■  '  ; 

oder  weil  oflEenbar  j^^B  Ob  =  l^B  Od 

CesiBOaszCosiaSioui,  nnd  ebenso:     ' 

Cos  iil  O  C  =  Cos  16  Sin  ©1 , 

Cos  si4  OB  =  Cos  IcSin  tT] ; 

setzt  man   hierin  für   Ui,  Vi,  toi   ihre  obigen  Werthe,  so,  erhält 
man;  wenn  O  innerhalb . des  Dreiecks  liegt; 

!Zw\BOC—  Cos  \a  Sin  i  (Ä  +  C-^  ^>,  *  i  \ ' 

CosUOC==C<i8i*iSini(^  +  C— ^^  '  *;    '  ' 

,-.             .      -  .        •        ■      .           .            ■     •  .  .  ■   .'. 
^eo8iJÖB=r'CosibiSinJM  +  ß^C);  '^ 

vergleicht  man  die  aiweitenr  Theile  dieser  Gleicftr^lrgeD '  mit  jeneik 
io  (115),  so^folgt:  *  '  *     .  -   .  ; 

Co»iJ?Oes±  Gos  A ,  «OS  IA0C=  CosBi  Cos ÜOft,=  CosC ; 
IBOC^A,        :       Ji<OCf=sB,  |i«Oi?=C;     * 

(190)ZÄOC=2A,  j^^OCrs2B,  i^iffÖi5=r2C. 
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Tafb  I.  Fig.  I.  und  2.  sich  stets  auf  ein  ond  dasselbe  *^ primitive 
spbMrische  Dreieck  ABC  bezieben.  ABC  ist  das  Sebneodreleck 
desselben  und  K'WC  das  Sehnendreleck  seines  Polardreiecks. 

Denken  wir  uns  zum  spbäriscben  Dreieck  ABC  und  seinem 
Polardreieck  A'B'C  die  entsprechenden  kurperlichen  Ecken» 
welche  ihre  Sclieitel  im  Kugelmittelpunkt  haben,  und  ziehen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  0|  des  dem  spärischen  Dreieck  eioge- 
schriebenen  Kreises  einen  Kugelradius.  Da  die  Kanten  der  Po- 
larecke auf  den  Seiten  der  Hauptecke  senkrecht  stehen  und  da 
der  genannte  Kugelradius  mit  den  Seiten  der  Haupfecke  gleiche 
Winkel  einschliefst,  welche  durch  den  sphärischen  Radius  ^  ige* 
messen  werden ,  so  sind  auch  die  Winkel,  welche  dieser  Kugel- 
radius mit  den  Kanten  der  Polarecke  einschliesst»  einander  gleich 
und  zwar  offenbar  gleich  90"  -|-  Q*  Verlängern  wir  den  durch  0| 
gehenden  Kugelradius  bis  er  die  Kugelfläche  zum  zweiten  Male 
schneidet»  so  schliesst  diese  Verlängerung  mit  den  Kanten  der 
Polarecke  ebenfalls  gleiche  Winkel  ein,  welche  durch  den  Bogen 
QQo — Q  gemessen  werden.  Da  nun  nach  §.  '21  die  Sumjme  der 
Radien  des  einem  sphärischen  '  Dreieck  eingeschrie- 
benen und  des  seinem  Polardreieck  umschriebenen 
Kreises  gleich  90^  oder  gleich  einem  Hauptquadranten, 
also  90^ — p  =  r'  ist,  so  ist  dieser  zweite  Durchschnitt  offenbar 
der  Mittelpunkt  des  dem  Polardreieck  umschriebenen  Kreises,  und 
wir  sehen  daraus,  dass  der  Mittelpunkt  des  einem  sphft- 
rlschen  Dreieck  eingescriebenen  und  des  seinem  Po- 
lardreieck  umschriebenen  Kreises  um  180^  oder  um  ei- 
neu  halben  Hauptkreis  von  einander  entfernt  sind. 

Da  ferner  der  durch  den  Mittelpunkt  eines  auf  der  Kugel  He« 
g^nden  Kreises  zum  Kugelmittelpunkt  gezogene  Radius  auf  der 
Ebene  dieses  Kreises  immer  senkrecht  steht,  so  ist  die  Ebene' 
des  einem  sphärischen  Dreieck  eingeschriebenen  Krei- 
se« stets  parallel  mit  der  Ebene  des  dem  PolardrelÄck 
uuischrie  benen  Kreises  und  ihr  sphärischer  Abstand 
ist  eonstant  and  gleich  einem  Uauptquadranten  *)• 


•)  Ich  tage  ausdrücklich  ihr  sphärischer,  also  auf  der  Rogel 
gemettener  Abstand  ist  conttant,  denn  ihr -yertikaler  Abstand  ist  gleich 
Sinp-|-Cos^,  folglich  mit  dem  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  Ter- 
änderlich. 
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9.  4& 

Dft  die  Kanten  der  Polarecke  auf  den  Seiten  der  Hanptecke 
Mskreeht  eteben,  «o  stehen  auch  alle  Ebenen  auf  denselben  der 
Reihe  nach  aenkreebt,  welche  durch  diese  Kanten  geben ;  mitbin 
•tebeo  die  durch  die  Kanten  der  Polarecke  und  durch  den  zum 
Pnnkte  Oi  gezogenen  Kugelradins  gelegten  Ebenen  der  Reihe 
Bieh  anf  den  Selten  der  Hanptecke  seokrecht,  und  diese  sind 
•fenbar  diejenigen  Ebenen,  in  vrelchen  die  sphSrischen  Haupt- 
bsgen  OiDip  0|£|,  OiF^  liegen;  man  kann  daher  mit  Rfick- 
sidbt  aof  neben  oben  Gesagtes  den  Satz  aufstellen:  Die  vom 
MIttelponkte  0|  des  einem  sphärischen  Dreieck  ABC 
•ingesehriebenen  Kreises  auf  die  Seiten  desselben  ge- 
nilten  Perpendikel  0,/>i,  OiEg,  OiF,  geben  gehSrig 
▼erliagert  dnrcb  die  Ecken  A\  B' ,  C  des  Polardrei- 
eekee  nnd  haben  den  Mittelpunkt  des  dem  Polardrei- 
eck noisebriebenen  Kreises  zum  gemeinschaftlichen 
Dnrcbeebnitt 

9.  49. 

Der  dem  sphärischen  Dreiecke  umsclnriebene  Kreis  liegt  In 
der  Ebene  seines  Sehnendreieckes  und  ist  auch  der  umschrie- 
bene Kreis  des  letztem.    Verbindet  man  den  Punkt  O  (Taf.L  Fig.  I.) 
mit  den  Kugelmittelpnnkt,   so  steht  diese  Linie  auf  der  Ebene 
des   Kreises  senkrecht,    und  der   Punkt,   in  welchem  sie  diese 
Ebene  schneidet,   ist  der  Mittelpunkt  O  dieses  Kreises  in  dieser 
Eibene.    Zieht  man  nun  die  Radien  OA,  OB,  OC,    so  entstehen 
m  den  Punkt  O  drei  an  einander  liegende  Winkel  BOG,  AOC, 
AOB,  deren  Summe  300^  ausmacht,  und  man  liberzeugt  sich  leicht 
ans  der  Betrachtung  der  Figur,   dass  immer,   O  mag  innerhalb 
oderaosserbalb  des  Dreieckes  liegen,  ^B0C  =  2A,  ^A0Cr=2B, 
^AOBssSC  ist*    Legt  man  durch  den  Punkt  O  eine  die  Kugel 
tangirende  Ebene,  so  ist  diese  offenbar  mit  der  Ebene  des  Drei- 
edsee  ABC  parallel.    Zieht  man  an  die  sphärischen  Radien  OJ, 
OB,  OC  Tangenten,   so  liegen  diese  Tangenten  in  der  genann- 
ten Berfibmi/gsebene ,   und  die  zwischen  ihnen  liegenden  Winkel 
•ind  den   sphärischen  Winkeln   BOC,  AOC,  AOB  Aex  Reihe 
nndk  gleich.    Da  nun  diese  Tangenten  mit  den  Radien  OA,  OI{, 
OC  der  Reihe  nach  parallel  sind,  90  ist 

ZBOC=^BOC,    ^i<OC  =  ^AOC,    ^JOB=jiAOB; 

wmm  ancb: 

(laO)    ^B0C—2k,    j^AOC^m,    ^A0B=:2C; 
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wobei  fDr  jCBOC,  ^AOC,  AAOB  immer  die  an  einander 
liegenden,  zusammen  360^  aasmachendeo  Winkel  zu  nehmen  sind, 
wodoreh  aläo  der  oben  aofgefabrte  erste  Lebrsitz  aocb  ayn- 
tbetiflch  bewiesen  ist. 


Legen  wir  durch  den  Punkt  O^  (Taf.  1.  Fig.  2  ),  den  Mittel- 
punkt des  dem  Uauptdreiecke  ABC  eingeschriebenen  Kreisefl» 
eine  die  Kugel  berührende  Ebene ^  so  ist  diese  sowohl  mit  der 
Ebene  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen,  als  des  seineiii  Poltf- 
dreiecke  umschriebenen  Kreises  parallel.  Zieht  man  durch  den 
Punkt  0|  an  die  sphärischen  Bogen  OjiDi,  OxE^,  OxFx  Twir 
genteuj  so  liegen  diese  in  der  genannten  Berühr ungsebeoe,.  und 
die  von  ihnen  eingeschlosHeuen  an  einander  liegenden  Winkel  sind 
der  Reihe  nach  den  an  einander  liegenden  sphfiriscben  Winkeln 
JBiOjFi,  F|OiZ>|,  D^OtEg  gleich.  Ist  O,  der  Punkte  Ift  wel- 
chem der  zum  Punkte  0|  gezogene  Kugelradius  gehSrig  TertSn- 
gert  die  Ebene  des  dem  Polardreieck  von  ABC  entsprechenden 
Sehnendreieckes  A'B'C  Hchneidet,  no  int  Oi  der  Mittelpunkt  des 
dem  Dreiecke  A'B'C  umschriebenen  Kreises.  Zieht  man. nun  die 
Radien  0|AS  0|BS  OiC,  so  sind  die  von  denselben,  gebildeten 
an  einander  liegenden ,  zuHamroen  3(30^  aunniachenden  Winkel 
C'O^B';  A'OiC,  A'0|B'  offenbar  der  Reihe  nach  gleich  ^l', 
2B' ,  20',  wie  aus  dem  Anblick  der  Figur  unmittelbar  hervorgeht 
Da  nun  nach  {.48.  die  sphärischen  Bogen  OiDi,  0|£|»  Ojfg 
verlängert  durch  die  Ecken  A',  W ,  C  gehen,  so  sind  die  an  die 
oben  genannten  sphärischen  Bogen  gezogenen  Tangenten  mit  den 
Radien  üiA',  0|B%  0|C'  der  Reibe  nach  parallel,  .mithin  luidi 

(123)  ^£;tO|F|=2A',    ^F40iZ>i=2B',   j^D^O^Et=2C\ 

womit  der  obige  zweite  Lehrsatz  ebenfalls  synthetisch  beirie- 
sen  ist 


§.  61. 

Fällt  man  vom  Mittelpunkte  O  (Taf.  I.  Fig.  1.)  des  dem  sphl- 
riechen  Dreiecke  ABC  uniscl|,riebenen  Kreises  auf  die  drei  Seiten 
Per|ienüikel  und  bezeichnet  dieffclhen  der  Reihe  nach  mit  PifP^,  p^f 
so  ist,  wie  ans  der  Betrachtung  der  Figur  unmittelbar  hervor- 
geht,   wenn  O  innerhalb  des  Dreieckes  ABC  liegt: 

tir/>,  =s  Sin  \aigUi,    tg/i^  =  Sin  i6  ^  ri ,    tgp,  ä  Sin  Je  tg^ 


«Mi  «rem  O  aa^ceriialb  de«  Dreieck««  liegt  ofid  delii  Winket  i4 
gegenüber,  in  welchem  Falle  — «i  an  die  Stelle  Ton  V|  tritt; 

—  *«l'i  =  Sln;atgiCi,    tg;?,  =  Sini6tg9i,    tg|7,=:Sin4ctgtOi. 

Fo^ich,  wenn  man  ßir  «i,  Vi,  lOi  die  Werthe  aus  (MQ  (.31.  setzt: 

I±  tgl^i  =  Sin  Jß  tg  i(Ä  f  C- J), 
tgft  =  Sin;6tg4M  +  C-Ä), 
tgft  =  Sinictg4(i<  +  Ä-C); 

wekel  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  uroschrie- 
benett  Kreises  innerhalb  des  Dreieckes  liegt,  das  untere,  wenn 
tr  ausserhalb  liegt  und  dem  Winkel  A  gegenOber. 

Ersetst  man  In  diesen  Gleichungen  die  drei  Winkelansdrflcke 
tgi(ir-f-C— ^),  tgi(^+C-^,  tgi(i<  +  Ä— C)  durch  ihre  in 
(.41«  nnter  (100)  aufgestellten  Werthe,  so  erhftit  man  zur  Be- 
stimninng  der  Perpendikel  pi,  p^,  p^  durch  die  drei  Seiten  fol- 
gende Formeln: 

±tgpi  = -yy— (I  +Cos«;a-Cos«i6^Cos«ic) 
= -TO- (1  +  Cos  a — Cos6 — Cosc), 

tg;i^= -^i*(i  _  Cos*la + Cos«;6  -  Cosne) 
(HS):    (  ' 

=  -o«-(l— Cosa+Cosfi— Cosc), 

tgpj  =  ^5^  (I  -Cos«;a- Cos«lÄ+ Cos^c) 

^S!j«?(|-Cosa-Co»6  f  Coss)r 

und  wenn  man  dieselben  drei  Gleichungen  (124)  zum  Quadrat  erhebt, 
alsdann  Sitflla,  Sin*i6,  8in*ic  durch  seine  bekannten,    die  drei 

Wfaikel  4,  B.,  f:  enthaltenden  Werthe  ersetst  s 

•  ■  •        I 

**T^  "  7  "T>.4(iK  +  C-  A)  Sin  /?  Sb  C    ' 

«-^  K  •_          CoBl(A-^B+OSm*iiA+C-B) 
(IM)  <tgV*= Conl(A  +  d-hs\nA^\nC     ' 


^  Co«  l(A  +  B+  C)8\n*i(A+B-C) . 


c 
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welch«  drc^  Crteicbongen  dto  Peqiendikd  PirPUfth  4arcli  >4ie 
prei  YfljaiM  beidtiniiiieo. 


6.  62. 

Erhebt  nian  die  erste  der  Gleichungen  (124)  zum  Quadrat  und 
ersetzt  alsdann  Sin*ia  durch  seinen  tVerth  aus  (20)  {.  13.  und 
tg*i(B-f  C— ^)  durch  seinen  Werth  aus  (92)  {.  38.,  so  zeigt  «ich: 

*«'^- = ^  tgVt^.rA''.it?t,  (ctg^  -^  <^8^ + c«g<,  -ctg,) 


*«*tg^i  tge»tg^8  *  (ctg^  +  ctgpa  +  ctg^a  -  ctg^)« 


oder 


\  tp  — lftg^^^^ggg+^gg8-tgp^)«ctgg^fctgpa+c^^fa-ctg^ 
^         *  *g^*g^i+^g^itg^8  'ctg^+ctgpa+ctg^-ctg^ ' 

ebenso 

^*^^  Itff«»  -i Ogg  ^-^gPi  +^gg8-tgP|^)*  ctg^i  +ctgtya-|.ctgp>--ctg^ 
r^*"'     tg  p  lg  ^  +  tg  ^1  tg  ^8   'ctg^+ctg^i  +ctg^-ctg^a' 

^^        iftgg+tgPi  +tgga-tgea)*  ctg  (»I  +ctgpa+ctgfa-ctg  ^ 
^  "    *  tg  ^  tg  ^8  +  tg  (?i  tg  e»  'ctg  ^+ctg  ^1  +ctgpa-ctg  ^  * 

Nach  (.  36.  ist       . 

*»^=ii;'   *»^»=5^'    *gp2=^*   *»^»=l7^ 

folglich 
ferner  ist 

Geht  man  auf  die  Bedeutung  der  mit  Üt « l$i ,  tf i ,  D|  bezeichne- 
ten Grössen  zurOck  und  setzt  fOr  einen  Augenblick 

*g>^  +  *«»•»  +  tg»-«  +  tgr,  =  2f , 
so  ist 

Jj=2(«-tgr),    »,  ==2(i-tgrj),    «,  s=2(«-^tgr,),    «>,=2(#-tgr,); 
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Mglicfc: 

ili»i'=4tj«— (tgr  +  tgr,)«  +  Htr  tgr,  J, 
«,D,  =4tj*-(tgr,+tgr,)« +tgrj|tgr,U 

■ 

waA  weDD  maD  diese  zwei  Gleicboogeo  addirt  and  dabei  bedeokt, 
daM  2i*-(tgr  +  tgri  +  tgr,  +  tgr,)f  =  0  iat, 

(■)  A»i  +  «iJ>i  ^'«(tgi'tgr,  +  tgr, tgr,). 

Setzt  nan  die  Wertbe  aus  (I)  ood  (m)  in  die  erste  der  Gleidbaa» 
gen  (127),  so  erbält  man  unter  gleichzeitiger  Benotznng  derGlei- 
dlangen  (54)  $.  2i^  nacb  leiobter  Redoctiea : 

/^      1   .  JL_J_Y 

'  tg^=Aii.»i«.i^i^^4^^^^ 

*8/a     it»   1    I   1    i|gy^     tgrtgri+tgr^tgr, 

ebenso 

tgV.=  r,<i».«.I>x  ^     tgrtgr.  +  tgr,fgr7- ' 


tg»/,.=i'«i»i»i<il>i  ''^ 


tg»*»     «g*'*g»'»  +  tg»-i*g'» 

Das  System  (127)  gibt  die  drei  Perpendikel  pi^  p^,  p^,  ftosge» 
driekt  dorcb  die  Radien^,  ^i,  ^,  ^,  der  dem  Uanptdrsieck  ao4 
•Meo  drei  Nebendreiecken  eingescbriebenen»  das  System  (128) 
dorch  die  Radien  r,  Vi,  r%,  r,  der  denselben  vier  Dreiecken  am* 
sckriebepii  Kreise. 


Nach  den  Gleicbupgen  (46)  und  (47)  des  ^.20.  ist: 

'2SiBiaCosi6Gosie      CobUB+C-^A) 
^^'= Wi =  B' 

Mgiieb: 

Sintg Hl  CoBJa 

Cos  i(Ä  fC-A)'^  'IH' '  Cos  la  Cosib  Cosic ' 

oder  weil  nach  (34)  (.  IS.  und  (44)  §.  )9.: 

ff 

(n)  ^  =  2  tgr ;  Cos  la  Cos  IbCw  iO 


{ 
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ist,  ■  '*    '.«:••.- 

mithin,  weil  nach  (124): 

.1.-'    ..  '.'♦'«        •••'.;        •■,••■  ^  I  .  -•-  :.!.'•.•/      lt..    { 

±  igp^  =  tgr:  Cos  Jfl^inJ(Ä+  iC-^il) 


o4€N^' 


i< 


±C~^  =  tgrSmi(i?  +  C-*J),    ebenso 


( 


(129)  \{     ^^-tgrSiniM  +  C-Ä), 

oder  mit  RCfckjiicht>i|f  die  Gleich ongeu  (115)  (.44.: 

■  ^  • 

«:        /    .±tgj»i5=tgr€osA, 

(130)  ,  }        igp^b^tgrCoaB, 

welche  letzten  Gleichungen  eine  einfache,  leicht  aus  der  Figur 
m  h^Weisende  Beziehaiig  aussprechen  und  ffir  das  ebene  Dreieck 

als  Gteii2e  in  die  folgenden  fibergehen:  *  ' 

•     ■.','/*"  .    .       ■  ■     ■  .  * 

Das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  Mittelpunkt  de«  dem  Dreiedc 
ABC  umschriebenen  Kreises  innerhalb  desselben,  das  untere, 
wenn  er  ausserhalb  und  dem  Winkel  A  gegendber  liegt. 

Bestimmt  man  aus  d^n  Gleichungen  (130)  Cos  A,  CosB,  CosC, 
quadrirtund  ersetzt  tg^^,  tg'^p%,  tg'^Ps  einmal  durch  seine  Werthe 
aus  (127),  ein  anderes  Mal  durch  seine  Werthe  aus  (128),  so 
gelangt  man  mil  Leichtigkeit  auch  zu  folgenden  zwei  Systemen 
von  Gleichungen: 

1.08  A-^^      tgtftgj,+tgfetgj,    ■• 

(131)    -l  co,'B=-' ^*gf+;g^'+*f>»-'gfa>'. 


dargnttUt  t»  $etiUH  BtUekungtH  tum  KrHi.  !)$ 


/'ix  ix'      iY 

'^*    tgrtgfi        tgrtgn  +  tgr.tgr,    ' 

V  /'*x'xi       'V 

tgrtgr,      tgrtgr,+tgr,tgr, 

Z' J  X   *  X  1       M' 

co.«c=A  *u»i«i2.  Ur+g^-^  <-;-$;;- 

tg^tgr»       tgrtgrj  +  tgritgr» 


■I 


(.  64. 

Werden  die  Gleichnngen  (1'28)  zuefst  addirt»   dann  Iflie  iwei 
lettten  derselben  addirt,  hiervon  die  erste  eubtrahirl,  so  erhält  man : 

*  Cosla  ■'■  Cösl6  "*■  Cos  io 

* 

s^r (Sia Kir-I- C~;<4)  +  Sin i(J -f C— If) -f Sin \{A +B-^C)\,    . 

Co«46  ^  Cosic  ^  Cö»la 
=tgr{SlM;(i4  +  C— fi)+Slnl(-^+Ä-C)-Sloi(Ä+C-J)h 

I  ff 

I  ' 

Bach  den  Lehren  der  Goniometrie  ist: 

Sin  l(B  +C—A)  +  Sin  l(A  +  C—ß)  +  Sin  i(A +B—0 
=4Sin;ilSiniBSInlC+Sini(/4-f£4-C), 

Sin  i(J  +  C-B)  +  Sin  l(A  +  B—C)-^  Sin  i(Ä  +  C—  A) 
=HS\nlAC6BlBCoBiC-S\nl(A  +  B\-0; 

fimw  iMAcb' den  Q1eichang«li  (70)  $.'33.' mit  AnweMlong  d«r  Glel- 
«bangen  (12)  §.  10.  und  (n)  $.53.«  indem  man,  wie  in  (.31. 

J'  =  Cm  ia  Co»  Ib  Co*  le 
Mtst: 

*»^"«-'«"'i^«"*g-teini('  +  UT>=X*«»=^%' 

^JV'  9/#'  f<rA 

4Sinl^Co.lÄC«.iCc=g,-^Jf^-j«^tg,.=/g^ 


(133) 
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Cm  i«  =  8io  K"^  f£  ^  0> 

SiB\{A + C-Ä) + Sin«  (^  f  Jl— O— SId1(B+  C-4)=^Sr  -  Co«  J« 
und' 

±Co7ü  +  C5ii5-Coiji-^*««»-*^''*«'''  . 

io  fr  eichen  Gl  eich  ongen  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  sii 
nehmen  sind,  je  nachdem  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ABC 
nmechriebenen  Kreises  innerhalb  desselben  liegt  oder  ausserhalb 
und  dem  Winkel  A  gegenöber.  Diese  Gleichungen  Terwandela 
sich  fflr  das  ebene  Dreieck  in  die  folgenden: 

(134)  l      ''-  +  '''TPi  =  Pi-r, 

wobei  in  Bezug  auf  die  IVahl  der  Zeichen  immer  noch  die  obige 
Bemerknog  gilt. 

Werden  die  drei  letzten  der  Gleichungen  (133)  nach  «nd  laadi 
zur  ersten  addirt»  so  folgt: 

tgPa    ,   tg^ 1   ..      . .   ^  . 


■  <• 


(135) 


ras  deren  AdAti«ii 

■ 


»   \ 


entsteht.    Indem  man  von  dieser  letzten  Gleicheng  nach  und  nach 

die  drei  Gleichungen  (135)  subtrahirt,  erhält  man  endlieh : 

■  '  -   f 


Weide  drei  Gleichungen ,  so  wie  die  vorhergehenden  (13ö>  eben- 
falls als  Verallgemeinerungen  fflr  das  ebene  Dreieck  giltiger  Rela* 
tionen  ta  betrachten  sind.  Indem  letztere  als  spedelle  Fälle  In 
ihnen  enthalten  sind,  die  auch  unmittelbar  aus  den  Gleichungen 
(134)  abgeleitet  werden  können.  (M.  vergl.  hiermit  meinen  Auf- 
sati:    Zor  Lehre  vom  Dreieck.    Archiv.  Tbl.  XXIX.  8.432.) 


(.55. 

Um  ans  den  ^ier  Gleichungen  (133)  die  drei  Perpendikel 
f\9P%*  V%  s?  eliminiren,  addiren  wir  die  drei  letzten  derselben 
imd  snbto'ahiren  gleichzeitig  von  der  Summe  die  erste«  Dadurch 
erhalten  wir: 

0=^/(^Pi+*gea  +  *R^  — ^g^)-^^Cosl«tgr 

oder 

tg^i+tg^  +  tg^— tgf  =  42^'Cosl«tgr, 

welche  Gleichnng  fflSr  das  ebene  Drmeek  in  jene  ^+^4-^— P=4r 
ibergeht.  Wendet  man  dieselbe  auf  das  an  der  Seite  «  liegende 
Nebendreieck  an,  so  tritt  f^|,  r|,  Ci  an  die  Stelle  von  p,  r»  (,  vnd 
^  verwandelt  sich  in  A**.  Alle  flbrigen  Stjicke  bleiben  diesel- 
ben, denn  das  Nebendreieck  an  der  Seite  I80<^-^6  hat  die  drei 
Seiten:  180® — a,  180^  —  6,  c,  und  einem  solchen  entsprechen  die 
Radien  ^y  r,,  und  das  Nebendreieck  an  der  Seite  180® — c  hat 
die  drel4iSeiten :  180® — n,  A,  180**-— e,  und  einem  solchen  Drei- 
ecke entsprechen  die  Radien  p^,  r^.    Man  hat  daher  auch: 

^gP  +  tg^+tg^a--*«^!  =4if"Ces;fitgr|, 


I  ecke  an  di 

menstellt, 
chungeii : 


l'nfer,älnger:    Uas  sphdrisclie  Üreleelt 

nari  die  obige  Gleichung  ebenso  auf  die  Nebendrei- 
I  Seiten  6  und  i:  anwendet,  schliesslich  alles  zusam- 
o    gelangt  man   zu   ftilgendem   System   von  vier  fjlei- 


tgei+'gCa  +  'gPi-tge  =4^'CosjEtgr, 

I  tffe  +tgea+tge3-tg?i=''^"CüaiEitgci, 
I  tfte  +tgft  +  tReB-tgei=4^"'Co8jEatgr3, 

tgp  +tge,  +  tsei-tgej=4^'''CosiEstgr3. 


i 


Diese  Gleichungen  gelten,  wie  aus  dem  Obigen  von  selbst  her- 
vorgeht, allgemein  und  sind  von  der  Lage  des  Mitleljjunktes  des 
dem  Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreises  unabbüngig. 

Werden  die  Gleichungen  (14)  §,  11.  mit  einander  multiplictif, 
ao  eriiält  man:  ^^h 

(SiiiioSiiil6Sinl<;)'(Co8,;aCosi6Coslc)«  =  ^^,J3=^j   <^^^ 

■fP 

(Sini«Coai6Co8ic)2(Ci 
und  man  hat  daher  mit  Riicki 


t!  .„ 


iaSin;6Sinäc)*:=^Ji^g.^,      , 
ht  auf  die  Gleichungen  (a)  §.31.: 


ebenso 


V"^^,^B^3. 


oder  nseon  man  a 
ge fahrte  Bezeich ni 


>  Gleichungen  (16)  §■  H-  ^'^  ■"  §■  34.  eia<^ 
nirendet,    wodurch 


'.H.a.  ^,  =  i«,»,  jf. 


Ferner  ist  nach  J.  34: 


.  1 

»    '       , 

'■=:*. 

»    ■ 

.  (q)        tgr=:ill,     lg»-,  =  i»,     ti:r,  =  i 

und  ivenn  miin  jetzt  die  Werthe  aus  (|i}  i 
gen  (137)  eipführt  und  bedenkt,  dass 


.d  (q)    i 


:!  i 


dari^teiU  im  Meinen  Be^iehmtgeH  amm  Kreis.  50. 

CoBi9=S\nl(A^ß-t^C),    Cosifi  =  Sio;(Ä  +  C— i4)>  IL  Alf,  ,  ; 

ist  9  80  sieht  man  i^Qgenblicklich,  dass-sich  dieselben  jo  jeoe  (83) 
▼erwandelo^  Welche  wir  auf  einein  anderen  Wege  gefunden  haben. 

§.86.         »  ■     ■•'      ' 

»  • 

Zur  Bestimmung  der   drei  sphärischen  Perpendikel,    welcÜie^ 

man  vom'  fllittelpmfikt .  des  «inem  sphärischen  Drei|eck  umschrie- 
beneu. Kreises  auf  die  drei  Seiten  demselben  ßllH.  haben  viir  in 
$.51.  die  GleichniigeD  aufgestellt: 

i±tgpi=S\Blatgl(B  +  C-A). 
•  I  ,  I  . 

tgpa=SiDj6tgJ(^  +C—ß), 
-  .  .  * 

.  tgp,=:Siplctgi(^+Ä-C);  '..•_, 

WO  dkd  obere  oder  untere  Zeichen  giÜ,  je  nachdem  der  Mfttel-' 
punkt  des  umsefartebenen  Kreises  innerhalb  des  Dreiecl^s  liegt 
öder,  adsseriiäib  desselben  und  dem  Winkel  A  gegenflber.  Wen- 
den wir'diese 'Fbirmelli'änf  das  Polardreieck  an,  ihdero  wir  jetzt 
diese  Perpendikel  mit  pi  ,  p^' $  Pz  bezeichnen,  so  werden  auch' 
diese  dureh  die- Gieicbungen  (138)  bestimmt»  wenn  mas  im:  zwei- 
ten' Theii  alle  Buchstaben  mit  Strichen  versiebt  .  Kehft  mieufi  il^-. 
dann. mittelst  der  bekannten*  in  §.  16.  aufgefilhrten  Relationen  «oil. 
den  Elementen  des  Polardreieckes  zu  jenen  A^fk  IIauptdreiecke4 
anrfick»  so  erlangt  man  leicht  folgende  Gleichungen  s 

■  4       /  Sin  \a 

±*«^*  =tgl(6  +  c-«)' 

#««in^  -       i       ^      >/  Sini6 

(199)  j      *gP'=tgiUa4-c-ftr 

.       j'^        Sin  je 

^P»—iii^tt  +  b—ey  i  -i. 

-  » 

■  -  •  •  •  "  :  ■  •  !  - 

.Bezeichnet  man  die  drei  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des 
einem  sphärischen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  den  drei 
Ecken  m^gi,  i%»  9$»  ^«o  haben  wir  in  §.  4.  gefunden: 

*8»»-        Sini«—' 


(3)  {  tg9,  = 


21 

Sin  Ib 


'?*»=        Sioic""' 
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M^M  i»t( 

oder 
da|i  itft 

uod  auch,  weil  jedes  Dreieck  aU  das  Poiardreieck  sejuies  Polar« 
dreieckes  zu  betrachten  ist: 

(141)  i:;^i+y,'  =  W>,    ft  +  ft'  =  90o,    ra  +  y/  =  90^; 

und  wenn  wir  jetzt  festsetzen  fÖr  den  Fall,  dass  der  Mittelpunkt 
des  dem  Hauptdreieck  oder  dem  Polardreieck  mnscbriebenen  Krei- 
ses ausser  des  Dreiecks  fallt,  das  auf  die,  dem  genannten  Mittel- 
punkt gegenOberUegende  Seite  gefüllte  Perpendikel  mit  —  zu  be- 
zeichnen,  so  können  wir,  die  durch  die  obigen  doppelten  Zeicbeu 
angedeuteten  zwei  Fälle  in  einen  zusammenziehend,  iblgendei| 
Lebrsati;  aussprechen: 

Die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  einem; 
spbXrischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  Tioo  de« 
drei  Seiten  und  die  correspondirenden  Entfernungen 
6eB  Mittelpunktes  des  seinem  Po-lardreieck  einge« 
schriebenen  Preises  von  den  drei  Ecken  ergSnaen  sieb 
gegenseitig  zu  90^  oder  zu  einem  sphärischen  Haupt- 
quadranten»  und  umgekehrt« 

Wir  gehen  nun  Ober  zur  Bestimmung  der  Entfernungen  des 
Mittelpunktes  des  einem  sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Krei- 
ses von  den  Mittelpunkten  seiner  vier  BerOhrungskreise  erstens 
durch  die  drei  Seiten ,  zweitens  durch  die  drei  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreieckes,  und  drittens  durch  die  Radien  dieser  Kreise 
selbst  Die  für  den  letzten  Fall  giltigen  Formeln  sind  besonders 
bemerkenswerth  wegen  ihrer  JEinfachheit  und  wegen  der  auch  hier 
sich  wieder  darbietenden  Analogie  mit  jenen,  welche  die  Lösung 
desselben  Problems  fttr  das  ^berie  Dreieck  enthalten  und  Welche 
letzteren  zuerst  von  Euler  aufgestellt  wurden.  Der  Verfolg  die- 
ses Gegenstandes  wird  uns  auch  die  Entfernunc^en  des  Mittel- 
punktes des  einem  sphärischen  Dreiecl^  eingeschriebenen  Kreisas 
von  den  Mittelpunkten  der  seinen  drei  Nebendreiecken  umschrie- 
benen Kreise  kennen  lehren,  und  aus  beiden  wird  sich  endlich 
ein  Lehrsatz  ergeben,  welcher  als  ein  weiterer  Beitrag  zu  den  in  den 
$$.  16. >  21.,  46.,  47.,  48«,  56.  aufgeflihrten  allgemeinen  Beziehungen 
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nrwchea  jedem  epUmcbeB  Dreieck  nod  eetnem  PoUrdreieck  s« 
belredblen  iet    , 


{.  57. 

!•  Aufgabe.  Es  soll  die  Eotferaong  des  Mitteiponktes  des 
einem  spbärisebeii  Dreieck  umscbriebenen  Kreises  ▼on'  dem  lUt- 
telp«o|[te  des  demselben  Dreieck  eingescbriebenen  Kreises  be- 
recbnet  werden^  wenn  die  drei  Seiten  des  spbärischeo  Dreiecks 
gegeben  sind. 

Es  sei  för  das  Dreieck  ABC  (Tat  L  Fig.  3.)  O  der  Mittel- 
ponkt  des  umscbriebenen,  o  jener  des  eingeschriebenen  Kreises» 
alsdann  ist  OA^=>t^  oA^psg^f  Oo^=d  die  gesucbte  Distans, 
j:10AB  =  1(A^B'-C)  (§.19.),    ZoAB=lA,    mitbin 

lAegt  der  Punkt  O  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  Ao,  so 
ist,  weil  ^  OAC=  l(A  +C— ß), 

ö  =  i(^+C-Ä)-iJ=-4(Ä-0. 
h  de«  spbSrisebea  Dreiecke  AOo  ist 

Cos  ds^  Cos  r  Cos  qi  4-  Sin  r  Sin  qi  Cos  $; 

setit  man  diesen  Wertb  von  Cos<i  in  die  bekannte  goniometrische 
Permd 

*«•*=     Cos«rf    ' 
so  erhftit  maH: 

1— (CosrCosyi  +  SiurSiny,  Cos^)* 
^  ^—     (CoarCoBgi  +Sinr Sin ^i Cosö)« 

_(l+tg^)0+tgVt)-(l4tigrtgy,Cos(9)« 
~  (l+tgrtgyiCosÖ)> 

welcher  letztere  Ausdruck  aus  dem  Torhergehenden  folgt,  indem 
warn  Zähler  und  Nenner  durch  CosVCos'^i  dividirt  und  statt  der 
Ca^os  die  Tangenten  einführt  Wird  der  Zibler  dieses  Aas-, 
tbnckes  entwickelt,  so  gelangt  man  alsbald  zu  dem  folgenden : 

M    ^^-     tgV(H-tg%  SinH)-(2tgrtgq,Cose^tg^q,)^ 
W    tg^-  (l  +  tgrißqiCosB)*  ^' 

•M  m  koBuirt  .tmi.  »wtcbsi  d^nraf  9tn^  die  m  dieeem  Bmdli  tot- 


68  tinr^r^ingerr    B&9  $pk^riseheDtHM[ 

IcDifimeniiefi  drei  Atfsdrilcke  ans  di^ii  drei  Seiten  o/^i  «>  -des' ge- 
gebenen sphärischen  Dreieckes  za  bestimmen,  was' In  d^'ttftcAh 
sten  Paragraphen  geschehen  soll. 


,  Da  in  dem  Ausdruck  (r)  nur  Sin  ^(9  und  Cosd  erscUeint.  89 
ii^t  es  gleichgitfig ,  vrelchen  .  der  zwei  lur  Q  gefundenen  .Wort be 
wir  einsetzen,  und  man  hat  daher,  weil  nach  §.4.  (3): 


I  ■  1  ■ 


oder  weil  nach  Gauss: 


«:  ^ 


..\ 


S\n\iB^€)       Sini(A-i5) 


CosU       ^       SJn  Ja 
wenn  man  gleichzeitig  auf  den  Nenner  stellt: 

,^,4     «.  «.      Sin>iaCos»|(6-H?->fl)  +  8ln«Uft-f<?-tf)S|ti«i(»-4 
^  -   .  .  ,    .  Äin*ia  C9s*i(A  +  c — a) 

d^r  Zahlei:  dieses  Bruches  ieft  auch  sieiqh 

Cos«l(Ä  +  c^a)  lSin«la  —  Sin«i(A— c))  +  Sinn(A— c)',..  :  •  . 
oder  weil  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

Sin«ia  -  Sin«J(A  -  c)  =:  Sin  i(«  +  c — 6)  Sin  l(a  +  A  —  c)^ 
Sin«i(6— c)  =  Sin«ia— Sinl(a  +  c— Ä)Sini(a  +  6— c), 
auch  gleich 

Sin«ia— Sin*i(*+c-a)Sini(«+c-6)SinJ(fl+6— c), 
mithin 

,.  }.  5Ö.i  ■ 
'-  'l^-gefhen-irad  aUi'dio'6€*MbiMhi^'4«»-^if«it«tt' Atwdi^c^ 


2^r%9iCos0 — ^%^^\    ^v*   ^^*^    ^*'^i  Seiten    n,  6»  c.      Erionert 
maa  sieb ,  dass  nach  {.  19. : 

•   T  ... 


/^j»%  ^      ,»      .  1  k       •   2SinlaSini6Sioic 
•e.fpigt.fliit,  Rueksichl  auf  Qhige?: 

oder  weil  nach  den  (iauiss  sehen  Gleichungen: 


•  :.l 


\    \ 


Cos 
Sin 


I   '  » 

\ 


•  • 


^     ^     2SinlflSinlASinlc  tjri(6  +  c-a)  Sin;(6+c).^.  ^ 


..     i    . 


>    » 


Sin  i«  Sin  i*  Sin  \e  tg  J(6  +  c— a)  Sin  i(Ä  +  c)  _.     . 


i'     . 


ersetzt  man  nun  Cos*4^  nnd  Sin  A  durch  seine  bekannten  Wertbe 
k  ii/6,  ^  und-  reducirt  sb  vief  ^  Iir5glieti,  sof  ^elgt  slehr*     ' '' 

4     .^     ^  ^^>      2Sip»»SintcSinj(A-|-c)      '''*"  '' 
Mach  {.  4.  ist  auch : 


(*  -  .  ^ .'  >  »    '  v '  t       I  ■  • 


Sin  6  Sin  c  Sin  U6  -|-  c  —  n) 
«^  — ^ #  ^ 


*8  ?i  -  Stn  4(a  +i*  +  e)  Co8^(6  +  «  4-  «> 

nithin  •    .       .     w  ./-  ".•.  . 

^.      .       ^     ^     X  •  4SiniftSinic 

2tgr tg9,  Cosö-tgVt  •»  Sini(a4^  +  c)<^6»!'U6  +  c-oy  '  '  ' 

X  t  Sin  i(;6 -f  c)  Cos  K6 -^  c — a) — Cos  i 6  Cos  le  Sin  U6 -I- e  —  a) ) ; 

.   •      I  .        ,-,1  .         \       • 

der ü  don  Klsiliniern  enthaltene  Aiisdrnck  ist  anch  gleich 

Sin  U»  -I-  <0  Cos  i(6l-c— a)  -:-  Sin  i(64c— <i)  ( Cos|(Hv)  -|-  S!<i  ih  Sin  {<;) 

=  Sin  ia  '^  Sin  iA  Si.n,^c  S'^i  ]^(6  f  e — ^) , 

md  man  hat  demnach ; 

(u)  atgrtgft'-CoSÖ-tgVi 

'     ''•  '  4Slh itrSlft4t!SiH;c^'«Shi«|»»iiinca<8rt^(>f'«?^g>   ' 
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{.  eo. 

Zar  Berechnang  des  dritten  Aasdruckes  l -{•  igr ig qi  Cos 6  be« 
dienen  wir  uns  der  Gleichung  (t)  und  erhalten  sofort: 

l+tgrtgyiCosö= Sini(a  +  6  +  e)Co8;(6-hc-<i) 

*    ■      . 
Der  Zfihler  dieses  Bruches  Ifisst  sich  nun  auf  folgende»  asseren 

Zwecken  dienliche  Weise  transformireo.    Weil 

Sinl(Ä +  c)  =  Sini{(a  + 6  + c)  —  a} 
t=iS\nl(a  +  b  +  c)Cosla^Cosi(a+b't-c)S\nla, 

so  ist  obiger  ZShIer  auch  gleich 

S»D  iia-t-b+e)  Cos  l(b^c-a)+'lCoB  USin  >6  Sin  icSio  i(H-^-fe) 

— 2SiniciSini6SinicCosi(a  +  6-f  c) 

=  Siiii(a4  b  +  e)\  Cosi(6  -f  c—  a)  -h  2Cosia  SiniftSiBic) 

— 2SiniaSini6SinicCosi(a  +  6-f  c)» 

und  da  ans  den  GleichuDgen  (a)  «nd  (b)  des  $•  33.  mit  Lficbtig- 
keit  folgt: 

Cösi(6-f  c-a)-f2CosUSioi6Sinie 
=  —  Cos  i(a -f  6  +  c) -I- 2Cos  1«  Cos  i6  Cos  !c, 

so  ist  obiger  Zähler  auch  gleich 

Sini(ii4-fr-|- e)t2CosiaCosi6Cosic— CosKa-f  6  +  c)) 
—  2Sin4aSini6SlnicCosl(a  +  6-fO» 
and  setzt  man  endlich  sor  Abkürzung: 

(142) 
ir  ==  2Co8  ia  Cm  i*  Co8  4c  -  Cos  i(a  +  6  +  c)  J 1+ ^J^^^^^, 


so  wird  obiger  ZShIer  gleich  itfSini(a-|-AH-c)>  mithin: 
(V)  ^  +  *8^»8»'<^0=Co»;(»  +  c-«)- 

f 

S.  61o 

Vm  nun  endlid  zur  Btstimmiing  der  Distanz  d  selbst  ztf' 
gelangen,  setzen  wir  statt  der  in  der  Gleichnng  (r)  Torkomaen- 
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den  drei  Ausdrücke  ihre  Werthe  aas  (s),  (u)  und  (▼)  und  erhal- 
teo  mit  Anweoduog  der  Gleichung  (42) : 

.^^      Co8«i(6  +c— fl)  i  4Sin2JaSin«J6Sin«4c. 
♦«^= M^ I —JB^ 

Sinno  — Singi(^-hc— a)Sini(q+g— &)SinUfl  +  feT) 
^  Sin«4a  Cos«i(*  +  c— a) 

4SipiaSin4&Sinic->4Singi6SinncSini(& +  c—a)l 
Sin4(a  +  6  +  c)Cos«l(6  +  c— fl)  1 ' 

oder 

^  .  ,       I    j4Sin«4flSin«56  Single 

4Sin*46Sing4gStpgi(6  +  g>-vi)Sin{(<r+€— 6)Stni(«+6-*-c) 

4Sin4aSin4&Sin4c       4Sin^46>Sin^?cSinK6  +  c— a) 
Sia4(a4-6-|-c)      +  Sin4(a  +  6  +  c) 

Setzt  man  im  zweiten  Glied e  des  in  der  Klammer  enthaltenen 
Ausdrucks  für  H^^  seinen  bekannten  Werth  und  reduzirt^  so  sieht 
mtD,  dass  dieses  Glied  von  dem  vierten  nur  im  Zeichen  yerschie- 
4en  ist,  also  mit  diesem  sich  aufhebt ,  und  man  hat: 

(143) 

1    t4Sin«4aSin«4&Sing4c       4Sin4flSin4ftSin4cl 

*g«— ift)  Äi*  ""     Sini(a  +  A  +  c)     1* 

womit  unsere  obige  Aufgabe  gelöst  ist  Mit  Hilfe  der  Gleichnn- 
gen  (12)  und  (42)  ergibt  sich  unmittelbar  die  Relation: 

(144)  tg.d=*^^=|r^^. 

bezfiglich  welcher  wir  hier  nur  in  Kürze  bemerken,  dass  sie  bei 
dem  Debergang  auf  das  ebene  geradlinige  Dreieck  mit  Leichtig- 
keit in  jene  i^'^r^  — 2r^  übergeht,  denn  M  verwandelt  sich  als- 
dann in  die  Einheit  und  die  Tangenten  werden  den  Bogen  gleich. 

Um  auch  M  durch  die  Radien  der  eingeschriebenen  und  nm- 
schriebenen  Kreise  auszudrücken,  benützen  wir  wieder  die  Glei- 
cbangen  (12)  und  (42)  und  erinnern,  dass  ^'=: Cos 4a Cos 46 Cos ie 
ist    Dadurch  wird: 

(w)  ilf=2^'— CosJ(a  +  6  +  c)(l  +  tgrtgp); 

Mdi  (.  56.  ist 

Tkdixxxnt  % 
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(P)  ^'^IH^^    p'» 

oder  mit  Rücksicht  anf  §.  34. : 


(X)  ^.=  jÄ,Vtgrt^igMEr., 

benntzt   man    noch   für  Cosl(a +  bi-c)   seinen  Werth   aas   dem 
System  (79)  §.33.,  so  wird: 


(145)  M  =  Vtg Q  tgpi  tg Q2  tg ^8  tgr  tgri  tgr.2 tgr, 

X  { ctgr  +  J(l  +  tgr  tg  p)  (ctg ri  +  c tg  ra  +  ctg  r^  —  ctgr) ). 


Gleichung  (144)  in  Verbindung  mit  jener  leteten  (146)  dient 
zur  Berechnung  der  Distanz  d,  wenn  die  Radien  der  eingeschrie* 
benen  und  umschriebenen  Kreise  gegeben  sind. 


§.62. 

2.  Aufgabe.  Es  soll  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des 
einem  sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  dem  Mit- 
telpunkte des  einem  seiner  Nebendreiecke  eingeschriebenen  Krei- 
ses berechnet  werden^  wenn  die  drei  Seiten  des  Uauptdreieckes 
gegeben  sindv 

Ist  Ol  (Taf.  I.  Fig.  3 )  der  Mittelpunkt  des  dem  an  der  Seite 
a  des  Hauptdreieckes  ABC  liegenden  Mebendreieckes  eingeschrie- 
benen Kreises,  so  ist  00i  =  cf|  die  fragliche  Distanz,  und  es 
liegt  der  Mittelpunkt  O^  auf"  der  Verlängerung  des  sphärischen 
Hauptbogens  Ao^  mitbin  hat  in  dem  sphärischen  Dreiecke  ÄOOi 
der  Winkel  d  denselben  Werth  wie  früher,  er  ist  u  am  lieb  gleich 
i(ß — C)  oder  gleich  —  i(Ä — C),  je  nachdem  B  grosser  oder 
kleiner  als  C  ist.  Setzt  man  AOi  =  g,  so  folgt  aus  dem  Dreieck 
AOOii  Cos rfi  =  Cos r Cos  ^  -f  Sin r  Sin ^ Cos  d ,  woraus  man ,  nach 
demselben  Verfahren,  welches  in  §.  57.  zur  Bestimmung  von  tg*<{ 
diente,  erhält: 

M    tnV       ^^^'  H-tft«<^Sin^ö)  -(2tgrtg<yCosg^tg«a) 
W    ^S«i-  (l  +  tgrtgyCosö)«  ~' 

und  es  ist  nun  die  Aufgabe  darauf  zurückgeführt,  zunächst  dfe 
drei  in  diesem  Bruch  vorkommenden  Ausdrucke  als  Functionen 
der  drei  Seiten  a,  6,  c  des  gegebenen  sphärischen  Dreieckes 
darzustellen. 
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§.63. 
Pa  nach  $.8.  (9): 

iat,  80  wird 

l  +  tg«^Sin2ö 

oder 

1  +  tg  9 öin-ö  _  g.^^4 ,  ^  Co8«i(«  +  6  +  c)  ' 

der  Zähler  dieses  Bruches  kaon  auf  folgende  Art  umgeformt  werden: 

Z&hler  =  Sin^ia  -  Sin^K«  +  ^ + c)  { Sin«io— Sin«i(6 — c)  ] 

=  Sin«la — Sin«i(o  +  6 + c)  Sinl(a+c-6)  Sini(d+6— c), 

mitbin  ist: 

(a') 

l+tg^S.n«6= Sin«i«Co8*i(a  +  6  +  c) 


§.64. 

Bei  der  Berechnung  des  zweiten  Ausdruckes  2  tg r  tg^  Cos  0—tg'^ 
benutzen  wir  wieder  die  schon  in  §.  59«  zu  gleichem  Zwe/ckf  an- 
gewandte Gleichung  (42)^  ferner  jene  (z)  des  vorigen  Paragraphen^» 
and  erhalten  zunächst: 

tgrtgy  Cos  Ö  = jf^ C^^P — Cos  1(Ä— C), 

oder,  mit  Anwendang  der  Gttuss'sehen  Gleichung 

Cos 4(B—  C)  =     sipiq    ^'"«^  • 

I-  4     n.    -_2SiDjaSiol6Sio4£  tgUa+i+c)  Sin|(6+c) 
«|ftgj^C08d±= -j5^^^ CS^ra--    Sin  Ja     ^"*^ 

Sin  ja  Sin  46  Sin  je  tgK«+ft+c)  Sin4(6-f  c)„,_  ^. 
Hl  Co8*M  binjo 


weil  aber  bekanntlich : 

■     Sin  t(a  +  6  +  e)  Sin  1(6+ c-a)  2^, 

*^*"^'*= Sin 6 Sine ""''   *»'"^=  SinASinc' 

SO  wird  nach  Einffihrnng  dieser  Wertbe  und  gehöriger  ßedöciion : 

/K/x       ♦      *      r     ^       '  2  Sin  l&  Sin  je  sin  »6 +c) 
(b')       tgrtg9Co8e  =  s.„,(j^^_^)Co84(«+6+c)* 

und  weil  nach  §.  8. : 

Sin^SincSinU<y  +  ^  +  c) 
*S  *  •^  Siii  4(6  +  c  -  a)Cos*4(a  +  ^  +  0 
ist»   so  wird : 

XlSiD4(6  +  c)CosUa  +  6  +  c)  — Cosi6Cos4cSinJ(a  +  6  +  c)), 

oder  da  der  in  den  Klaromern  enthaltene  Ausdruck  auch  gleich 

Sin4(6  +  c)Cos4(a+6+c)— Sini(a+6+c)lCosK6+c)  +  Sin46Sin4cl 

=  —  Sin  4a  -  Sin  46  Sin  Ic  Sin  4(a  +  6  +  c) 

ist 9  auch: 

(V)  2tgrtg7Cosd— tg2y 

4Sin  ja  Sin  46  Sin  je  +  iSinHb  Sin«4cSin  l(a  +  b  +  c) 

""  SinJ(6  +  c— a)Cüsai(a  +  6  +  c) 


§.65. 

V 

Uro  den  dritten  An^druck  1-f  tgrtg^^Cos^,  welcher  Im  zwei- 
ten Theil  der  (y)  den  Nenner  bildet,  durch  die  drei  Seiten  zu  be- 
stimmen, verwenden  wir  die  Gleichung  (b')  und  erhalten  unmtt- 
telbar: 

,,^    /p     .     SiD4(6+c-fl)Cos4(fl+6+c)+2Sin^6Sin4cSin4(6-H?) 
l+tgrtg9rCosö= sin4(6  +  c-fl)Co8Ua  +  6  +  c)    

oder,  da  der  Zähler  dieses  Bruches  auch  gleich 

Sini(6  +  c— a){Cosi(a  +  6+c)  +  2Co8iflSin46Sin4c) 

+  2  Sin  4a  Sin  46  Sin  4c  Cos  1(6 +  crra) 
=Sin4(6  +  c-a)|2Cos4aCos46Cos4c-Cos4(6  +  c— a)). 

+ 2Sin  4a  Sin  46  Sin  4c  Cosi(6 -I- c-^  a) 


darpesteiU  in  seinen  Be%iekungen  %Htn  Kreis,  09 

ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

(146) 

Ml  =2Cos  \a  Cos  J6  Cosic-  Cos  \{b  +c-a)  1 1  -  ^^^"jfj'"'*^  ^'l 
(dO  ,  +  tgrtg,Cose  =  ci«^T(^^ 


$.  66. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (a')»  (c')  und  (d')  sind  wir  nun  im 
Stande,  ig^d  als  re*?ne  Function  der  drei  Seiten  a,  b^  c  des  ge- 
gebenen sphärischen  Dreieckes  darzustellen.  In  der  That,  setzen 
wir  diese  Werlfae  in  die  Gleichung  (y),  so  folgt: 

.  *j      Cos^i(a+6+e)  i4Sin«laSin«16Sin«ic 

tg^= — iff;^ — J 5^2 

8in«i/i~Sin»Ufl-h6+c)SinUq+g-6)SinUq+ft— g) 


4Sin  jqSin  16  Sin  je  +AS\nHbSin^cSin  i(a+fe+c) 
Sini(Ä  +  c— a)eos«i(o+6+c) 


I 


oder 


.  _         ]     i  4Sin«la Sin«J6 Single 

4Sin«i^SingicSrmaUfl  +  ^  +  g)S'ni(q-fg— ft)SinUg+fi— c) 

4Sini/iSin|6Sin^c       4Sin^i6Sin«.lcSin  l(a  +  b+  c) 
+     Sini(6  +  c— a)      +  Sini(6  +  c— a) 

Setzt  man  im  zweiten  Glied e  des  in  der  Klammer  enthaltenen 
Ausdruckes  für  Hi^  seinen  bekannten  Wertb  und  kürzt  ab,  so 
fiberzeugt  man  sich- sogleich,  dass.  dieses  Glied  von  dem  vierten 
nur  im  Zeichen  verschieden  ist,  folglich  mit  diesem  sich  aufhebt; 
es  ist  daher 

/.i^  .  «j        ^     l4.Sin24fiSin21/>Sin«ic,4SiniaSin]l6SinJc} 

(i47)  tgM,  ^-^  I  -       ^,         +  Sin  1(6 +V^::^  1 ' 

durch  welche  Formel  die  vorstehende  Aufgabe  gelost  ist»  Mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (12),  (42)    geht  dieselbe  über  in  folgende: 


(148)  t^d,=.^r±^^. 
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welche  sich  bei  dem  Uebergang  auf  das  ebene  geradlioige  Drri* 
ecky  indem  man  letzteres  als  ein  sphfiriscbes  von  unendlich  gros- 
sem Kugel  radius  betrachte  t,  auf  die  bekannte  Relation  d[i*=r*-|-^Pi 
reduoirt,  dennüfi  wird  alsdann  der  Einheit  und  die  Tangenten 
Werden  d0m  Bogen  gleich. 

Um  auch  wieder  Mi  durch  die  Radien  der  eingeschriebenen 
und  umschriebenen  Kreise  auszudrucken  ^  verwenden  wir  die  t^lei- 
chungen  (12)  und  (42)«  setzen  Cos  ia  Cos  i6  Cos  «c  =  ^'  und  erhal- 
ten zunächst: 

^i=22/'-Cosi(*  +  c-a)(l-tgrtgpi); 

setzt   man  jetzt   fOr   ^'   seinen    Werth   aus  (x)   §.  61.    und    flir 
Cosi(6-f  c— ^a)  seinen  Werth  aus  (79)  §.  33.,  so  wird: 

(149)  My  =  V^tg^tg^itgp^tgpstgrtgritgratgrs 

X|ctgr-J(l— tgrtgpi)(tgr  +  tgr2  +  tgr5  — tgri)}. 


§.  «7. 

Im  -Vorhergehenden  bezeichnen  d  und  df|  die  sphärischen 
Distanzen  des  Mittelpunktes  des  einem  sphärischen  Dreieck  um- 
schriebenen Kreises  vom  Mittelpunkt  des  demselben  Dreieck 
eingeschriebenen  Kreises  und  vom  Mittelpunkt  desjenigen  äusse- 
ren Berührungskreises,  welcher  an  der  Seite  ä  liegt;  JU  und  üfi 
bezeichnen  zwei  Hilfsgrössen  zur  Berechnung  dieser  Distanzen. 
Bezeichnen  wir  die  Distanzen  desselben  Punktes  von  den  Mittel- 
punkten derjenigen  äusseren  Beruhrungskreise,  welche  an  den 
Seiten  b  und  c  liegen,  mit  d^  und  d^,  mit  M^  und  M^  die  zuge- 
hörigen  Hilfsgrössen,  so  erhält  man  diese  letzteren  aus  den  Glei- 
chungen (146),  (147),  (148),  (149)  durch  einfache  Vertauschung 
der  Buchstaben  a,  Qi,  Vi  mit  ö,  q^,  r^  und  c,  q^,  r^.  Stellt  man 
alsdann  alles  zusammen ,  so  gelangt  man  zu  folgenden  vier  Syste- 
men von  Gleichungen :     ^ 

-  1_  j4SinnflSingi6Sin«lc    4Sini«Sini6Sinic/ 

tg«-j|2}  ff^2  Sini(a  +  6+e)   (' 


(150) 


I         1_  j4SingloSin«i6Sin«ic  .  4SinitfSirii^Sinicj 

I^S^-Jlfi^l  n^^  '    Sini(6  +  c~a)  (' 

L  *^        1    j4Sin«JaSin«l^Sinaic.4SinJaSin|6Sin}i?i 
|*8^=i0?  l nj— +  Si/.4(a  +  c-6)  { ' 

'    ,^        11 4Sin«JaSin*i6Sin«ic .  4Sini«Sini6Sinicl 
,*g%=355  I B^i +-Sini(a  +  6-eT> ' 
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(151) 

MM      on     1    r<     lAn     1        n     i/Ä  ■  Nil     2SlniaSinl6SinJc. 


(162)      { 


(IW) 


Jlf  =z  V  tg p  tg pi  tg ea tg  pa  tgr tgri  tgr»  tgr, 
X|ctgr+i(l+tgrtgp)(ctgri  +  ctgr,+ctgra-ctgr)!, 

*i  =  Vtgptgpitg^tgp,tgrtgr,tgr«^rB 
Xictgr— 1(1— tgrtgpi)(ctgr+ctgr«+ctgr8-ctgrx)), 

^a=V'tgptgpitgPatg^8tgrtgritgr,tgra 
Xictgr— i(l— tgrtgpa)ctgr+ctgri+ctgr8-ctgra)l, 

^9  =  V^tg  p  tgpx  tgpatg  C»3  tgr  tgri  tgr,  tgr, 
Xlctgr-i(l— tgrtg^)(ctgr+ctgri+ctgr,-ctgr3)|. 


§.  68. 


BestimBiiiiig  der  sphSriscben  Distanzen  d,  di^  d^>  d^  saronit 
den  2iigeh5rigeD  Hilfsgrossen  M,  Mi,  M^,  Af,  durch  die  drei 
Winkel  A,  B,  C  des  gegebenen  sphärischen  Dreieckes. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (152)  statt  tgr>  tgp,  tgpi»  tg^ 
tg^  die  entsprechenden  Wertbe  aus  (43)  qnd  (33)  setzt»  so  er- 
hSk  MM  maüttelbar : 


(154) 
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♦  w_l     \Cos*\{A^■B■\■C)  .    Cw\{A^B^-C) 
«g  «  —  ]gä  (  JT*  +  Cosi^CoslßCosiC 

_1    iCos^O^+Ä+C}     _Co8J04+Ä+a_ » 
«8^— 3BJ*j  H'^  ""Cosi^  Sin  4  fiSin  JCr 

_   1    jCo8«iOHB+C)       Coa'M-l-g  +  C)  f 

1    iCoa«.!(^+fi+C)        Co8 U^+B+C)  j 

Um  auch  die  sugehOrigen  vier  Hilfsgrusaen  tl,  ßSi ,  1U%,  üf« 
durch  die  drei  Winkel  A,  B,  C  aussudriicicen,  verwenden  wir 
unSehst  die  Gleichungen  (72)  §.  32.  und  (96)  §.  40..  dann  ancb 
wieder  jene  (43)  und  (33),  und  erhalten,  weil 

üfsSCosiaCoslftCosie— Co8i(a-|-6-fc)(l-ftgrlg«). 
üfisSCMiaCoeiftCottie— Co8i(6-|-c— a)(I— ^rtg«i) 

tt.  8.  W. 

Ist: 

„_     SÄT^ 

* SinifSin«SinCCos:(.<l-^J7-fO 

l—CmaA—Coa B— CesC  .       CwUA  +  B  +  C) 
+   4Sin4vlSiBT5Sk^i^'       aCasl^CoslÄCwiCT'' 

**"""'SlaJSlB«SlBCCo»l(-il+Ät€') 

i-r«s.4f<>s»+r«»sr .     c«»8i(.<-f  »-fo 


(155)/  •       "»  . 

SÄT* ^ 

i  ♦r*s,4— c*«»4r*»r ,     c<mi(A^.B+o\ 
^  iir* 
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den  Polarjliieieck  tod  ABC  amscbriebeneii  Kreises  Ton  dem  Mit- 
tely— kto  des  demselben  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  ond 
d^'  die  sphärische  Distonz  dessellien  Mittelpunktes  von  dem  Mit- 
telpoBkt  desjenigen  äusseren  Berfihrungskreises,  welcher  an  der 
Seite  af  liegt,  so  können  diese  l>istanzen  d'  ^  dx  aus  den  je  sw<^ 
ensten  der  Gieichangen  (150),  (152)^  (154)  offenbar  dadurch  be* 
stimmt  werden,  dass  man  alle  in  den  zweiten  Theilen  dersellien 
vorkonmenden  Buchstaben  mit  Strichen  versiebt.  M*  und  Mx 
beseichnen  alsdann  das,  was  aus  M  und  Mx  in  (151) ,  (155)  wird, 
wenn  man  auch  hierin  a! ^  Jb* ^  c'  an  die  Stelle  von  a,  h,  c  und 
A',  B',  C  an  die  Stelle  von  Af  B,  C  setzt.  Um  dann  diese 
Distanzen  durch  die  Bestandtheile  des  Uauptdreieckes  auszudrucken, 
bedient  man  sich  wieder  der  bekannten  Relationen  zwischen  den 
Seiten  und  Winkels  des  Haupt-  und  P.olardreieckes  (§.  16)  und 
erhält  mit  theilweiser  Berücksichtigung  der  Resultate  des  $.  21. 

sofort: 

(e') 

»^   —JH'*  J  ti'*  +     CosiM  +  B+C)     »' 

_    1     i4Co8«4/<Co8«lgCo8«iC  .  iCoalACoaiBCoa^Cl 

(H     tgM  _   (tgrtRpAf')«  '    ^'^  -   (tgritgf^,')«  ' 


(Sf) 


t^j»  _  1      I Sinaj(«+6+c)       Sin t(af6+c)  I 
»rw   —]gH  \         u^t  SinUSinl6Si|i4c(  • 

]  ,  „  , 1_  )Sin»i^+H£)         SiDt(g4&fc)    I . 

(  »ff^i  -Jf,'«  ^         Äi«         ■*"  Sin4aC«*46C«»4c| ' 

(•»') 


Cf) 


Sin  a  Sin  6  Sin  c  Sin  2(0  -f  6  -|-  c) 

— i+Cos^^fltCos^j^^-Cos^jc  ■     srn.;(g^^ft^-c) 

"*"  2  Cos  4a  Cos  46  Cos  ic         *    +2Sin4aSini6Sin4c'' 

^1  — SiniiSin6SincSin4(a  +  6  +  c) 

1  -f  Cos^4fl  —  Cosn^  —  Cos^jc  Sin  4(a  +  6  +  c) 

^         "^         2  Cos  ia  Sin  46  Sin  4c         '       SSinUCosiACeid«'* 
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m 

Ule  Attsdrdoke  f&r  die  Distanzen  dj ^  d^ ,  so  wie  4ie  zuge^ 
hOrlgen  HilfsfifrOseen  61%^  M^  ^  weiche  eich  auf  die  MittelpsalEte 
der  an  den  Seiten  6',  t/  liegenden  äusseren  Berübrungekreise  des. 
Pnlardreltcices  beziehen »  könnten  unmittelbar  n^ch  dem  Vorher- 
gehenden hingeschrieben  werden.  Da  aber  die  genannten  Hilfs- 
grossen  in  der  Folge  gfinzlich  aus  unseren  Rechnungen  beraus- 
fallen  und  durch  andere  einfachere  und  direktere  ersetzt  werde» 
snileni  so  begndgen  wir  uns  mit  der  AuflTuhruig  d«s  a«s  isum 
Gleichungen  (f'}  folgenden  Systems: 

totJ»  _tK«r-2tKrtgg 

. -^  ,_tgVt2tg»vte* 

*8^  -Ttgvipr7)S- 

**^*  -  (t5r,tg^Jlf,')«  • 
a«f  weickes  wir  spiler  wieder  zurückkommen  werdea. 


§.7a 

Wenn  wir  mit  ^»  ^t  ^  die  Eatfennmgen  des  dem  Haupt* 
dr«ietk  wlJtC  elnge^sckriebenen  Kreises  toh  den  Hiftel|niiik- 
len  der  den  dr^ri  Nebendreieekeii  «msdiriebenca  Kreise  bezMch- 
iKMi»  s«  kilniHHi  diese  Entfeniuiigeii  olenhar  »adi  den  Gl«icli«ngen 
d««  ^  67«  h««t)mmt  werden,  wenn  man  die  dr«i  Nebeiidreiecke 
der  Keilie  nach  als  HaupldriNecke  und  das  Haupldreieck  als  ihr 
gemeittMliafHklHM  Nekendreieck  beirwtslitet«  rf|,  i^^  4^  werden 
ake  Oetgelien  in  ^»  <^,  ^»  wenn  man  statt 

A^    r>    r^    t^«    Jl^  «^tzi:    ^>    c^^    n,    e«    M|, 
**    *♦    ^%    ft»    J'^      »        *!»    *^>    '^t»    ^»    M^ 

•  >     •^     '^^     t|a*      ^?l         *>  •!♦     •!%     •Sl»      #»     *^Z^ 

Mi>  M^s  M^  ^^ift^^^s  w>MM%  uMi«!  A|^  <^;  «^.  <%;  %•  1^  a»  die 
;i^MI<e  x^Mi  hs  ^s  ^s  ^s  «>^«iMaf>  w^eMI,  wt^  Imwm,  %ss]Sll^^c» 
l^stS^^«,  «^sfeM<»^«Wl.  S» tsrtoitimwp» ms  JtonCleiJiMi 


äarfetMlt  tt  utwm  Bntehungem  »um  Kreit.  75 


*«*•- Mj 


(186)  ^  tg««,=  j, , 


tg«ra+2tgr,tgj 


t*^.-- M^«— . 

M4=2C<»laCo.i6,Coaici  -Co»i(6, +c,  -  «)ll-^^|^f^!!^  U 

oder 

(167) 

Mi=:2CosiaSin)6Sinie4^Cogi(ai6-fe)tI SiDUg+Wc)     ^' 

ebenso 

ll,=2Co8i6SiDiaSinJc+Co8i(a+6+c)|l ^in  i(a  +  6  +  c)    >' 


1 


Denkt  maD  sich  ßber  die  Gleichungen  (150)  noch  die  erste  des 
Systems  (152),   nimiich  die: 


(182) 


tg^=^^5^^^ 


m 


gesetzt»  and  vergliificlit  die  zweiten  TheUe  dieser  vier  Gleichungen 
mit  jenen  (IcO»  ^^  bemerkt  man,  dass  sie  sieh  der  Reibe  nach 
nur  in  den  Nennern  von  einander  unterscheiden.  Konnte  man 
also  beweisen,   dass 

ilf=tgrtg(>ilf', 

Mx  =  tgritg^ilf/, 

^'^  ^  M.=tgratg^J/^', 

ist,  so  wGrde  daraus  auch  die  Gteichfaeit  der  ersten  Tbeile  der 
genannten  Gleichungen,  folglich  auch,  dass 

(158)  d'=id,    cf|'=:Ji,    €2a'  =  Ja.    d^' ^h 

IH,  Mgeo«  Mit  Röcksicht  darauf,  dass  jedes  Dreieck  das  Pobir- 
draiecfc  seines  Polardreieekes  ist,  könnte  nan  alsdann  noch  wei- 
te schlieafleDi  dass 
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(159)  d=d\,  rfx=V.    rfa  =  V'    ^  =  V 

ist,  und  mao  hätte  folgenden  merkwürdigen 

Lehrsatz. 

r 
• 

Die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  eineni 
sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  Ton  den 
Mittelpunkten  seiner  vier  Beruhrungskreise  sind  der 
Reihe  nach  glefch  den  correspondirenden  Entfürnup^ 
gen  des  Mittelpunktes  des  dem  Polardreieck  einge- 
schriebenen Kreises  von  den  Mittelpunkten  der  dem 
Poiardreieck  und  seinen  drei  Nebendreiecken  umschrie- 
benen Kreise,   und  umgekehrt. 

Indem  wir  nun  zu  dem  Beweis  der  Gleichungen  (l'),  welcher 
uns  erst  in  den  Besitz  des  vorstehenden  Lehrsatzes  bringen  kann, 
übergehen 9  bemerken  wir,  dass  es  nur  nothwendig  und  schon  hin- 
reichend ist,  die  ersten  zwei  derselben  zu  veriOciren,  indem  die 
dritte  und  .vierte  Gleichung  dieselbe  Relation  wie  die  zweite  Gtei- 
chung  ausspricht,  nur  in  Bezug  auf  je  eine  andere  Seite  des 
Dreteckes  ^fiC. 


..,..       .  •     8.  7L        .        . 

Beweis  der  Gleichung  M  ^igriggM'  oder,  wenn  man  fBr 
M  und  M'  die  Werthe  aus  (151)  und  (i')  setzt,  dabei  bedenkend, 
dass 

2Sin|cSin|6Sin.ic 

ist.  Beweis  der  Gleichung: 

^^     ,^     ,.^^     1        ^     w.i.v.i.  2SiniaSinJ6Sinic, 
,     2CosioCosl6Cosic  — CQsi(a  +  4  +  c)ll+-n.--^,       '    .     '   } 

_  Sin.l(6  +  c  — «)SKnU«-fg  — MSinj(/i  +  6>~c) 
2Cos  JaCos.i6Cosic8in.i(a  +  ^  + c) 

~  1  +  CosHa  +  CoaV,b  +  Cosg.lc         ^Sini^Sinj^Sinjc 
+  2CosioCosi^Cosic  '^"•'     Sini(a  + 6 +€?),'• 

Wir  fuhren  den  Beweis  durch  Transformation  beider  Tbeile 
der  Gleichung,  das  sich  zu  beiden  Seiten  als  gleich  ergebende 
jedesmal  weglassend,  bis  wir  zu  einer  identischen  Gleichung  ge- 
langen« Um- diiese  Transformation  ausführen  zu  kdnnen^^,  md 
einige    vorbereitende   Rechnungen    notb wendig.     Setst  wtOM' 
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AbkfirsiiiiglSisUar-f^'f  d)  ss'o?,  «o  ist  mit  Rtlcksteb«  «af  die  IGlet' 
clitii%e»  (Iß)  §.  Jl.; 


if 


ii 


folglich.: 
'XmÖ         Siui(*  +<J— fl)SinJ(a+c— 6)  SinUa  +  6  -c) 

worin  mal»,    weil.  \  '-;       :    - 

; ..     4iJi^^  ==  Sin  ia  SiD  Ib  Sio  ic  (Cos  Ja  Cos  Ib  Coslc^ 

ist»  statt  ^|^2^3  ^"^^  ^^'*  setzen  kann; 

Ferner  ist  .      • . » 

•  ^i4/4i?(Cösla«osl*Cos;c)(CosicSlnJaSini*), 

2l|^^,  =£ (Cos  ia  Cos  ^6  Cos  1^)  (Cos  46  Sid  ia  Sin  i<;)  ^     I 

i/^z/a  =:(Cos  ia  Cos  i*  Cos  Je)  (Cos  ia  Sin  46  Sin  ic) ;  / 

QQd  wen^  man  diesQ  drei  Gleichungen  addirt,  dabei  auf  die  in 
$.32.  eingeführte/ schon  öfter  mit  Vortheil  verwendete  Bezeich- 
AQQg  iifcbtel>  so.  erhält  man: 

^i^a  +  ^i^5+-^2z/8=:-^'{^'-Cosi(a  +  6+c)t, 

und  hieraus  folgt: 

(n')         Cos4(a  +  6  +  c) =^^- '   ^  ^/    ' ^^ . 

Führern  wir  nun,  unter  Anwendung  der  Gleichung  (n^O*  die 
Buchstaben  ^/  auch  Im  zweiten  Theil  der  zu  beweisenden  Glei- 
cbniig  efn»  so  gewinnt  |d^rs<elbe  folgende  Gestalt:     ' 

--l  +  Cos»ia  +  Co8ai6  +  Cos«ic,,  ,  %d^ 

+  ' 2^"^ (^  +  "F^^ 

'.'..••■  ■    ■  ''  . 

iw  erste  Glied  dieses  zweigliedrigen  Ausdruckes  ist  auch  gleich 


•     #■ 


2//'- !  ^5? (^  +  2^  +  2Co8 i(a  +  6  +  c)  I  (1  +  — ), 
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w«ldi««  W#rth!üaft  i^ieh  an  desMB  SMIe  >g^«totil  «r^dmlmt  Mf. 
Soll  nun  die  behauptete  Gleichung  richtig  sein,  ft^^ügli,  Wfüdth 
erste  Theii  offenbar  gleich 


r 


2^' -  Co«  i(a + 4  +  «)  (1  +  %-) 

•  ■    *        •       ■    ■         .    •       y 

ist,  folgende  Gleichung  identiscii  erßtllt  sein: 

^/  ^a^     r    u    .K^  ,  ,  >-l+Co8«ia-|-Cosnft+Cas^cIn 
— 2^(ar+2^  — Cosl(a+6+c)+- — ^^^i =0, 

oder  ancb»  wenn  man  mit  %d'  multiplicir^: 

— «(ar+2^— 2^'Cosl(«+6+c)--l+Cos«Ja+Cos«i6+Coi^id^a 

Den  Beweis  fiir  diese  letzte  Gleichung  können  wir  auf  fol- 
gende einfache  Art  fuhren: 

Es  ist  x=:dx-\-^%'{'^z — ^*   folglich: 

setzt  man  in  die  letzte  Gleichung  statt  x  und  a^  diese  Werthe, 
ebenso  f&r  2z/' Cos  i(a -f  6 -f  c)  seinen  Werth  aus  (n')»  so  er- 
hält man: 

—4^'« 

— 2(1— Cos«ia— Cos*l*  —  Cos«Jc)  =0 
oder 

4*— ^1*— ^«•--^8*-2^f*=l— Cos«la-Cos«J6-Cos«lc, 

und  diese  Gleichung  ist  als  identisch  leicht  su  erirenoeB,  detfH 
man  hat: 

^  =:Sin«iaSin*16Sranc  =(l— Ces«iii)(l— Cos«i6)(I— Cas«Sc), 
^^« = Sin«i«Cos«i*Cos*Jc = (I — CosSa)  Co8«i*  Cos«Jü. 
4j«= Sin«J6Cos^laCo8*lc=(l— Cos«i6)Cos«4«Co8«jc, 
^,«=Sin»4cCos«4aCo8*i6=(l— Coä*Sc)Cos»laCos»46 

oder 


+  (Co8«laCo8«16  +  Co8«iaCo5*ip  +  Co8«i6Co8«ic)— -J'*, 

^i«=  Cos«i6  Co8«ic  —  .j/'«, 

< 

J^  =z  Cos«ia  Co8«lc — -^'•, 
^,« = Cos«ia  Cos«i6 — J'*; 

werden  nun  die  letzten  drei  Gleichungen  addirt  und  die  Summe 
Ton  der  ersten  subtrahirt,  so  folgt  unmittelbar: 

womit  also  auch  die  am  Eingane  dieses  Paragraphen  aufgestellte 
Gleichung  bewiesen  Ist. 

«.72. 

Beweis  der  Gleichung  M|=tgr|  tg^ü/i'  oder,  wenn  fifr  St^ 
und  Ml'  äie.  Werthe  auis  (157)  und  ;(i^)  gesetftt  werden,  dabei 
berücksichtigend  9  dass 

2 Singer  Cos  i6  Cos  ic 
*«'''*S^^~SioI(a+6  +  c) 

ist»  Beweis  der  Gleichung: 

2CoslaSini6Sinlc+Co8i(a  +  *  +  c){l--?^^^^i?} 

_  Sin  lib  +  c-  ä)  Sin  l(a  +  c— 6)  Sin  Ka  +  b-  c) 
"^  SiniaSin;6SinicSmi(«  +  6-|^c) 

1+Co8^fl~(^o6«'6— Cos«ic.|      2SiniflCosi6Cos}c 
■*■         2  Cos  Ja  Sin  i6  Sin  ic         '  SiDi(a  +  6  +  c)      '' 

Vertauscht  man  in  dem  Producte 

^  mit  — Jit  also  — J  mit  ^|,  so  ändert  sich  dasselbe  nicht, 
denn  dtr  erste  Factor  bleibt  absolut  derselbe»  der  zweite  verwan- 
delt sich  in  den  dritten»  der  dritte  Factor  in  den  zweiten  und 
beide  ändern  gleichzeitig  das  Zeichen.    Da  nun  ferner 

M  dMwf  Vertaüschung  ebenislls  «ageänderi  bMfot^  so  kann  iliaa 
di«elbe  auch  ini  aveitM  TftuAk  der  GMckiiig  (n^)  YtinMhtaie», 


«9  Omf$f44n§€f:  Dm  90kärt$ae  BnMk 

«feiP#  4f«  d^MilMft  MÜ  deM  erilwr  Tlidi^  fvddbcr  iKgip  Pt»: 
4n^  4;l#Mi  M^  ZM  «t)!^re0,  nnA  suui  erbilt  sofort  aadb: 

^^g^i  55  (Siti|aCooi6Cosic)(Co«iaSiiii6Siiiic)* 
iMt«  «tott  d^^%  ftucb  ^1^^*  oetzeo  kann. 

^^,  B:(Co«USin!6Sinic)(CooJcSiniaSin|6), 
^^9  Es(OoiiiaSlnt68inic)(Co8i6SmiaSinic), 
W«^,ie(Coii;aSlni68inic)(Co8ia8inl6Sio^c); 

W0r(l9tl  nun  tlla  kwqI  «riten  dU«er  Gleichangen  addirt  und  hier- 
viMl  du  drilto  «ubtrAhirt,  «o  sieht  man  leicht,  dass 

Ut«  waran«  folgt  i 
(pO        r«ai(ii  +  6  +  r)a ^ 5X_«_1. 

MU  llUtV  d^r  «Itf^Whnnjr  (<>')  ^rhKlt  der  aweite  TheU  der  an  be- 
weWi«lid%a  tilikli«iiK  hkht  folgende  Gestalt: 

+  — -^—i4P K\-—y. 

4aa  ef«t«^  (%IM  tM^sN^  i^<VtB<Jh^f»  AMdnKl»s  ist  TcnaSge  4sr 


t:^^h^_^*A^  ♦  4ur^^-4Jr(Jr~tJ^>€ssi{sl^>*^>c> 


=  44r^<l^^)  }^,jr^a^>^iCWi,sO+^}. 


SSM  •Isassi  w^tafÄ  sär  ssaÄ  jpwä  sk  #k  ^^e^^ 

SS  ijjSitmSl      SMISMS  As 
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so  mos«  offenbar,  das  ohnehin  Gleiche  der  so  transformirten  Glei- 
ehung  aaf  beiden  xSeiten  weglassend«  folgende  Kestgleichang 
identisch  erfüllt  sein : 

X    ,      o>#x.r     w    .,  ■    .  .  l4Cos<ia-Co8<ift-Cos<ic_^ 

oder  wenn  man  mit  1A^  nioltiplicirt  und  das  letzte  Glied  trans- 
portirt : 

a?(a:— 2^1)— 2z/^Cosi(a+ft  +  c)=l+Cos«ia— Cos«ift— Cos«ic, 

oder  wenn  man  (lir  CosKa-f-^ -l-c)  seinen  Werth  aas  (p')  setzt: 

ai»— 2z/,a:  +2(^''«+-^^a+-^-^8-^i-^8)  =  l+Cos«la-Cos«lft-Cos«lc. 

Wenn  man  bedenkt»  dass  ;r=:^| -f-^s  +  ^s  —  ^»   ^^^ 

so  gebt  der  erste  Theil  der  za'  beweisenden  Restgleichong  nun 
über  in: 

—2^1«  ' 
+  2^^a, 

und  wenn  man  hierin  reducirt»    so  erhält  man  mit  dem  zweiten 
Theil  in  Verbindung  folgende  zu  beweisende  Gfeichung: 

2^  -  ^1*  +  ^a*  +  -^8« + 2J"^ = 1  +  Cos«ia  —  Cos*lft — Cos^ic. 

Da  nun  nach  dem  Scbluss  des  vorigen  Paragraphen: 

i/«-^i«=l-Cos«Ja-Cos«ift-Cos«ic+Cos«iaCos«iHCos*iaCos«ic, 
^i*+^8*=  Cos«iaCos«i6  +  Cos«iaCos«ic— 2ii'« 
ist,  da  femer 

ii*^=r(CosiaSiniftSinic)«=  Cos»ia(l— Cos*i6)(l  — CosV) 
oder 

2^"* = 2  Cos«la — 2  Cos^ia  Co8«ift — 2  Cos«ia  Cos«Jc  +2J'^ 

ist,  so  überzeugt  man  sich  leicht  durch  directe  Substitution,  dass 
der  erste  Theil  obiger  Restgleicbung  mit  dem  zweiten  identisch 
ist,  womit  also  auch  unsere  Aasgangsgleichung  bewiesen  ist 
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5.  73. 

Da  nunmehr  die  Giltigkeit  der  Gleichungen  (1')  sich  bewahr- 
iieitet  hat,  so  gelten  auch  die  Gleichnngen  (158),  (159)  oder  der 
durch  dieselben  ausgesprochene  am  Schlüsse  des  §.  70.  aufge- 
führte Lehrsatz.    Die  Gleichungen  Qt!)  gehen  sonaeh  ober  in: 


(160) 


80  dass  also  zur  Berechnung  der  14  Distanzen  d,  d^;  dg^di'; 

da»  V;  <^8>  V;  ^19  di^9  ^«»  d^^l  ^8»  ^^  H-elche  paarweise  ein- 
ander gleich  sind,  nur  die  Bestimmung  der  7  Hilfsgrössen  M,  Mi, 
ü^a»  M^,  M|,  Msi  Mg,  welche  öberd\ess  durch  die  aus  (157)  leicht 
nachweisbare  Relation 

auf  6  vermindert  werden  kann,  noth wendig  ist. 

Dass  fibrtgens  d^znd  ist,  kann  auch  leicht  aus  den  syntheti- 
schen Betrachtungen  des  §.  47.  gefolgert  werden.  Verbindet  man 
die  Mittelpunkte  des  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen  und 
umschriebenen  Kreises  mit  dem  Kugelmittelpunkt,  so  ist  der  ron 
diesen  Radien  eingeschlossene  Winkel  gleich  d,  und  da  diese 
Radien  auf  den  Ebenen  der  genannten  Kreise  senkrecht  stehen, 
so  ist  auch  d  das  Maass  des  Neigungswinkels  dieser  beiden  Ebe- 
nen.' Ebenso  ist  d'  das  Maass  des  Neigungswinkels  der  Ebenen 
des  dem  Polardreieck  A'B'C  eingeschriebenen  und  umschriebe- 
nen Kreises.  Da  nun  in  dem  citirten  Paragraphen  nachgewiesen 
wurde,  dass  die  Ebene  des  dem  Hauptdreieck  eingeschriebenen 
Kreises  mit  der  Ebene  des  dem  Polardreieck  umschriebenen  Krei- 
ses und  umgekehrt  parallel  ist,  so  sind  die  genannten  Neigungs- 
winkel einander  gleich,  mithin  auch  d'  =  rf.  Ebenso  leicht  iSsst 
sich  begreifen,  dass  di'^i^  ist.  Es  ist  nur  noth  wendig,  sieh  z« 
▼ergegenwärtigen,  dass  das  an  der  Seite  d*  des  Dreieckes  A^B^O 
liegende  Nebendreieck  seinen  Abmessungen  und  sein^  Lage  naeh 
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da«  Polardireieck  des  an  der  Seite  a  des  Hauptdreieekes  ABC 
liegenden  Nebendreieckes  ist.  Die  Ebenen  des  dem  ersteren 
Dreieck  eingeschriebenen  und  des  dem  letzteren  umschriebenen 
Kreises  sind  also  parallel.  Die  Ebenen  des  dem  Polardreieck 
ABC  umschriebenen  und  des  dem  Bauptdreieck  ABC  eingeschrie- 
benen Kreises  sind  aber  auch  parallel,  folglich  ist  die  Neigung 
der  £YTei  ersten  Ebenen  gleich  der  Neigung  der  zwei  letzten. 
Diese  Neigangen  werden  aber  beziehungsweise  durch  die  sphS« 
rischen  Distanzen  di'  und  di  gemessen,  folglich  ist  di'z=:9i. 
Die  übrigen  Gleichungen  in  (158)  und  (159)  sind  nun  von  selbst  klar. 

§.  74. 

Da  das  Perpendikel,  welches  man  vom  Mittelpunkt  des  einem 
sphärischen  Dreieck  umschriebenen  Kreises  auf  eine  Seite  fallt, 
diese  Seite  halbirt,  so  ist  offenbar  der  sphärische  Bogen  D|, 
welcher  die  Mittelpunkte  der  einem  sphärischen.  Dreieck  und  einem 
seiner  Nebendreiecke  umschriebenen  Kreis^  verbindet,  der  Summe 
oder  dem  Unterschiede  der  beiden  Perpendikel  gleich,  welche  auf 
(Be  gemeinschaftlicfae  Seite  gefällt  werden ,  je  nachdem  die  bei 
den  Mittelpunkte  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite 
der  den  beiden  Dreiecken  gemeinschaftlichen  Seite  liegen.  Ist 
diese  Seite  a,  so  ist  das  eine  Perpendikel  pi;  bezeichnen  wir 
das  zweite  mit  ^i ,   so  geben  die  Formeln  (124) : 

tgft=±SiniatgJ(Ä  +  C~^),    tgVi  =  4rSinlaigliBi  +  Ci^A). 

oder  statt  der  letzten  Gleichung 

tgVi  =  T  Smlatgi(A+B+C), 
oder,  wenn  man 

m  =  Siniaigl(B+C'-A),    it  =:Siniatgi(^  +  JB+C) 

setzt: 

tgpi=±w»,    tg|^i=T»; 

wobd  in  jedem  Falle  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen 
ist,  je  nachdem  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  umschriebenen 
Krebes  bezüglich  der  Seite  a  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
oder  anf  en^egengesetzter  Seite  liegt  Cm  also  aus  diesen  zwei 
Perpendikeln  pi ,  i^^  die  Distanz  D^  der  beiden  Mittelpunkte  be« 
stimmen  zu  können,  ist  unumgänglich  nothwendig.  Ober  die  Wahl 
dieser  Vorzeichen  in  jedem  Falle  entscheiden  zu  können,  wozu 
VIS  die  folgendett  Betrachtungen  beßbigen  werden.  -*  Aus  dem 
(.51,  wird  iloleuchtend,  dass  der  einem  Dreieck  ABC  umsehrie' 
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bene  Kreis  seinen  Mittelpunkt  mit  dieeem  Dreieck  auf  derselben 
Seite  von  a  hat  oder  Hatis  Dreieck  und  Mittelpunkt  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  von  n  liegen,  je  nachdem  A  ^  B  .+  C  ist.  Der 
Mittelpunkt  des  dem  an  n  liegenden  Nebendreiecke  umschriebe- 
nen Kreises  wird  also  ebenfalls  mit  diesem  Dreieck  auf  derselben 
Seite  von  a  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegen,  je  nach- 
dem A^Bi-\-Ci  oder,   was  dasselbe  ist,   je  nachdem 


ist.  Man  hätte  also,  um  über  die  Lage  der  genannten  Mittel- 
punkte, respective  über  die  Lage  der  beiden  Perpendikel  pi,Pi 
zu  entscheiden,  folgende  vier  Ffille  zu  discutiren; 


1)  ^<ß-^Cund  ^  +  B+ C<2.180o, 

2)  A<.B+C    „    vl-|-B+C>2.180". 

3)  A>.B+C    „     ^  +  Ä-^C<2.l80o, 

4)  ^>B.+  C    „     ^-|-ß  +  C>2.180", 


i 


ich  erweist.    Denn 
,  folglich,   da  A  stets  klei- 


vnn  welchen  sich  jedoch  der  vierte  als 
ist,4>B+C.   so  ist  2^>^  +  ß-|-C, 

ner  als  18(F  ist,  um  so  mehr  A  +  B +  C <.2.im°,  so  dass  die 
Anzahl  der  zu  betrachtenden  Fälle  mit  dem  dritten  abgeschlos- 
sen ist     Gehen  wir  nun  diese  drei  Fälle    der  Reihe  nach   durch. 


Erster  Fall.     Der  Mittelpunkt  des   dem   Hauptdreieck  i 


'nen  Kreises  liegt  i 
Der  Mittelpunkt  des  dem  an 
henen  Kreises  liegt  mit  dit 
beiden  Mittelpunkte  liegen 
von  a.     Also  ist 


if  derselben  Seite  von  a. 
a  liegenden  Nebendreiecke  nmschrie- 
sem  auf  derselben  Seite  von  a.  Die 
;onach    auf  entgegengesetzten   Seiten 

und    D,=p.  +Vi- 


lgp,  =  +  m,    tgt.,= 

Zweiter  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieck  um- 
schriebenen Kreises  liegt  mit  diesem  auf  derselben  Seile  von  a. 
Der  Mittelpunkt  des  dem  Nebendreieck  an  a  umschriebenen  Krei- 
ses liegt  in  Hinsicht  dieses  Dreieckes  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  von  a.  Die  beiden  Mittelpunkte  liegen  also  auf  derselben 
Seite  von  a,  und  zwar  auf  derjenigen  Seite,  auf  welcher  das 
Hauptdreieck  liegt.     Also  ist 

nicht   p, — px,    wie    sich    auf   folgende    Art   zeigen    lässt:     Well 
^<ß+C,  so  ist  ^  +  ß-fC<2(fi+C').  also  auch  l8ö''<2(ß-hC) 
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oder  fiOo<^-^C;  da  aber  A  stets  kleiner  als  ISO^  ist»  so  ist 
\A  <  90^5  und  also  um  so  mehr  IA<^B  -{-C.  Zieht  man  dieie 
Relation  von  A^A  ab^  so  folgt  lA"^  B -i- C ■— A,  also  um  so  mehr 
9(y>>Ä+C— ^,  W>l{B-k-C-'A).    Es  ist  also 

woraus  ersichtlich,  dass  dieser  Bogen  im  ersten  Quadranten  liegt 
Aas  der  Voraussetzung  -^ +  Ä  +  ^^^3'lgOo  folgt: 

i(-^  +  Ä  +  C)  ^  2700» 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  dieser  Bogen  im  dritten  Quadravt^n 
liegt,  während  der  Bogen 

i(^  +  Ä+ 0-1800  >Jp^ 

im  ersten  Quadranten  liegt  und  mit  dem  unmittelbar  vorhergeben- 
den  dieselbe  Tangente  hat.     Die  beiden  Bogen 

liegen  daher  beide  im  ersten  Quadranten  und  man  darf  also  aus 
der  von  selbst  ersichtlichen  Relation 

i(fi+C-^)>i(^  +  Ä+C)— 1800 

aoch  sehli essen,  dass  die  Tangente  des  ersten  Bogens  grosser 
ist  als  die, Tangente  des  zweiten,  mithin  ist  auch: 

tgi(fi+ C-^)>tgJ(^  +  fi  +  C), 

und  um  so  mehr,  da  Sin^a  stets  positiv  und  kleiner  als  l  ist. 

Dritter  Fall.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Hauptdreieck  um- 
schriebenen Kreises  liegt  in  Hinsicht  auf  dieses  Dreieck  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  von  a.  Der  Mittelpunkt  des  dem  Neben- 
4c€ieck  an  a  umschriebenen  Kreises  liegt  mit  demselben  auf 
einerlei  Seite  von  a.  Die  beiden  Mittelpunkte  liegen  sonach  auf 
derselben  Seite  von  a,  und  zwar  auf  derjenigen  Seite ,  auf  wel- 
cher das  Hauptdreieck  nicht  liegt,  also  auf  der  entgegengesetz- 
ten Seite   als  im  zweiten  Fall.    Also  ist 

*gj»i  =— ^»»    tg;>,=  — n  und   D,==|fjr— />!, 
nieht  pi  —  Vit  wie  auf  folgende  Art  einleuchtet:    Weil  ^>i8-f-C, 
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so  ist  2i4>i4  4^+C'>180o,  also  um  so  mehr  A>>W,  folglich 
B<90o,  C<90<>,   und  demnach  aach  A-^B^-CK.W^,  ao  dass 

im  ersten  Quadranten  liegt,    fi'erner  Ist  der  Voraussetzung  nach 

i(J  +  B  +  O^90^. 
so  dass  dieser  Bogen  im  zweiten  Quadranten ,  aber  jener 

im  ersten  Quadranten  liegt  und  mit  demselben  einerlei  Tangente 
hat>  nur  mit  positivem  Vorzeichen.    Da  nun  augenscheinlich 

180o-i(4  +  Ä  +  C)>i(^-Ä-C), 

80  besteht  dieselbe  Relation  zwischen  den  Tangenten  dieser  Bo- 
gen »,d«b.  es  ist  —  »>  —  m>   folglich  um  so  mehr 

tg|?i>tgpi,    Pi>pt. 

Bedient  man  sich  zur  Berechnung  von  tgD^  aus  tgpi,  igVi   der 
bekannten  Formel: 

so  findet  man  in  allen   drei  FSlIen  gleich: 


tgD.  =  ^ 


mn* 


60  dass  man  nur  nothig  Jiat,  die  Rechnung  fär  einen  dieser  Fälle, 
z.  B.  für  den  ersten  durchzufuhren»  um  eine  för  alle  F&lle  giltige 
Formel  zu  erbalten.    Diese«  soll  nun  geschehen. 

Weil  bekannUich 

Sin(jr— •) 
tg;r-tgy  =  gjj^^^. 

so  wird 

IM— >iis=Sin4s 


Cosi(.4  +  Ä+OCosi(ö+C-J)' 
oder  auch»   wenn  man  bedenkt»   dass 

— CosiM +*  +  C)  Co8i(Ä+ C- J)  =  SiB«i«SuijrSin  C 
ist: 
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Sio  A 

'"'"'*""  Sin iaSinJBSinC^' 

Ferner  ist 

1  +  mn 

Cofii(^+^+C)Cosi(/5?+C~^)   SinU^+/^+C)Sini(/?+C--^) 
— *  Sin  JB  Sin  C  '  C^osliA^B^CiOoBliB^C-Ä) 

oder 

Sin  JBSfn  C— Sin  i(il  +  B+ C)  Sin  4(B+ C  -  ^) 
^+™'  =  — "^ SliT&SÜ^C ' 

aadmitRiiGksichtauf  die  folgende  allgemeine  goniometriecbe  Formel: 

SlnySinz  =  Sinl(^+y+«)Sini(y+z— ar)+SinJ(ar+2;— y)Sini(ar+y— z): 

SinJ(^+C-fi)Sini(^+B-C). 


1  -f-iiin  = 


Sin/?  Sin  C 


setzt  man  nun  die  für  m — n  und   l-f  ^^  gefundenen  Werthe  in 
den  obigen  Ausdruek  för  ig  D| ,  so  erhält  man  mit  Leichtigkeit : 

^      Sini4  1 


Sifijo*  SinJ(^+C-^)Sini(il+B-C) ' 

m 

und  ebenso 

(162)      \  Sing  1  

*S"a~Sinl6'Sini(Ä+C— -^)Sini(^+fi--C)' 

Sin  C 1 

**'^»~-Si^'Sinl(Ä+C-.4)Sini(^+C-Ä) ' 

wobei  D2  und  Dg  die  analogen  Distanzen  des  Mittelpunktes  des 
dem  Uauptdreieck  umschriebenen  Kreises  von  den  Mittelpunkten 
derjenigen  Kreise  bezeichnen,  welche  den  an  b  und  e  liegenden 
Nebendreiecken  umaichrieben  sind. 


§.  75. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  einem 
sphl&rischen.  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  von  den  Mittel- 
punkten der  seinen  drei  Nebendreiecken  eingeschriebenen  Kreise 
mit  />|,  D^,  D^y  so  dass  diese  Distanzen  mit  der  Reihenfolge  der 
Seiten  a,  b,  c  einerlei  Ordnung  befolgen >  so  haben  wir  in  $.  9. 
gebuden : 


88  Onferdinger:    Das  sphäriiche  Dreieck  eie. 

f    n         Sing    1 

^^^*  "■  Üösil*  Co8l(a+c-6)  Co8j(a+6— c) 


(10) 


,  n       S'"^    ? 

lg  1^1  —  Cj,^  1  £f  •  o^g  i(6+c— a)  Cos  i(a+ft— c)  * 

*   n  -  Sine    1 

tg  ^5  —  Cos  i  c  •  Cosl(6 + c-a)  Cos4(a+c— 6) ' 


Beseichnen  wir  die  ähnlichen  Distanzen  für  das  Poiardreieck, 
mit  Beibehaltunfl^  derselben  Ordnung,  mit  Di  j  D^p  D^',  so  er- 
hält man  dieselben  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  offenbar, 
wenn  man  alle  im  ^zweiten  Theil  vorkommenden  Buchstaben  mit 
Strichen  versieht.  Geht  man  alsdann  mit  Hilfe  der  bekannten» 
in  §•  16«  aufgeführten  Relationen  von  den  Seiten  and  Winkeln 
Jes  Polardreieckes  auf  die  Seiten  und  Winkel  des  Hauptdreieckes 
larück,  so  ergibt  sich : 

*  n/«51ail ! 

i«^  - Sini«  Sin4(J+C-fi)Sinl(i<+B-0 ' 

toi^^^SinC 1 

^^  -^EinicSinKB+C^AiSlnKA+C-B)^ 

Vwgleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  jenen  (MS),   so  sieht 

(IW)  A'=I>i»    Ä,'=D„    flb'=I>,' 

ist»   «ad  da  vo«  den  xwei  Dreiecken  ABC  md  A^B'O  iimier 
eiMS  als  das  Polardreieck  des  andern  m  betraclitmi  ist,  se  ist  aacb: 

(105)  A  =  i>i\  Ä,^i>t'»  A=i>»'; 

ts  gilt  dalMT  felgeader 

L^lifsalx. 

Die  Ealferiiiiafea  des  MittelpvBktes  des  eisern 
s|»lUifis€lies  breierk  swselifiekeses  Kreises  vea  des 
Mittelpssktes  der  i»e)ses  drei  Kekesdreieekes  am* 
sekrlekeses  Kreise  sied  der  Relke  ssek  irleick'des 
Esiferseeyes  de»  M)ttel|^esktes  de$  deaT  PeUrdrei- 
eck  eiMfesekriekeses  Kreises  ¥es  des  ]|littel|iaBkt#B 
der  selses  drei  Nekesdreletrkes  eU^e^rkriekesee 
Kreise»   uad  ssi|(ekekrt 


Vnftrdinper:  Zu  Grüner rt  KbhandL:  D^  sphär,  Dreieck  eic.69 


III. 

Neuer  Beweis  des  von  Herrn  Grunert  in  der  Ab- 

handlong: 

Das  sphärische  Dreieck  ^  mit  seinem  Sebnen- 
dreieck  verglichen ,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
Geodäsie.  Neuer  merkwürdiger  Lehrsatz.  Ar- 
chiv. Tbl.  XXV.  S.  197. 

gegebenen  Theorems: 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger, 

Lehrer   der   Bfathematik   in    6em^li,    österreichischen   Kriegs- Marine, 
eingeschitfl  auf  Sr.  Maj.  Propeller -Fregatte  Donau. 


In  der  vorhergehendeD  Abhandlung  haben  wir  in  §.  44.  cur 
Berechnung  der  Winkel  A,  B,  C  des  einem  sphärischen  Dreieck 
ABC  entsprechenden  Sehnendreieckes  aus  den  Elementen  des 
sphärischen  Dreieckes  unter  andern  folgende  allgemein  giltige 
Formeln  aufgestellt: 

Cos  A  =  Cos  la  Cos  (A —  i«) , 

Cos  B  =  Cos  i6  Cos  (fi—  Is) , 

Cos  C  =  Cos  Ic  Cos  (C—  U). 

Aus  diesen  Formeln  lässt  sieh  nun  mit  Leichtigkeit  Herrn  Grü- 
ner t's  Theorem  9  welches  sich  auf  ein  Dreieck  mit  sehr  kleinen 
Seiten  bezieht  und  von  demselben  a*  a.  0.  auf  andere  Art  ent- 
wickelt worden  ist,  ableiten,  was  im  Nachfolgenden  gezeigt  wer- 

Aus  der  ersten  der  obigen  Gleichungen  folgt: 

Sin«A  =  1— Co8«iaCos«(/l— 10 
öder 


Vnferdlnger:    Zu  Grunerfs  Aö/inndlung : 


Siu*B  =  Sin''(Ä-ie)  +  Siii»i6Cos''(ß— It), 
Siii'f  ^  —  le)    1  +  S 


"Sin^Cß— iO'  I  +Siii«i6ctg'(B— Je)' 


oder  mit  VeniachlSseigung  von  tirüssen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreieckes   von  der  vierten  Ordnung  sind: 


SinA_Sin(^— je)    l  +  la^ctt-\A—l() 
Sin  fi  ~  Sin  (fi—  i«) '  l^ilflctgHB  -  le) 

_Sin(A 


"Sin(fi-i«)' 


;)!il-i6«ctg»(B-i«)) 


i 


Weil  A—hc  =  (A  —  U)—ls,  B~li  =  (B-lt)—\B  und  e  in 
Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreieckes  von  der  zweite» 
Ordnung  ist,  so  ist  bis  auf  tir<isa|kdeT  vierten  Ordnung: 

S\D(A—U)  =  Siu(,A—le)~itCo8(A—\t). 


Sm(J?— iO  =  Si 
mithin  mit  demselben  Grade 

i(ß- 
der 

■)    1 

-iO-]ECo8(ß- 

Genauigl<eit: 

-!■); 

SlnM-i.)     SiB(J_, 
Siii(ß  — i£)     SiniB-i 

Sio(J-J 
Siii(ß-J 
ist  daher  auch : 

I| 

-S.etg(B-i.) 

■1 

Ei 

>- 

-I<etg(,l-l.)+iielg(ß- 

-i.)l. 

ii^=Sh',Sa-wi  '-i".g(^-i.)  +  i.ctg(B-i.)i ,, 

X|l  +  i<i«etgi'(J-:!)-ii'clg'(B-i<l'.J 
oder  bis  auf  Grössen  der  vierten  Ordnung: 

+  Jo>ct8»(J-ii)-i4'ctg'(a-j.)l. 
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Wenn  man.  nun  bedenkt,  dass  mit  Vernachlfissigung  von  Grös- 
sen, welche  bezCiglich  der  Seiten  des  sphärischen  Dreieckes  von 
der  vierten  Ordnung  sind: 

"  "'**  SloBSin  C  '    "  "'**  Sin^SioC 
ist,  wenn  man  ferner  zur  Abkfirzang 

iir=ctg(/l-ie)- ctg(Ä— J«), 

_y     S\n(A—lt)  .  Sin  (B  —  js) 

^=SiD/?SinC"*g'<^ - •*> -  SinJSinC'^*g'<^-'^> 


setzt,   so  wird 


SinA       SinM-jg) 

SliTB  =  Sin  (Ä  --W '  ^  ■"  ^'^^~  ^^ ' ' 


■nd  die  Gfeichang 


SinA_Sin(i<— je) 
SinB~Sin(Ä— i£) 


wird  bts.  auf  GrOssen  der  vierten  Ordnung  richtig  sein,  wenn 
M—N  bis  auf  Grossen  der  zweiten  Ordnung  gleich  Null  Ist. 
BI3  auf  Gr9ssen  der  zweiten  Ordnung  Ist  offenbar : 

ilf=ctg^-ctgg==~s.^^g.^^. 

Sin -4         .  «  -  SinÄ _^ 

^=sür5shic^*8*^^ss:j5urc^*8*^ 

Cos^^— Cos^Jg         Siri(^~^Sin(2<+iy) 
""Sln^SinÄSinC*^         Sin^Sin^SInC    ' 

oder  weil  genau  ^+JB  =  180«— (C— e),  Sin(il+i?)s=Sin(C— e), 
bb  auf  Grossen  der  zweiten  Ordnung  Sin(244'-B)  =  SinC,  mit- 
hin  auch 

^=^Sin^SinJb  =  ^-    il#-/V=0, 

wodurch  die  obige  Gleichung  verificirt  wird.  In  Bezug  auf  alles 
daraus  Folgende  verweisen  wir  den  Leser  auf  Herrn  Grnnert's 
Abhandlung. 


02  Siurm:   Zur  Auflöi,  der  Gleich.  x^-{-if^^=%*  in  gatm.  ZaJUen. 


IT. 

Zar  AoflSsang  der  Gleichung  x^+y*:=:z^  in  ganzen 

ZaUen. 

Von 

Herrn    J.  B.  Sturm 

in  Regentbarg. 


Nachstdittides  hat  den  Zweck,  auf  den  Zoeammenliang  hin- 
uweieea»  in  irelcheni  die  der  In  Rede  stehenden  Gleidinng  ge- 
nügenden Zahlen  an  den  Drelecksaahlen  stehen»  was  meines  Wie* 
sens  noch  nicht  geschehen  ist  Ich  gehe  hierbei' von  folgender 
LSsang  ans. 

Es  sei  Sw  -f  1  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  kann  äe  in 
die  Oiferena  aweler  Quadrate  verwandelt  werden,  denn  es  ist: 

Es  wird  nun  ^te-l-]  ebenfalls  eine  QnadratnU  sein,  wenn 
iM^l=:(2ii^l)>  gesetat  wird,  worans  ni=2n(n^l)  folgt,  und 
sofort: 

(!in  +  l)i  =  (in(n  +  l)+l>«-(2i,(«  +  l))« 

oder: 

Lassen  wir  3  als  Ae  erste  nagttade  Zahl  gdlen,  m  kSnen 
wir  die  Gleichnag  L  so  anssf^rechen: 

Die  Sannie  der  Quadrate  Yen  der  nten  nngeraden 
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Zahl  nnd  der  vierfachen  ebeosovielten  Dreieckszahl 
ist  gleich  dem  Qaadrate  eben  dieser  am  1  vermehrten 
vierfachen  Dreieckssahl. 

Ist  2m  -f  1  ein  Produkt  aus  zwei  anderen  ungeraden  ZabUsn, 
also  2m -fl  =  (2j9  4- 1)0^9  + 1)>  yvo  q  ^p  sein  soll,  so  ist  nach 
eioem  bekannten  Satze: 

9 

oder 

(2;,+  l)(29+l)  =  (p+^+I)«-(p-V)' 
und 

(2p+l)  (2^+1)  +  (p-9)«  =  (;i  +  y  +  l)«. 

Das  Produkt  (2/i-f  1)  (2(^-f-l)  wird  eine  Quadratzahl,  wenn  in 
ihm  2i?i^  +  2m  statt  q  und  2it^-f-2n  statt  p  gesetzt  wird;  man 
erhält  sodann : 


2 


II.  (2;„  +  i).(2„  +  l)«+[4Ü^-4?i^>] 

=  [4=^^  +  45^+1]«. 

Es  hat  nicht  «die  mindeste  Schwierigkeit »  auf  analoge  Weise 
(2ii-|-l)^(%>  +  l)^(2<7  +  l)^  in  die  Differenz  zweier  Quadrate  zu 
▼erwandeln;  es  soll  jedoch  davon  Umgang  genommen  werden,  da 
das  Vorstehende  genügt,  um  den  Eingangs  erwähnten  Zusammen- 
hang sehen  zu  lassen. 


Zur  Theorie  der  periodischen  Dalmal&rüche. 


Zur  Theorie  der  periodischen  Bezimalbrüchi 


Herrn    J.    B.   Stur 
in    liegen. I.nrg. 


Selbst  die  besten  Lefirbflcher  haben  eine  Darstellung  der 
Verwandlung  periodischer  l.ezimalbrüebe  in  gemeine,  die  ein  hücbst 
Qberlläseiges  nixt  den  Anfänger  nnr  belästigendes  Elemeot,  nSm- 
lich  die  unendliche  Reibe,  einführt.  Es  läest  sich  aber  dieser 
CebeUtand  leicht  vermeiden,  wenn  man  gleich  von  vom  herein 
bei  der  Vernandlung  gemeiner  Brüche  in  Dezimalbrüche  den  Rest 
mit  in  Belracbt  zieht. 


Es  sei  T    irgend  i 
malbrucb   verwandelt  u 


I  ächter  Kruch: 


ivird   er   in   einen  Dezi- 
n  Dezimalen  berückeich- 


l-0,aßy....t^v+  . 


wo  r  selbstverständlich  den  Rest  bezt 
brach  ein  periodischer,  so  ist  r^^a, 


ebnet.    Ist  ni 
ind  sofort  1 


^:^O.aßy....^v  +  ^^ 


^)  =  0.«,5y... 


^=0.« 


....  fivX 


'eiimal- 

I 


I0-  — 1 


I  sok 


Selbst  fvir  solche  Schüler,  die  den  Gebrauch  allgemeiner  Zahl- 
zeichen noch  nicht  kennen,  hat  das  so  eben  dargelegte  Verfahren 
nicht  die  mindeste  Schwierigkeit;  ich  verfahre  beim  Unterrichte 
solcher  Schüler  ganOhnüch  so: 


■ 
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Zahler      ,  n    .     I      .  **«•*  T« 
j5^j;^  =  l  Dezimale  +-jö-: Nenner; 

ZShIer       an     -      ,       .  R«**  1« 
NiHi^=2  »««naien  +-|ög^ :  Nenner ; 

Zähler       »  r»    •      1       •  '^***  1« 
NiSS^=3  Dezimalen  +jögQ: Nenner; 

u.  s.    f.  M 

bt  nan  der  Dezimalbruch  ein  periodischer,  ond  hat  die  Periode 
liB.  3  Ziffern»  so  ist: 

Zähler  _  Periode       Zähler 
Nenner""    1000    +    1000 
oder 

Bruch  =  -|^  +  jööö  »"Kl"  • 

woraus  auf  der  Stelle: 

Periode 
Bruch  =  -999— 

folgt 


:  Nenner 


VI. 

Ueber  die  Bestimmung  jener  drei. Gleichungen,  welche 
dienen,  aus  gemachten  Ablesungen  am  Limbus  eines 
Winkelinstrumentes    die   Excentricität    desselben    zu 

berechnen. 

Ton 

Herrn  TAeodor  Andres, 

][*k.  Hauptmann  im  16ten  Linien -Infanterie- Regimen  te  so  Prag. 


Um  über  die  Grosse  der  Excentricität  eines  Winkelinstra- 
neoteSy  welches  deshalb  mindestens  mit  zwei  diamentrai  gegen- 
über liegenden  Nonien  versehen  sein  muss,  Aufschliiss  zu  erhalten. 
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.  ,.t  - 


stellt  man  bekanntlich  den  einen  Nonias  beispielsweise  nach  and 
nach  auf  00,  30«,  60o,....  bis  auf  (n-1)^^^,  wo  in  diesem  Falle 

n=12  ist,    und  liest  die  gegenüberliegenden  oder  auch  alle  Tier 
Nonien  ab. 

Uiedurch  erhält  man  n  Gleichungen,  welche  jedoch  nur  drei 
Unbekannte  enthalten.  Diese  werden  aus  jenen  n  Gleichungen, 
wie  dies  BrQnnow  in  seinem  Werke  über  sphärische  Astronomie 
angab,  gleichsam  durch  einen  Kunstgriff  bestimmt.  Es  ist  jedodi 
nicht  schwer,  zu  erkennen,-  dass  diese  drei  Unbekannten  eigent- 
lich gefunden  werden  sollen,  indem  man  jene  n  Glelehaagen  der 
Methode  der  kleinsten  Quadratsumme  unterzieht.  Indem  ich  letz- 
teres that,  erhielt  ich  dieselben  Formeln  wie  der  genannte  Autor, 
und  indem  dies  vielleicht  manchen  Leser  dieses  sehr  verbreiteten 
Journales  interessiren  durfte,  so  erlaube  ich  mir  zuerst  in  Kfirze 
die  Entwickelung  jener  n  Gleichungen  zu  geben,  um  dann  zn 
zeigen,  wie  Brünnow  und  wie  ich  zu  jenen  Endgleichongen 
kamen,  aus  welchen  die  erwähnten  drei  Unbekannten  gefbnden 
werden. 

Es  sei  in  Taf.  I.Fig.  4.  O  der  Alittelpunkt  des  Limbns- Krei- 
ses, (y  jener  des  Nonius- Kreises,  und  es  sei  der  Winkel  PO^Ä' 
gemessen;  so  ist  die  Lesung  bei  A'  nicht  die  für  den  Winkel 
A^O'Pi  sondern  entspricht  dem  Winkel  A'OP.  Wäre  keine  Excee- 
tricität  vorhanden,  d.  h.  wäre  OO'  =  e  =  0,  so  hätte  man  Wiakel 
AOP^=iA'0'P.  Nennen  wir  nun  den  Halbmesser  dee  Limbos 
OP^=r,  und  die  hei  P,  A'  und  A  gemachten  Ablesungen:  p,  eif 
und  o,  so  haben  wir: 

A'R  =  rsin(a'— 1>)  =r  J'O^.sinCa— p) 

O'jerrrcosCe'— p)  — es:  J'O'.GosCa-p). 

Die  erste  Gleichiing  nnUiplicirt  mit  cos(e'^p), 
„     iw^te        „  „  „    sinC«*— p) 

und  dann  die  untere  von  der  oberen  abgezogen;  ferner: 

die  erste  Gleieheeg  nnttiplieirt  mit  6n(c'— p)» 
„    aweite        »  m  »    ces(e^— p) 

nnd  beide  Gieieheigen  adJirt,  geben: 

^'<y.sin(e— e')ss#sin(e'-p),  ....    (1) 


§etna€ki.  Aödes,  am  Umäus  eines  Winkelifistrum  ,  elc.  %u  berechnen.  07    . 

Die  Gleichling  (1),  getheilt  durch  (2),  gilH: 

-  sin(o'— j[>) 
tarig  (a  —  a')  =  — 


1  —  ;  cos  {a*-p) 


«2 .  e» 


woraus : 

(a— a')  =  -sin(a'— />)  +  i^a.«in2(a'— ;?)  +  4^3  .8in3(a'— p)+....  *) 

Vernachlässigen   wir   aber   schon    die   zweite  Potenz    der  immer 
sehr  kl  einten  Grösse   -  >    so  genügt : 

(a — a')"  =  ^ .  sin  (a'  -  p) .  206264-8 , 

oder«  -.206264*8=  €  gesetzt: 

a=z  a'  ■\-  Bsm{a' — p) (3) 

Ebenso  hat  man  für  den  gegenüber  liegenden  ?}onius 

Ä  =  6'.+  £sin(6' — p); (4) 

somit  (4)  — (3): 

6  —  Ä  ==  6'  —  a'  +26. cos(i(a'  +6')  — p)sin  \(b'  -  a').     (6) 

Liegen  die  Indexstriche  der  Nonien  1.  und  IL  nicht  genau  180^ 
von  einander  entfernt,  sondern  180^-f  <<9   so  dass 

ist,  so  geht,  wenn  man  bedenkt,  dass  (fi'  —  a')  immer  sehr  nahe 
=  180®,  und  somit  sin  J(ä'  — a')  =  l  und  6'=:ö'  +  180o  gesetzt 
werden  kann,  Gleichung  (5)  über  in: 

6'  — a'  — 1800  =  «  — 2£.cos(a'+90o--/>) 
oder, 

b'r-u'  — 1800=  gesetzt  |x, 

2£Cosp=      „        z  und 
2esin;7=      „        y: 

ft  =  «  +  2  sin  o!  —y  cos  a'. 


(6) 


Stellt  man,  wie  bereits  erwähnt,  den  Nonius  I.  nach  und  nach 

360 
auf  0,  30,  60,....  (n  — 1).  —  Grad,  so  erhält  man  folgenden  (hier  12) 

Gleichangen : 


*)  Siehe  Encke's  Reihen-Entwickelangen:   Astronomisclie  Nachrieb- 
t«i  S. 663.  oder  Brännow's  Astronomie  S.  20. 

Thiil  XXXJII  -l 


i 


M  An4r 99:  Vtb.  die  Be9U9nm.  Jener  drei  Gieick.^  weicMe  dientnymi9 
fi^Q  =«  +  isin300— ycos30<>. 


,  360O  ,        ,,360« 

^(,.1)  JL«iL  =  a  +  "'"Kw — 1)  -^^1 y  cos  (n  —  1)  "^  • 

fi        " 

Aus  diesen  Gteidiungeo  (7)  werden  uuii'  in  dem  oben  citirtea 
astronomischen  Werke  die  drei  Unbekannten  a,  z  und  y  auf  fol- 
gende Art  bestimmt. 

Addirt  man  die  Gleichungen  (7): 
1.    wie  sie  sind^ 

2*    indem  man  die  erste  mit  cosO^»  die  sweite  mit  cesSO^  u.  s.  w. 
Vnil 
3.        „   ,     „      „      „      „    sinO^,    „        „       „   sin30<> 


9y   9»  fft 


früher  multiplizirt,    so    bekommt  man   mit  Berücksichtigung  der 
bekannten  periodischen  Punktionen,  dass  nemlich 

/       ->  860°  ,       -,360« 

Z        (sina:)=0;  Z        (cosar)  =  0; 

/      ,.»6»°   ' 

E        (8inj?cosa?)  =  U; 

Z         (8in«a:)=         Z         (cos«ä)=ö 

ist,  wenn  n  eine  in  300^  ohne  Rest  theilbare  Zahl  bedeutet,  fol- 
gende Bestimmungs- Gleichungen: 

(8) 
na  =  fio  +  f*80  +  f*6o  +  •  •  •  f*83o  o^ö^  allgemein  =         Z        {^lx). 


r=0 


o 


•—  \ny  ==  fi^  cos  0^  -f  figo  cos  30^ ....  ftsao  cos  330^  oder  allgemein 

==  -S  (fAxCOsa:), 

in2  =  fi^sinO^  -f  fi3osin30^ ....  fi8sosin330^  oder  allgemein 

/         -V  3  6  00 

=  2?  (|tx  sinar;. 


f^emacktk  AMe$.  mn  Umkus  eines  Winhetinstrum  ,  ete,  %n  öereehmn  00 

Ich  gipg  aber  bei  Entwiekelung  dieser  drei  Best^mmungsglei- 
cbongen  (8)  folgendermassen  vor. 

Die  Ausdrucke  fio»  f^au  u.s.w.  sind  mit  Fehlero  behaftet,  welche 
vom  Ablesen  und  der  nicht  absolut  richtigen  Theiluug  herrühren.  Be- 
zeichne ich  dieselbeo  wie  gewöhnlich  mit  r^,  rso  u.  s.  w.,  so  hat  man : 

jtijj  +»0  =a  +  x8in(F — ^cosO*^, 

f*8o+«3o  =  «  +  28in30o— 3^cob30", 


•  •  • 

fi^  +  v^  =:a  +  rsin^^  — ycosp^, 

360^ 
wenn  ich    (71  —  1). mit  q^  bezeichne.    Hieraus  ergibt  sich 

«i,«  =  a«  +  2«sinW+y?cos^  +  /x^«  +  SaisInO®— ia^cos(K>— 2«fAo 

—  23f3:sin0<'co90^  --2^o<8in0^ 
+  2fioycos0^, 

»,o*c=  «8  +2tsift«30Hy*cos«30»+l«3o*+ 2««sin30o-2ay  cos30ö-2«fi,p 

— lyz  sin  SO^cos  30<>-2fi3o»i"30^ 
+  2fA3oy  cos  30^ 

fp«  =  a«  +  2*sin^9*>  f  ^2  cos  V  +  /«(>^  +  2o2  sin  ^"  —  2ttjy  cos  ^^^  —  2«/*^, 

—  2^2  8ID  ^^  cos  1^^ — 2fi^x  sin  p® 
+  2fi^y  cos  ^**. 

Es  ist  somit  die  Satome  der  Quadrate  von  9,  die  ich,  wie  üblich, 
durch  [v^]  anzeige: 

-  22(fiosin0<>+^oSin30O4-f*6ü6in60o  ....  +fi^sinp<>)[    ^^^ 
+  2^(fiocos0<^+|x3ocos30'^+figocos60®....  +  fi^cos9^)/ 

Cm  nun  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  a,  y  und  2  zu  er- 
langen^  hat  man  bekanntlich  (9)  nach  a,  x  und  y  ao  differenliiren 
uod  die  parziellen  Differential -Quotienten  gleich  0  zu  setzen. 

Dies  gibt  endlich  mit  Berücksichtigung  der  oben  angeführten 
periodischen  Funktionen,  indem  ich  die  Coeflficienten  von  22  und 
2^  mit  A  und  B  bezeichne : 


:  Veh.  die  ßesllmm. 


T  drei  Gleich..  Kelche  dienen. 


-W=o, 


I 


ind  den  ünbe- 


welche  Uleichungen  mit  jenen  (H)  vollkommen  ülierein kommen. 

Diese  ÜebcreiTistimmung  n'ihrt  aher  daher,  dasa  Dr.  Brfln- 
now  in  Keinem  angeführten  Werte  durch  Anwendung  der  bei  (7) 
angcgeiienen  OpenitionsiTeise  im  Grunde  nichts  anderes  gethan, 
als  sich  dadurch  auf  schnellstem  Wege  die  sogenaunten  Nornjal- 
gleichungen  gebildet  hat  (siehe  Gleich,  (iO)),  ohne  anf  die  Salse 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zurückzugehen,  wndurch  zwar 
Nichts  an  Richtigkeit,  wohl  aber  imnierhin  Etivas  an  gründlich 
wissen  schart!  ich  er  Strenge  der  Ableitung  verloren  ging. 

Es   erhellet    dies    ferner    deutlich    aus' folgender    allgei 
BetrachlungstveiHe : 

Ueeteht  Epischen  der  beobacbtelen  G 
kannten  x,  y  und  i  die  Relation 

ax  +  by  +  c:  =  f, 
worin  a,  b  und  c  bestimmte  Werthe  haben,  und  man  hat  mehr 
als  drei  Beobachtungen  geinauht,  so  bat  man,  nie  dies  bekannt 
ist,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  bei  der  An- 
nahme, die  Beobachtungen  seien  von  gleicher  Genauigkeit,  fol- 
gende Bestimraungs-Gleichungen  (siehe  z.  B.  Dr.  J.  Dienger's 
„Ausgleichung  der  Ueobachtungafehler"  S.  18.): 

[a*].r+[a%  +  [«c]:  =  [«F],    J 
[«6].i:  +  [i%+[tc>  =  [6F],     j       .     .      (U)  ' 
[ac]x -\-[bc]y  Hc-'y^lcF].     ' 
In  uuserem  vorliegenden  Falle,  nach  den  Gleichungen  (7),  liedeutet 
Fi^;    x:a-     y.y;    r:j;     a:\;     6:  — coso'   «nd  c:sina'; 
>  und  man  bat: 
[«»]=»,    [.4]=0,    [.f]=H; 
[6=]  =  ?      M  =  0,    [Sf]  =  -l.(p„ra.(l"  +  p,„co.30°.. ..)=-», 


[e1=f„     [4c] 


[c:F]  =  (,,siiiO»  +  ^ 


0  30"  +  ....)=  +  ^ 


pemackl  Aöies.amUmdus  eines  \Vinkelinsirum,,eic.%u  berechnen.  IjOl 
somit  (11)  abergehen  in  : 

jr= .3  6  0" 

x=(«— 1)  — - — 

n  " 

so  wie  oben. 

Diese  Aüsdriicke  [a^],  [ab\,  \ac\  ....  u.  s.  w.,  welche  hier  direkte, 
mod  bei  (7)  durch  die  dortselbst  angeführten  drei  Operationsarten, 
iD  Folge  der  Eigenthunilichkeit  der  dadurch  entstehenden  trigono- 
metrischen  Reihen,  indirekt  entwickelt,  und  ohne  dass  man  sich 
bewnsst  ist^  hiedurch  der  kleinsten  Fehler -Quadratsunime  Genüge 
geleistet  zu  haben. 

Schliesslich  erlaube  ich  mir  noch  zu  zeii^en,  wie  ich  für  die- 
sen vorliegenden  Fall  die  Formeln  entwickelte,  aus  welchen  man 
unmittelbar  die  verschiedenen  wahrscheinlichen  Fehler  berechnen 
kano. 

Bezeichne  ich  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobach- 
toog  vom  Gewichte  =1  mit  f,  so  ist  bekanntlich 


V    n  — w 


/•=  0-67448  V  -^=^^-=*-, (12) 

worin  to  die  Anzahl  der  bestimmten  Unbekannten,  hier  also  drei, 
and  n  jene  der  gemachten  Beobachtungen  bedeutet. 

Snnach  erhalte  ich  für  den  wahrscheinlichen  Fehler,  welcher 
beim  Ablesen  eines  Nonius  begangen  wird,  und  welcher  theils  von 
der  Unrichtigkeit  im  Ablesen  und  theils  von  der  nicht  ganz  rich- 
tigen Theilung  herrührt: 

f'-i^. ('3) 

wenn  m  die  Anzahl  der  abgelesenen  Nonien  ist. 

Ich  brauche  wohl  kaum  speziell  zu  erwähnen ,  dass  (13)  den 
wahrscheinlichen  Fehler  nur  im  Allp;enieinen  angibt,  weil  man, 
am  die  Theilungsfehler  an  den  verschiedenen  Stellen  des  Krei- 
ses zu  erforschen,  jene  von  Hesse  1  zuerst  angegebene  Methode 
elnzoschlagen  hätte. 

Um   nun   die  Formel  zur .  Bestimmung    des   wahrscheinlichen 
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Fehlers  der  ermittelten  Exeentrfcität^  d.  i.  der  GrSsse  i,  ta  fin- 
den, bilde  ich  zuerst  nach  den  liekannten  Sätzen  folgende  Glei- 
chungen : 

!=«<?!,  0  =  4^^1,  0:=inqi, 

H  Tl  Tl 

•  «2  9tf                 1  =  .  .  .  j  Q2  f                 U  :^  .  .  .  2  9s  > 
0= 2^91         0=...  ...    ,2»»i         '  = 2<?a5 


woraus : 

e»  =  r.  «.=|;  ö.=|- 

Es  sind  sonach  die  wahrscheinlichen  Fehler  von  a»  i;  y»  die  Iah 
mit  fa,  f%  und  /^  bezeichne: 


A=/-V^^  A=:n.=/'V^I- 


(14) 


Von  der  Gleichung  (0)  hatten  wir: 

2tcos/i;=:2    und    3€Sjn/9=^. 
Beide  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben : 

t  =  1  VpTT« (16) 

Um  also  den  wahrscheinlichen  Fehler  ron  £,  der  mit  R%  bezeich- 
net sein  soll,  zu  erhalten ,  bilde  ich  zuerst: 

daher : 


welches,  entwickelt  und  gehörig  reduzirt,  gibt: 

Rt  =:  /"  V  ^   in  Bogensekunden  .     .    . 


(16) 


oder 


R,=(H7448\^2-^l-33 (IG') 
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Will  ttan  dia.EsoentrkitXI  in  LäogeMMaa«  inagedHIckt  blühen, 
bat  man  nach  (3): 


206264*8 


Tü^f 


(17) 


worin  r  den  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet.    Sooacb: 


R, 


rf 


206264-8 


V2S 


•n. 


(18) 


F8r  den  Fall,  dass  ein  Beispiel  hierzu  w(Ioschensw«rtk  wäre,  gebe 
kb  folgende  Beobachtungen  an  einem  Theodoliten,  wobei  Nonius  I. 
aaeh  nnd  nach  auf  0<*,  SO",  60(*. u.  s.  w.  gestellt  wurde. 


Lesung  am  Nonius 
I=a'    I    1I=A' 


6'_a'-180o=fi 


fizsinar 


(U^COSX 


•9 


Grad      0 


a0210  0  10 


60 
90 
120 
150 
180 
210 
240 
270 
300 
390 

Somit  (8) : 


180*»  0'  6' 


240  022 

270  0    8 

299  59  54 

329  59  58 

359  59  52 

29  59  48 

59  59  50 

89  59  56 

120  0  12 

150  0  16 


+  6 

•f  10 

+  22 

+  8 

-6 

-2 

-8 

—  12 

-10 

—4 

+  12 

+  16 

+  32 


+  000 
+6001 

+  1905 
+  800 
—5-22 
-100 
dbOOO 

+  10-44 
+  5-00 
+  4  00 

-10-44 
-8-00 

+  26-83 


+  6-00 

+8-70 

+ 11 -00 

±0-00 

+300 

+  1-74 

+  8-00 

+  6-00 

+  8-70 

dbO'OO 

+  600 

+  13-92 

+  73.« 


36 

100 

484 

64 

36 

4 

64 

144 

.    100 

16 

144 

266 

+  1448 


12« =32,    woraus 
— 6y=73-06, 
6x=26-83, 

FSr  t  nach  (15) : 


tf 


>» 


«=  +  2-66, 
y=— 121766, 
2= +  4-4710. 


e=:lV^(12-!7)«  +  (4-47)«  =  6-48  Bogensekunden. 

Zur  Berechnung  des  p   ist  ain  Vortlieiliiaftesten  aus 

26sin»=:f/      ,    .     ^  V       —12-17 

rt        '        »^ ,    d.  I.   tang«=  ^  gx  •     .  '^^  i 
2f cos;?  =:  z  ^^       x         +4*47 

p=360«--(69O50'3"-8). 
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Endlich  zar  Bestimmang  der    wahrscheinlichen    Fdbler  bilde 
man  sich  nach  (9)  die  [t?^]. 

Es  ist  wa«=r     84-84 

|2«=    119-88 

2a[fi]=       170-24 

1^«==   aS8-60  22[^,sin:r]=       239-86 

[l^«]=  144800  2y[fA^cosarl=— 177900 

2541-32  2189-10 

daher  [v^]  Z3  352*22y   und  als  wahrscheinlicher  Fehler  einer  Be- 
obachtung irom  Gewichte  =1: 


V"*i52  •  'l'l 


und  als  wahrscheinlicher  Fehler  für  den  Werth   der  Exceutricität 
nach  (16):  

Ä,  =  4-22y  ,^  =  0-861. 


VII. 

Ueber  das  Rationalmachen  des   Nenners  in  Brüchen 

von   der  Form 

Z 

«1  +  Vo^  +  V03  + +  Vnn' 

Von 

Herrn  Franz    Unf erdinger , 

Lehrer  der  Mathenititik  in   der  k.  k.  österreichischen  Kriegsmarine ,   ein- 
jg^nsrhilTt  auf  Sr.  Maj.  Propeller -Fregatte  ,,  Donau.'' 


Brüche  von  der  obigen  Form,  in  welchen  Oi  das  rationale 
Glied  oder  die  Summe  aller  solchen  vorstellt,  werden  bekanntlich 
dadurch  mit  rationalem  Nenner  dargestellt,    dass  man  Zlihler  und 


von  der  Form     — m — ', — ; — ; rr: — • 


"•  ■. .  ^ 


Neiioer  mit  eineoi  Polynome  nraltiplicirt,  welches  aus  dem  Neo 
ner  darch-  Veränderung  des  Zeichens  einer  gewissen  Anzahl  von 
Gliedern  gebildet  wird.  Im  Nenner  erscheint  dann  das  Product 
aas  Summe  und  Unterschied  gleicher  Grossen^  welcher  Umstand 
die  Apzahl  der  Irrationalgrussen  su  vermindern  strebt.  Es  ent- 
steht nun  erstlich  die  Frage,  in  wie  viel  Gliedern  muss  eine  Zei- 
ebenändemng  vorgenommen  werden,  damit  die  Anzahl  der  neuen 
Irrationalgrussen  in  Hinsicht  auf  jede  andere  Eintheiluogsart  am 
tUeinsten  sei,  und  zweitens  damit  die  Anzahl  der  neuen  Irralio- 
BalgrSssen  kleiner  als  die  Anzahl  der  alten  sei. 

Ver&ndert  man  in  x  Gliedern  das  Zeichen  und  multiplicirt 
nit  diesem  Polynom  Zähler  und  Nenner,  so  enthält  der  neue 
Nenner  Irrationalgrussen 

(n — x)(n — a?  — 1)       x(x^^\) 

1.2        +~r:2~ 

ao  der  Zahl.    Zur  Beantwortung   der  ersten  Frage  muss  x  einen 
solchen  Werth  erhalten,  dass 

(n—x)  (n  — ar— 1)  +  ar(ar  — 1)  =  n«  —  (2a:+l)w  +  2x^ 

am  Kleinsten  wird.    Setzt  man  xz=:ln+s,  so  verwandelt  ersieh  in 

n(in  — 1)+262. 

Dieser  Ausdruck  wächst  aber  sowohl  für  positive  als  negative 
Werthe  von  8,  d.  h.  der  erste  Ausdruck  wächst,  man  mag  x  grös- 
ser oder  kleiner  als  in  wählen,  und  erhält  somit  seinen  kleinsten 
Werth,  wenn  x^=ln  ist  Hieraas  erhellt,  dass  man  in  Hinsicht 
anfalle  möglichen  Eintheilungsarten  im  neuen  Nenner  die  geringste 

n  /h        \ 
Anzahl  Irrationalgrussen  ö(ö  —  U  erhalten  wird,    wenn  man  in 

der  halben  Gliederanzahl  die  Zeichen  ändert  und  hiermit  Zähler 
nnd  Nenner  multiplicirt  Diese  Eintheilung  ist  nur  möglich ,  wenn 
n  =  2r  eine  gerade  Zahl  ist  Ist  die  Gliederzahl  ungerade  n=2r-|-I, 
so  wird  man  dieser  Vorschrift  so  nahe  kommen  als  möglich ,  und 
also  in  r  oder  r■^-l   Gliedern   das    Zeichen   ändern.     Der  neue 

Nenner  wird  fär  n=2r,  r(r— 1);  für  n=2r+l,  ^^^^^+^^^t^=r« 

bratiomdgrSssen  enthalten.  Soll  man  sich  also  dem  Ziele  des 
Kationalmachens  genähert  haben,  so  muss  im  ersten  Falle 
r(r— 1)  <2r,  im  Zweiten  Falle  r*<2r  +  l  sein.  Beide  Relatio- 
nen geben  mit  Leichtigkeit  r"^2,    also  im    ersten  Falle   «^4, 

itt  zweiten   Falle   n'T5,    und  man  sieht  also,  dass  die  Mug- 
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lichkeit«  einen  Bruch  von  obiger  Beschaffenheii  mit 
rationalem  Nenner  darzustellen,  nicht  mehr  vorhanden 
ist»  sobald  sein  Nenner  mehr  als  f6nf  Glieder  hat. 

Natürlich  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Nenner  Oi  -f  Va% 
-f  V^a-f  ....-f  Vo»  vollstfindig  reducirt  sei;  4V2  —  Vl8  z.  B. 
müsste  darin  auf  V2  zusammengezogen  werden. 


VIII. 

Ueber  eine  Eigeoschaft  der  geometrischen  Progres- 
sion 1,  3,  9,  27,.... 

Von    . 

Herrn  Franz   Unferdinger^ 

Lehrer    der    Mathematik    Id  der  k.  k.   österreichischen    Kriegs  -  Marine, 
eing««cbiffl  aaf  Sr.  Mig\  Propeller- Fregatte  ,.DaiMa.*< 


Ist  1,  2,  3,  ••..  (r — 1),  r  eia  Anfangsstuck  der  naiarilcheft 
Zahlenreihe  und  JC|  >  är,  so  ist  aoch 

-1^1— r. 


.¥i-2. 

X^-l, 

Xx. 

X.  +  1. 

.\»  +  3. 

Jf»  +  (r-a). 
.Yi  +  (r-l). 
3f,+r 


der  0€ümefri8eAen  Progression  ^,  5,  9,  87,,..:  107 

ein  stetiges  Stfldc  derselben,  dessen  sämvitKche  Glieder  grosser 
als  r  sind.  Dieses  letztere  Stück ,  welches  nur  aus  den  Elemen- 
ten 1,  8,  3» ....  r  und  Xi  gebildet  ist,  wird  sich  an  den  Anfang 
unmittelbar  anscUiessen,  ivenn  Äi=^2r  +  l  ist;  ein  Ergebniss, 
welches^  in  folgenden  Worten  zusammengefasst,  den  Ausgangspupkt 
unserer  Betrachtungen  bilden  soll: 

Die  Zahlen  1,  2,  3,  ....r — J»  r  geben  in  Verbindung 
mit  der  Zahl  2r-f  I  durch  algebraische  Addition  alle 
Glieder  der  natürlichen  Zahlenreihe  von  ]  bis  incl. 
l,+r=3r+l=:ri. 

Da  vrir  nun  die  Zahlen  von  1  bis  Vi  besitzen,  so  können  wir 
kraft  dieses  Satzes  durch  Hinzufugung  einer  Grosse  X^^^^ri-^-l 
=:3(2r-|-l)  neue  Bildungen  veranlassen,   welche  continuirlich  bis 
J^-f'*i=^4'^='*a  reichen  werden»  und  wir  können  daher  sagen: 
Die  Zahlen   1,  2,  3,....(r  —  1),  r  geben  in  Verbindung  mit  den 
zwei  Zahlen  Xi ,  X^  durch  algebraische  Addition  alle  Glieder  der 
natürlichen  Zahlenreihe  von  1  bis  einschliesslich  ^-f  ^='*2*    Neh- 
men wir  noch  eine  Zahl  A3=2r2-f  l=^3^(2r-f  1)  hinzu,  so  erge- 
ben sich   aus   diesen   Elementen  alle  Zahlen  von  1  bis  X^  -{-  r^ 
s27r-fl3^  U.S.W.    Auf  diese  Weise  ergibt  sich  bei  Hinzuffi- 
gong  von  s — 1  Grossen  X  das  Bilduogsgesetz  von  Xg^i,  r«.i, 
welches  durch  die  Formeln: 

X.i=3-M2r+1),    r..i=i|3-»(2r+I)-l) 

aosgesprochen  ist,  und  wir  können  obigen  Satz  zu  folgendem  all- 
gemeineren erweitern: 

Die  Zahlen  1,  2,  3,....(r — 1)r  geben  in  Verbindung 
mit  jenen  Xi,  X^, ..,» Xt^i  durch  algebraische  Addition 
alle  Glieder  der  aatürlichen  Zahlenreihe  von  1  bis 
einschliesslich  r«~i. 

Ist  r=l,  liesteht  also  die  Anfangsreihe  nar  aus  diesem  ein- 
zigen Gliede,   so  lautet  der  Satz  so: 

Die  «  Glieder  der  geometrischen  Progression  1,  3, 
9t  27».... 3*"-^  geben  durch  algebraische  Addition  alle 
Glieder    der    natürlichen   Zahlenreihe   von    i   bis   incl. 


*)  Auf  dieser  Eigenschaft  beruht  auch  die  Auflösung  der  folgenden, 
namentlich  in  alleren  Beispiel-Sammlungen  öfter  aufgeführten  Aufgabe: 
Eis  Kaufmann,  welcher  ein  Geschäft  eröffnet,  will  sich  aas  Ersparnias 
Mf  fonf  Gewichte  anschaffen,  mit  denen  er  im  Stands  iM,  auf  einer 
gleicharmigen  Waage  alle  Gewichte  von  einem  Pfund  bis  sk  eln«mZent- 


108  Dnferdinger:    Veber  eine  Eigenschaß 

Auf  specielle  Fällei  angewendet  geben  also  die  Zahlen 

J,  3 alle  Zahlen  von  1  bis        4, 

1»  3,  9 „        „  „    1    ,9       13, 


1,  -3,  9,  27 

1,  3,  9,  27,  81  .  .  .  . 
1,  3,  9,  27,  8J,  243  .  . 
I,  3,  9,  27,  81,  243,  729 


>> 


»9 
/ 


>f 


>5 


5>  •■■  *> 


99 


40. 
1    ..     121, 

„      1      „       tiD4, 

„    1    „   1093. 


Zur  Erläuterung  des  dabei  zu  beobachtenden ,  am  Eingänge  onse- 
rea  Aubatzes  angezeigten  Bildungsg^setzes  folgt  hier  die  Dar:: 
Stellung  der  Zahlen  von  1  bis  13  durch  die  Zahlen  1,  3,  9: 

1  =  1, 

2=3-1, 

3=3, 

4=3  +  1, 

5=9-3-1, 

6  =  9-3, 

7=9—3  +  1, 

8  =  9—1, 

9=9, 
10=9  +  1, 
11=9+3-1, 
12=9  +  3, 
13=9  +  3+1. 

Wir  nehmen  uns  nun  noch  vor,  zu  zeigen,  dass  die  Formel 
4(3*  — 1)  auch  das  Maximum  der  Anzahl  von  Zahlen  anzeigt, 
welche  durch  s  Zahlen  überhaupt  gebildet  werden  können. 

Hierzu  ist  zunächst  die  Beant\Tortung  folgender  Frage  noth- 
wendig:  Sind  a,  6,  c,....£  nGrossen,  welche  sowohl  positi? 
als  negativ  genommen  werden  können ,  wie  gross  ist  dann  die  An- 
zahl der  verschiedenen  algebraischen  Summen  a+6  +  c+....+ü:, 
welche  durch  beliebige  Wahl  der  Vorzeichen  dieser  n  Grossen 
gebildet  werden  können? 

In  der  algebraischen  Summe  können  vorkommen : 


ner  ca  wiegen;  welche  Gewichte  ftind  sii  wählen?  —  eine  Anfgnbe, 
welche  gewohnlich  durch  die  Zahlen  1 ,  3 ,  9 ,  27 ,  60 ,  deren  Snmnte 
gerade  100  antmacht,   erlediget  wird. 
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n  Zeichen  -f-  und  0  Zeichen  —  oder 
n  —  X  „  +  „  l  „  —  oder 
7, 9  4-2  — 


n—r        „         +     „ 


>» 


0        „        +     „    n 


>»  1^        y*       »•  *» 


Damit  sind  alle  n-(-l  Fälle  über  das  quantitative  Vorkommen 
der  Zeichen  -f  und  —  erschöpft  Betrachten  wir  den  allgemet 
nen  Fall  mit  n — r  Zeichen  -f  und  r  Zeichen  —  in  Bezug  auf  die 
in  demselben  sich  darbietenden  Vertauschungen,  so  finden  wir 
unter  n  Elementen  n  —  r  gleiche  der  einen  Art  und  r  gleiche  der 
andern  Art,  welche  also 

n\        fn\ 

(n — r)\rl        \rj 

Versetzungen  gestatten;  mithin  hat  man  im  ersten  Falle  (#i)>  im 

zweiten  Falle  (i)»  i"^  dritten  Falle  (o)'    >^  letzten   Falle  f     j 
Dod  im  Ganzen 

G)+(")+G)+-+C)=<'+'>-=^ 

verschiedene  Bildungen  zu  unterscheiden,    n  Grössen  geben  also 
bei  beliebiger  Wahl  der  Vorzeichen  im  Allgemeinen  ^  verschie 
dene  Summen. 

Indem  wir  nun  zu  dem  beabsichtigten  Maximumbeweis  über- 
gehen, bemerken  wir  zunächst,  dass,  wenn  von  den  s  gegebenen 
Zahlen    entweder    1,  2,  3,  ....  (s  —  1)    oder    s   algebraisch    sum- 

nirt  werden,    man  im  ersten  Falle  f  |)>  im  zweiten  Falle  (c)\ 

Im  dritten    Falle    (o)»   >m  letzten  Falle  (  j  -verschiedene  Com* 

binationen  erhält.  Allgemein  bei  der  Verbindung  von  r  Grcissen 
erhält  man  alle  Verbindungen  von  s  Elementen  zur  rten  Classe 

ohne  Wiederholungen,  nämlich  (  J  an  der  Zahl,  und  da  in  kei- 
ner dieser  Complexionen  dieselben  Elemente  vorkommen,  so  gibt 
jede  für  eich  durch  freie  Wahl  der  Vorzeichen  im  Allgemeinen 
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2^,  also  alle  Complexionen  dieser  Classe  f    j2^  verschiedeoe  Som- 

men.  Diese  Anzahl  theilt  sich  in  zwei  Hälften,  welche  nicht  der 
Grosse,  sondern  |iur  dem  Zeichen  nach  von  einander  verschieden 
sind.  Da  uns  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  nur  die  Summen 
mit  positiven  Vorzeichen  interessiren,  so  geben  s  Zahlen,  abge- 
sehen von  ihrem  Werthe  im  Allgemeinen,  f  J2^~^  verschiedene 
Summen bildungen  mit  r  Gliedern.    Also 

(l/^  irerschiedene'  Snmmenhilduogen  mit  1  Glied« 

(02*  „  „  „     2  Gliedern, 


G) 


2*  ,,  „  ,f    3  Gliedern, 


0^ 


f$  y*  »» 


5  Gliedern, 


und  im  Ganzen 


verschiedenartig  gebildete  Summen.    Da  aber 

(i+2)-=i+(;)2+Q2«+....+(;)2^' 

=  1  +  2S 

ist,  so  ist  Ä=2(3*— 1)  die  grusstmOgliche  Anzahl  von  Zahlen, 
welche  aus  s  Zahlen  gebildet  werden  kuimen,  womit  die  oben 
anigwlellie  Behaoptung  bewiesen  ist. 
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Ueber  einige  Sätze  der  höheren  Geometrie. 

Von 
Herrn  Doctor    Otto    Bohlen 

zu  Sulz  a.  N.  in  Würteuiberg. 


dJerchnng    der    Fläche,    welche    die    Norraal-Ebetien 

eines   Kegels   umhüllen. 

1)  a:2  +  3^«  +  22  =  l, 

o\  _  _     y         _i n 

Diese  Gleichungen  beziehen  sich  auf  drei  orthogonale  und 
konzentrische  Flächen ,  wovon  die  erste  eine  Kugel  ist;  2)  und  3) 
sind  Kegel  «weiten  Grades,  welche  durch  (|x)  und  (v)  bezeichnet 
werden  sollen.  Diese  Kegel  sind  konfokal,  denn  die  Gleichung 
Virer  Fokallinien : 

• 

ist  unabhängig  von  ft  und  v.  c  und  b  sind  constant.  Durch  Ver- 
Snderung  von  fi  und  v  innerhalb  der  Grenzen  c  >  (it  >  6  und 
c^b^v  erhält  man  in  Verbindung  mit  1)  zwei  Systeme  von 
sphärischen  Kegelschnitten  ^  welche  sich  gleichfalls  rechtwinklig 
•ihtoMeft  und  fconfokal  sind.  Dureh  E^mtnatioii  erbütt  nwui  ans 
1).  2)  und  3) : 
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lue  Gleichungen  7)  ond  8)  sind  die  Gleichungen  der  Berubnmgs* 
und  der  Kormal -Ebene  von  (ft).  Man  setze  nun  in  8)  die  Werthe 
von  xyi  aus  4)^  5)  und  6)  und  lasse  der  Einfachheit  wegen  das 
Zeichen  '  weg,  so  ergibt  sich: 

Durch  Differenziation  dieser  Gleichung  nach  v  ergibt  sich: 

Durch  Elimioation  von  v  aus  9)  und  10)  erhält  man : 

wo  der  Kfirze  halber 


s     

I    Vc«— 6«V^c2— 


fi«z 


gesetzt  wurde.     Die  Substitution  dieser  Werthe  in  9)  gibt : 

11) 

(»«] Vjit«— A'y 

fodet  man  «ogleich  für  die  Dmhüllungsfläche  der  Normal»' 
(f(),  die  wir  mit  (ß)  bezeichnen  wollen: 


12)  ßiai  +  ß,iy\-'ßJzt=:Q, 

•^"c»*»'     '^'~6*(ca— 6«)'    P«'"c*(c«— 6*)' 
nnd  analog  fiOr  die  UmhflIlungaflSche  (■/)  derNonnal-Ebenen  von^v): 

13)  ytel-y,lyi-y„W  =  0. 


« , 


14}  ^a;-lx,  +  ß,iji-iy,  —  ßjr-izj  =  f), 

16)  »=±|*- 

Die  Gleichungen  14)  and  15)  sind  die  Gleichungen  der  Tangen- 
tial-und  der  Normal -Ebene  von  (ß);  J6)  ist  die  Gleichung  der- 
jenigen Normal -Ebenen  von  (ß),  welche  durch  die  i-Aze  gehen. 


Beweis   eines   Theorems  von   Meunier. 

q'  :^Q  cos  ß. 

Q  ist  der  Krümmungshalbmesser  eines  Normalschnitts  einer 
FIftche;  q'  der  Krümmungshalbmesser  eines  schiefen  Schnitts, 
dessen  Ebene  diejenige  von  q  in  einer  Flächentangente  schneidet; 
ß  ist  der  Winkel   beider  Ebenen. 

Die  allgemeine  Gleichung  mit  zwei  Variabein  ist: 

Stellt^diese  Gleichung  eine  Linie  vor,  welche  die  x-Axe  im  Ur- 
sprung berührt,  so  ist  il=£=:0.    Man  differenziire  zweimal  und 

setze  a;=y=^  =  0,   so  ist 


f.    • 


WS  (}  dar  Krommungshidbi^esser  im  Ur^prung^  ist. 
TktU  xxxill.  % 
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Die  allgemeine  Gleichung  mit  drei  Variabein  ist:  ' 

A+Bx  +  Cy+Di-l-Exy+Fa:x+Gyz+Hx^+Jy*  +  Ez^=zO. 

Stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  vor,  welche  die  a:y- Ebene  im 
Ursprunge  berührt ,  so  ist  2l=:i?=  C=0.    Wir  setzen  In     . 

I>z  +  Exy  +  Fxzi'Gyz-l-Bx^  +  Jy^  +  Ez^=0 

^  =  0»  und  erbalten  wie  oben 

D 

wenn  q  der  Krfimmnngshalbroesser  des  der  Ebene  zy  entsprechen- 
den Schnittes  ist.  Man  lege  durch  die  ^-Axe  eine  Ebene,  welche 
mit  der  zj^ -Ebene  den  Winkel  ß  bildet  und  die  Fläche  in  einer 
Linie  ü  schneidet,  deren  Coordinaten  z'  und  y  sind,  zirzzfcosß, 
^  =  z'  sin  ß.  Diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Fläch'e  gesetzt 
geben : 

^'=— ojcosp:=^cosp. 
q'  ist  der  Krümmungshalbmesser  von  L  für  den  Ursprung.^ 


III. 

Beweis   eines   Theorems   von    Chasles. 

Gegeben  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Gleichung 


a  I,  a  -  a 


O  ist  der  Ursprung  des  Coordinatensystems.    Durch  einen  Punkt 
M  im  Räume  lege  man  die  drei'  homofokalen  Flächen 

^•^^«— 6«^^*— c«""    '  ^«+|iia_^ai-^a_ca  — *» 

Z-    I,       y         JL. L_— .1. 

ya  T  ya_^aTya__ca— *> 

^>c>6;  c>fi>6;  c>6>i;; 

oryz  sind  die  Coordinaten  von  M\  von  diesem  Punkt  aas  schneide 
man  auf  den  Normalen  dieser  drei  Flächen  Stucke  ab ,  beziehungs- 
weise gleich  ihren  grossen  Halbaxen  q,  ^^  v,  und  betrachte  diese 
drei  Stücke  als  Halbaxen  eines  Ellipsoids  £,  dessen  Mltt^lpankf 
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abo  JH  iBt,  80  hat  dieses  EHipsoid  folgende  Eigenschaften:  Es 
berfihrt  die  zy- Ebene  in  O;  dieHalbaxen  seines  mit  der  zy- Ebene 
parallelen  Diametralschnitts  sind  gleich  6  und  c;  b  parallel  der 
ff'AjLe,   c  parallel  der  z-Axe. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen ,  betrachte  man  das  EHipsoid, 
?on  welchem  b,  c  und  03f  drei  conjugirte  Semidiameter  sind,  und 
suche  dessen  noch  unbekannte  Halbaxen  ^o^  Mo>  ^c  ^^  ergebto 
sich  durch  Anwendung  nachstehender  Sätze  von  dem  EHipsoid: 

fydie  Quadratsumme  von  drei  conjugirten  Semidiametern 
ist  gleich  der  Quadratsumme  der  Halbaxen.  Die  Qua« 
dratsumme  der  drei  Parallelogramme,  welche  sich  aus  je 
zwei  Ton  drei  conjugirten  Semidiametern  konstruiren  las« 
sen,  ist  gleich  der  Quadratsumme  von  drei  Rechtecken, 
welche  sich  aus  je  zwei  von  den  drei  Halbaxen  bilden 
lassen.  Das  Parallelepiped  aus  drei  conjugirten  Semi- 
diametern Ist  gleich  demjenigen  Ober  den  drei  Halbaxen^ 

folgende  drei  Gleichungen : 

^o*  +  f*o*  +  V  =  **  +  c*  +  ^*+y*+»** 

irelcbe  beweisen,    dass  ^o^,  fto^,  vq^  die  drei  Wurzeln  sind  von 
f«- (A»+c*+ic«+3^«+i«)^*  +  {6«c«  +  *2(a:«+2«)  +  ca(Ä*+.v«)le* 

MTt  Q  die  Variabele  ist.  Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben : 


^M^ 


z 


9 


mithin  ist 

Qo  —  Qs    f*o  =  f*i    vo  =  V, 

d.b.  das  EHipsoid,  dessen  konjugirte  Semidiameter  6,  c  und  OM 
sind,  ist  identisch  mit  dem  EHipsoid  E. 
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hieraus  folgt  weiter: 

und  wenn  man  beiderseits  finial  differeezirt: 

was  das  Integral  der  Gleichung  (3)  ist 

Erstes  Beispiel.    Ist  (imOySo  hat  mao  die  Gleicbang: 

und  Ar  das  Integral  derselben: 

unter  C^,  C«»  €3  willkGhrliche  Constanten  verstandeo. 
Zweites  Beispiel.    Ist  fi^sl,  so  hat  man: 

ah  Integral  der  Gleicbang 
(5)  0=3i««^+18m*^+l8«y. 

Da  aber  das  gefundene  jf  vier  Constanten  enthält,  so  sind  die- 
selben nicht  gani  willkuhrlich,  und  müssen  dermassen  gewihR 
werden,  dass  sie  der  Gleichung  (5)  genügen. 


Im  Utrmritrhee  Bwirhte  Nr.  CXXTI.S.  1.  ■«•«  ei  ia  der 
X^H^  4te  ArtIMt  ib^  dte  Tablr«  d'i«U|rral««  d^fiaieeeti^  «latt 
,«Bi^r«M«  i  Haan^«  b«$««ea:  .«Biercaa  De  Hefta.«* 

TbUWV.  &1iXX.«.v«««  «Ute  «.|iU«ie«r«*«  «.  «.  „pluai««rs.'' 
Tbl. \ W  S« :fe&U  X*  1&*  tiatt  ^Ar-l-'iif-h^ir+r,;«  sims  es  hci»- 

TbU  WXIU  S.  I^U  E.K  ^tiAM  4^m  Aatiuige  dei  Aaftalse«  Vr.  X.  w) 
IM«««  <M  «lau  »«d*«n  manUr^^*   bei«t«ii:    «.d"«ne  aaai^re.** 

Tbl.  WMIK $.  ;KM*  4«  \.  «..  S^4JkE.S.T.  «kwrf  S.4aZ.7.T.e.  iaC 

^tttäii  ..«|»Ari«<^b0a*'t    M«fbirlMtli«a^*  Mid  &i&Z.14»T.u.  statt 

.»tf/a^earrJebeaea^i    ««ela(«a«brlebeaea**  «a 
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Zar  Bestiininnng  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte 
Yon  Korpern  zwischen  zwei  Parallel  -  Ebenen  und  einer 
zusammenhängenden  Umfläche. 

Von 

Herrn  Dr.  TVilh.  Jttaizka, 

Professor  der  Mathematik  an  der  HoGhschnle  in  Prag. 


Viele  geometrische  Korper  werden  von  je  einem  Paare  paral- 
Mer  Ebenen  (Grundebenen)  und  von  einer  zusaromenhängen- 
ieo,  bald  gebrochenen,  bald  gebogenen,  bald  gemischten  Fläche 
(der  Um-  oder  Mantelfläche)  eingeschlossen;  und  eigentlich 
kaon  jeder  allseitig  begrenzte  Korper  in  eine  von  zwei  Parallel- 
ebenen  eingegrenzte  Schicht  so  gestellt 'werden,  dass  diese  Ebe- 
nen seine  Oberfläche  entweder  blos  berühren  oder  zum  Theil  mit 
ausmachen  (ergänzen)  *).  Ist  es  nun  möglich ,  den  zwischen  bei- 
den Grundebenen  und  zu  ihnen  parallel  gelegten  wandelbaren  Schnitt 
(Parallel-  oder  Querschnitt)  des  Körpers  als  Function  seines 
senkrechten  Abstandes  von  einer,  wo  immer  zu  den  Grundebenen 
parallel  und  festgestellten  Ebene  auszudrücken;  so  vermag  die 
Integralrechnung  bekanntlich  für  die  verschiedensten  Formen  sol* 
eher  Functionen  den  Rauminhalt  und  Schwerpunkt  (eigentlich  die 
Parallelebene  dieses  Punktes)  solcher  Körper  zu  ermitteln.  AUein 
andi  die  bekannte  und  beliebte  elementare  Behandlung  derartiger 


*)  Die   Benennungen   Konoid,    Stumpf-    oder    Aftericegel,    besser 

Kegelstnmpf  oder  KegelstutE,  so  wie  Pyramidoid,  Stumpf- oder  After- 

^Unmide»  Pyramidenstumpf  oder  -stutz,  und  ähnliche  passen  eigentlich 

MV  aaf  gewisse  Arten   solcher  Körper,   eine  allumfassende  Benennung 

•Her  der  beschriebenen  Körper  ist  mir  jedoch  nicht  belcannt. 

TksUXXXm.  % 
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Integrationsaufgabeii,  nemlich  das  verdeckte  Integriren»  d.  i.  die 
Grenzbestimmang  der  Sommen  von  unendlich  sich  vermehrenden 
unendlich  abnehmenden  Bestandtbeilchen  des  Körpers,  lost  derlei 
Fragestucke  in  mancherlei  Fällen  ohne  sonderliche  Schwierigkeit, 
▼ornehmlich  wenn  die  erwähnte  Function  des  Querschnittes  eine 
ganze  algebraische'  ist. 

Ich  habe  die  allgemeine  leichtfassliche  Losung  dieser  Aufgabe 
schon  in  meiner  im  Sommer  1834  verfassten  Bearbeitung  des  2ten 
Bandes  der  ^^Vorlesungen  über  die  Mathematik  von  6. 
Freiherru  v.  Vega«  (7.  Aufl.  Wien  1835.)  in  §.442.  u.  §.516. 
durchgeführt  und  gefunden^  dass  wenn  x  den  Abstand  des  wan- 
delbaren Querschnittes  Q  eines  Korpers  %'on  seiner  Grundebeiie 
g  vorstellt  und 

bei  durchweg  positiven  Exponenten  a,  b,  c, ....  ist,  der  Raum- 
inhalt V  des  veränderlichen,  zwischen  g  und  Q  enthaltenen  K6t- 
pers  sei: 

Diese  Forn^el  wurde  in  §.516.  auf  Prismen  {Q=Ä  und  Q^=Ax\ 
in  §.  517.  auf  ganze  Pyramiden  (Q  =  ^;r^),  in  §.528.  auf  Ku» 
gelplatten  (Q  =  ;i;(a*— o?*)),   und  in  §.  534.  Aufg.  VI.   auf  zwei 

andere  Körper  (Q  =— ar  und    Qz=zB — -^x^)  angewendet. 

Seit  den  Veröffentlichungen  der  höchst  anziehenden  Lehre 
von  den  Obelisken  durch  Herrn  Oberlehrer  Karl  Koppe*)  und 
seit  der  von  Herrn  Prof.  Grunert  (in  seinem  Archiv.  1847.  Tbl.  IX. 
S.82. ThI. XXI. S.  119.  und  in  seinem  Lehrbuch  der  Stereome- 
trie) veröffentlichten  äusserst  einfachen  und  netten,  rein  geometri- 
schen Inhaltsbestimmungen  der  Obelisken  haben  mich,  sowohl  bei 
meinen  hiesigen  Vorlesungen  über  elementare  Körperlehre,  als  auck 
bei  jenen  über  Integralrechnung  und  über  analytische  Mechanik  diese 
Berechnungen  mehrmal  angezogen;  und  in  jüngster  Zeit  haben 
meine  Vorträge  über  analytische  Schwerpunktsbestimmungen  samml 
der  zufälligen  Lesung  der,  von  dem  überaus  emsigen  Herrn  Her- 
ausgeber des  Archivs  (in  1858,  31.  Tbl.,  4.  Hft.,  S.  487.)  nach 


*)  Vergl.  Grelle,  Joura.  f.  Mathematik.  1838.  18. Bd.;  Koppe, 
JBin  neuer  Lehrsata  der  Stereometrie,  1844;  Koppe,  DlePI«- 
nimetrie  und  Stereometrie,    1816.  , 
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dar  oben  gekennzeichDeten  gemeinfafislichen  Weise  darchforsch- 
(es  Reihe  beachtenswerther,  schon  von  L.  Mascheroni*) 
untersuchter  Körper  mich  dermassen  angesprochen ,  dass  ich  mich 
reranlasst  sehe,  die  folgenden  Betrachtungen,  von  denen  etliche 
bereits  im  Jahre  1855  gemacht  worden  waren,  betreffend  die  rech- 
ffenden  Bestimmungen  der  Rauminhalte  und  Schwerpunkte  von 
Körpern  der  früher  beschriebenen  allgemeinen  Gestalt,  in  dem  viel 
gelesenen  und  weit  verbreiteten  Archiv  in  der  Erwartung  zu  verOfent- 
fiehen,  dass  selbe  nicht  unliebsam  werden  aufgenommen  werden. 


1. 

Sei  nun  überhaupt  ein  Korper  K  (in  Taf.  I.  Fig.  5.)  von  den 
zwei,  um  die  so  genannte  Höhe  A  von  einander  abstehenden,  pa-. 
ralleleo  Grundebenen  g,  G  und  einer  zwischen  ihnen  begriffenen 
ununterbrochenen  Mantelfläche  allseits  begrenzt  Parallel  zu  den 
Gmndebenen  sei  in  einem  (bekannten  oder  noch  erst  zu  ermit- 
telnden) Abstände  AO  =  a  von  der  einen  (unteren)  Grundebene 
g  eine  unbegrenzte  Ebene  ^,  zu  beiden  Grundebenen  parallel, 
fest  gelegt,  so  dass  ihr  Abstand  von  der  anderen  (oberen) 
GroDdebene  G  die  Senkrechte  OB=OA+AB::^a+h=ib  werde. 

Zwischen  den  Grundebenen  werde  irgendwo,  durch  P,  im  be-^ 
Kebigen  Abstände  OP=x  der  Querschnitt  Q  zu  den  Grundebe- 
oeo  oder  zur  unverrfickbaren  Ebene  S  parallel  gelegt;  und  neh- 
men wir  an,  es  sei  möglich,  des  Querschnitts  Flächeninhalt  Q, 
der  Matur  der  Dmfläche  gemäss,  durch  die  Veränderliche  x  und 
dnrch  sonstige  beständige  Grössen  auszudrucken,  als  Function  von 
«darzustellen,  auch  falle  dieser  Querschnitt  innerhalb  beider  Grund- 
ebenen reell  und  positiv  aus.  Durch  einen  um  etwas,  Ppzudx, 
entfernteren  Punkt  p  im  Abstände  Op  =  x  +  Ax  föbre  man  den 
entsprechenden  Querschnitt  Q'  =  Q-|-^Q;  dann  ist  der  zwischen 
beiden  Querschnitten  Q  und  Q*  enthaltene  Scheiben-  oder  platten- 
förmige  Körper  der  allgemeine,  von  Stelle  zu  Stelle  nach  der 
Entfenvng  x  veränderliche  Bestandtheil  des  Körpers  K  und  kann 
aaeh  als  Zuwachs  zu  dem  zwischen  g  und  Q  begriffenen  wan 
delhuren  Körpertheil,  dessen  Rauminhalt  (Volum)  «  sein  möge, 
Migiseben  and  durch  Afi  dargestellt  werden.  Des  ganzen  Kör- 
ptos  K  Ramninhalt  V  ist  demnach  die  Summe  (Gesammtschaft, 
aideiflbar  durch  das  Summenzeiehen  21)   aller  seiner  derartigen 


*)  Problem!  di  geonietria,  colle  dimostrazione  del 
SaeebL  ttilaae  1800.  —  Probl^nes  deO^om.  r^golas  de  dif- 
i^Motee  aaniörei,    trad.  de  ritalien,    Parle  1802. 
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BestandstOcke  Jt,  wie  sie  von  da,  wo  x=:a  ist,  bis  dahin,  wo 
x  =  b  ist»  in  den  Abständen  Jx  ununterbrochen  anf  einander 
folgen,  nemlicb 


m 

Nnn  kann  der  zwischen  den  Parallelebenen  Q,  Q!  enthaltene 
Theil  der  Umfläcfae  erstlich  so  geartet  sein,  dass  man  durch  den 
ganzen  Umfang  des  grosseren  Querschnitts/  Q,  eine  cylindrische 
oder  prismatische  FiSche  ganz  ausserhalb  dieser  Platte  Jv, 
und  dagegen  durch  den  ganzen  Umfang  des  kleineren  Querschnitts 
Q*  eine  andere  solche  Fläche  ganz  innerhalb  derselben  her- 
umfuhren, folglich  eben  der  Platte  einen  Cylinder  oder  ein  Prisma 
dort  umschreiben  und  hier  einschreiben  kann,  deren  Inhalte  also 
QJx  und  Q*^x  sind,  so  dass  entschieden  Jv^QJx  und  Ai^Qfäx 
sich  darstellt  Es  kann  aber  auch  der  andere  Fall  eintreten ,  dass 
man  wegen  des  Baues  der  Unifläcbe  die  Querschnitte  Q,  Q'  vor- 
erst noch  durch  passliche  Theilungslinien  dermassen  zerschneiden 
muss,  damit  man  über  ihren  Theilen  solche  um-  und  eingeschrie- 
bene Prismen  in  die  Platte  z/o ,  aufstellen  könne.  Dann  sind 
QAx  und  QAx  die  Summen  der  Inhalte  aller,  den  scheibenarti- 
gen Bestandstucken  des  Korpers  um-  und  eingeschriebenen  Pris> 
men  und  es  ist  auch  da  Av < QAx  und  Av^  Qfdx. 

Sohin  ist  Jv  ein  Mittel  von  QAx  und  ^Ax—  (Q  +  AQ)Ax 
oder  auch  ^o  =  Med.(Q,  Q  +  AQ).Ax,  und  da  ein  derlei  Mit- 
tel durch  Q  +  OAx  beider  Voraussetzung,  dass  6  eine  zwischen 
0  und  1  liegende  Zahl  bedeute,  sich  darstellen  lässt,  auch 

Av=i(Q  +  eAx)Ax, 

und  sonach  des  Korpers  Rauminhalt: 


r=  2  (Q  +  eAQ)Ax. 

Lässt  man  nunmehr  die  an  sich  schon  klein  gedachte  Scheifafmi- 
dicke  Ax  unendlich  abnehmen,  ohne  aber  zu  verschwinden,  das 
Differential  dx  werden,  so  wird  auch  der  Unterschied  AQ  der 
benachbarten  Querschnitte  unendlich  abnehmen,  die  Summe  Q^BAQ 
ihrer  Grenze  Q  zustreben,  und  die  besprochene  begrenzte  Soai; 
mation  der  endlichen  Bestandstilcke  bekanntlich  *)  io  eine  eben  so 
(von  x=ia  bis  x:=2b)  eingegrenzte  Integration  (allesammtliche  Za- 


*)  Canehj,   Resamö  de«  Le^eii«  «nr  1«  calcnl  iafiaift^ti- 
mal,  1823,  p.  81-^84.  —  Moigno,  Calcal  integral,  1844,  p.  1— & 
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Mnmenfassang)  aller  kleinsten  Bestandtheilchen  (Elemente)  des 
KSrpers  fibergehen»  und  sonach  wird  der  fragliche  Korperinhait 


=/ 


b 
Qdx. 


Für  das  statische  Moment  des  Gewichtes  des  plattenartigeo  Be- 
standstOcks  dv  ist  der  Abstand  seines  offenbar  zwischen  seinen 
B^grenzongsebenen  Q  und  Q'  enthaltenen  Schwerpunktes  von  der 
Normalebene  ®  ein  Mitte!  zwischen  den  Abständen  x  und  x-{-Jx 
dieser  Ebenen^  also  zzzx  +  ffJx,  wenn  auch  ff  eine  zwischen  0 
and  1  begriffene  Zahl  vorstellt.  Dann  ist  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
C  sein  statisches  Moment  =:Jv(x  +  0'Jx)9  und  die  Summe  der 
Momente  sämmtlicher  dieser  plattenartigen  Bestandt heile  das  Mo- 
ment des  ^stnzen  Körperraums  V  beziehllch  derselben  Momenten- 
Aeae,  nemlich  wenn  X  den  Abstand  seines  Schwerpunktes  von 
dieser  Standebene  vorstellt: 


j — fr 
FX=  £  (x  +  e'^x)Jv=  E  (x  +  ffJx).(Q  +  eJQ)Jx. 

Wenn  man  nun  wieder  Jx  und  JQ  unendlich  abnehmen,  jedoch 
nicbt  verschwinden  lässt,  übergeht  bei  ähnlichen  Betrachtungen 
wie  firfiher  auch  diese  Summe  in  das  wie  sie  (zwischen  :r:=« 
md  x^=b)  begrenzte  Integral,  und  es  wird  des  Korpers  stati- 
sches Schwermoment: 


VX=r^  x.Qdx. 


% 

In  allen  hier  folgenden  Cntersuchungen  der  Rauminhalte  und 
Sdiwermomente  der  zu  betrachtenden  Körpergattung  ist  überhaupt 
beM^htenswerth : 

1.  die  Bestimmung  und  Form  der  Function  des  wandelbaren 
Qoendinitts  Q  von  seiner  senkrechten  Entfernung  x  von  der  fest 
gdegten  Standebene  S,  und 

2.  nach  Ermittelung  des  Ausdrucks  für  den  Rauminhalt  oder 
ftr  das  statische  Moment  des  Körpers  die  EinfShroog  der  Inhalte 
der  Grundebenen  und  passlicher  Zwischenschnitte  an  die  Stelle 
des  Abstandes  a  oder  6  und  der  CoefScienten  der  Function  des 
Qoerschnittes. 
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(14)  ^  =  .-qT 


A      GvG—gVg 
'"■*     VG-Vg 


(15)  >^jf  =.__.-_ 

l«t  insbeBondere  m  eioe  gaoxe  Zahl«  wie  meistens,  so  kana 
naa  in  (9)  und  (10)  den  Factor  6— a=A  immer,  and  da,  wo  der 
Exponent  gerad  ist,  sogar  S>— a*=(A-fa)A  heraosheben ;  man 
findet  sonach: 

und  wenn  w-fl  gerad  und  >2,  also  m  nngerad  and  >1  ist, 

femer  das  anf  die  Standebene  C  bexiehliche  HMncnt: 

nnd  wenn  m-t-S»   aI'^  ^iKh  m  gerad  ist, 

=;f^(*+«)(Ä-+»-*"V  +  »— %•  +  .  ..  +  «-), 

nnd  sonaeb,  wena  jr^=:J( — «  den  Abstand  des  Scbwerp«nktes 
des  Körpers  K  Ton  der  Gnindebene  g  beaekbnet,  das  anf  Acoe 
Cmndcbfne  §  besegene  Moment : 


(m+l){«+2> 


oder  we3  dsr  Zählst  fibr  *^sa  verscbwiiMiet,  abo  Anrcfc  4  — •=& 

tbeübor  isl>  ancb 


Hi4  1^  M^ä  ■ 


In  diesen  Aasdritehen  s«bNib#o  wir  gem<Sso  (13): 

^=%/ ?»    a^  V  4  iHMtwondtbiawBud^aoiA  lT  gg^   * ; 

danii^  wird: 
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(16)      F  =  ^^(C?+  VG«-^^+  VG«-V+ -+^) 

aod   fär  ungerade  m  >  1 : 

^   -^  m  +  2  "»^      •■ 

•  * 

und  fiir   p^erade  m.>  0: 


m 


VG—Vg 

eodlich: 

(18) 

m  m 

„  A'   (m  +  1)  G+m  V<?"-V+(ct— 1)V  6'^V^-....+y 

''^-m+l  m  +  2 

Erstes  Beispiel.    Fflr  if(=l  ist  Q=sAx,  also 

r=iA-2— .    »^^—3       G—ff    ~'    '^^»— T—ä — * 

2     G*+Gg+sl'      ^  _h2G+g 
^—3*       G*—g*     '    *»-3  G  +  ^' 

Dieser  Fall  tritt  ein:  1)  bei  einem  vierseitigen  Prisma^ 
welches  ans  einejn  dreiseitigen ,  mittels  eines  zu  einer  Seitenebene 
6  im  /kbstande  h  parallelen  Schnittes  g  ausgeschnitten  wird,  wenn 
die  Standebene  S  durch  die  zu  G  gleichlaufende  Seite  des  drei- 
seitigen Prisma  gelegt  ist;  2)  bei  einem  elliptischen  Parabo- 
loid^  wenn  auf  der  Axe  senkrecht  durch,  den  Scheitel  die  Stand- 
ebene  C  und  an  zwei  um  h  aus  einander  stehenden  Stellen  die 
Schnitte  g  and  G  gelegt  werden. 

Zweites  Beispiel.    Bei  m  =  2  ist  Q^'Aa^,  daher 

r^h 3 ,   y^-j(G+g)^^_^^, 

„       A«  3G+2V^+ff      Y_.,VG  +  Vjy        G+g 

_hW'{^yrGg^g 


iSOMaifika:  Zur  Bestimm.  dirRattminh,  u.  Schwerpunkte  MI  m^. 

Diese  AusdrQcke  gelten  för  Pyramiden  und  Kegel«  wenn 
die  Standebene  C  durch  deren  Spitze  geführt  ist. 


6. 

Die  Stammausdrücke  (2)  und  (3)  des  Rauminhaltes  and  Mo- 
mentes eines  Körpers  der  in  Rede  stehenden  Gattung  werden  wir 
offenbar  wesentlich  vereinfachen,  wenn  wir  die  Integratloas- 
grenzen,  mit  Bewahrung. ihres  Intervalls  (Zwischenraums)  6— a=A, 
dermassen  abändern ,  dass  die  untere  entweder  Null  oder  die  nega- 
tive obere  wird»  nemlich  wenn  wir  die  Standebene  S  entweder 
mit  der  unteren  Grundebene  g  zusammenfallen  oder  durch  die 
Mitte  der  Höhe  h  gehen  lassen.  Hiebei  darf  jedoch  nicht  verges- 
sen werden,  dass  wenn  der  Ausdruck  des  Querschnittes  Q  durch 
seinen  Abstand  a:'  von  einer  gewissen  ursprunglichen  Standebene 
9f  bekannt,  namentlich 

ist  und  hierbei  die  Exponenten  m,  n,  p,....  fallend  gereibt  sind, 
man  beztehlich  einer  ihm  um  c  näheren  Ebene  S,  von  welcher 
er  um  ^r  =  ^'  —  c  absteht,  hiernach  nur  x'.=-c  -{-x  einzusetzen 
haben  wird,  um  den  auf  diese  neue  Standebene  C  b^zOgliob^n 
Ausdruck  des  Querschnittes 

Q=  4(c+a;)«  +  B{c  +  xY  +  Cic'{-x)P  + ....  =t=  fXc^x) 

zu  erbalten. 

Sind  hier  die  Exponenten  m,  n,  p,....  nicht  Insgesammt  ganz, 
so  ist  b^  solchem  Cmfauch  der  Veränderlichen  nichts  zu  gewin- 
nen, weil  die  Reihe  der  Entwickelung  des  Q  nach  Potenzen  von 
X  nicht  abbricht  Hingegen  wenn  Q  ursprunglich  schon ,  also  fiir 
was  immer  för  eine  Standebene  CH',  eine  ganze  rationale  Foile- 
tion  Ton  xf  ist,  wird  auch  sein  neuer  Ausdruck  eine  eben  solche 
Function  von  o;,  und  zwar  vom  selben  mten  Grade  wie  der  frohere, 
nemlicb  tob  dter  Form 

Q=  CUa:-+ Git-i««-! +  ....  + Ci«  +  €;>. 

Die  Berechnung  dieser  Coefficientenreihe  aus  der  Stammreihe 
A,  B,  Ct...*  kann  entweder  durch  Ausfuhrung  der  angedeuteten 
Potenzirungeo  oder  bei  höherem  Grade  (m)  nach  dem  von  mir  in 
meiner  Bearbeitung  des  ersten  Bandes  von  Vega's  Vorle- 
sungen über  Mathematik»  1838  und  1850,  §.286.  gelehrten 
zusammenhängenden  Rechnungsznge  ausgeflihrt  werden. 
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6. 

A.  Ziehen  Wir  demnach  zuvörderst  den  Sonderfall  in  Betrach- 
tuog»  wo  wir  die  Abstände  .r  der  Parallelschnitte,  also, 
aach  den  Abstand  Xi  des  Schworpunkts  des  zu  erforschenden 
Kdrper«  1^  von  dessen  Grundebene  g  an  zählen.  Damuss 
in  unserer  allgemeinen  Forschung  (Art.  3.)  a=0,  also  b^=ih,  mit- 
hin/weil  för  x=^a  =  0  der  Querschnitt  Q  in  ^  übergeht,  mi=0 
ond  A=^g  sein;    folglich  ist  dieser  Querschnitt  noch  allgemein: 

(19)  Q=/I  +  Äa;»+ GrP +  ....,    mit  ^  =  ^, 

der  Rauminhalt 

(20)  ^^*(^  +  M^+i5Ti+-^' 

dann,  indem  man  X  in  Xi  vertauscht,   das  Moment: 

nad  die  zweite  Grundebene 

(22)  G  =  5f  +  ÄA«+CÄP  +  .... 

Ais  dieser  Gleichung  kann  man  ein  Glied,  i?A«,  bestimmen 
Md  seinen  Ausdruck  ÄA«=G — y—(CAP +  .,..)  in  die  vorher- 
gehenden einsetzen,  vrodurch  man  erhält: 


(24) 


rar,  _/»u    jj^j        (n  +  2)(/>+2)*'*'     ••••/ 


Diese  Ausdrficke  sind  demnach  TollstSndig  dorcb  g'mii  G  be- 
sttmmt,  wenn 

L    des  Querschnitt«  Q  Ausdruck  nur  auf  «wei. Glie- 
der beschränkt,  also 

(26)  Q=::A  +  Bx^ 

iit   Denn   da  ist  C=/>s=:....t=0,   also^ 

(%)  '^=*^' 

(87)  F^.=*!»£±2G. 

Seilt  man  abkOrzend 
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(2S) 

I  so  wird 

(29) 


"ff  +  G 


F=liy, 


und  y   ist  ein 

arithmeti 

isches  Mittel   der  Urundel« 

inen  g  und  G; 

welches  für 

n 

=  1    mitlen  inne  zwischen   beiden. 

fOr  7i>l   über 

näher  an  g 

als 

■an  G  81 

:eht.     Setzt  man  dann  eb«n 

8o; 

(30) 

=^1'^=- 

j 

8D  wird 

(31) 

-.  =  ¥r, 

'S 

ond  es  ist 

r . 

ebenfalfs 

ein  arithmeliscbn  Mittel   : 

mischen  g  ond 

G;    aher  w 

eil  noch 

(3Ö) 

„    («  +  i)r+G 

(1  +  1)  + 1 

gestellt  werden  kann,  ist  fauch  ein  ariihmetiacbes  Mittel  zwischen 
y  und  C  welches,  weil  n  +  I  >  1  ist,  immer  nSher  an  y  als  an  G  li« 
II.     Wenn  ferner   Q  dreigliedrig  eich  darstellt,    also 
(32)  Q  =  -i  +  Bx'  +  CxP 

ist,  und  wenn  hierin  p>n>0  ist,  so  muss  zur  Beslimniung  i 
Chf  für  die  Ausdrficke  (23)  und  (24)  noch  ein  Zwischenschnilt  JU 
im  Abstände  f*A  <  A  von  ff  geliihrl  werden,  und,  weil  A=g  ist, 
erhält  man  für  ihn: 

(B)  jtf=fl  +  (.".fiA"  +  (j'.rAr, 

«Fomit  man  noch 

(22)  G  =  g  +  Bh''  +  OiP 

verbindet    Ans  beiden  Gleichungen  findet  man  sofort ; 

(C-g)f."-(^/-g) 


ChP--z 


li«  —  fiP 


nnd  die  Ausdrücke  (23)  und  (24)  werden  mit  Beachtung  der  SatzuJ 
gen  (28)  und  (30) : 


'("+2)(i,  +  2)- 


") 
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Zor  ferneren  Umwandlung  von  CkP  tat   V  setzen  wir  darin 
aadb  (28) 

G-^  =  (ii+l)(y-^), 
und  da  wir  hiernach 

(35)  ChP^  (it  +  l)fi"y-Jt#-[(iH-l)fi«-~l]^ 
erbalten«  setzen  wir  abkflrzend 

(36)  (»  +  1)^--1=,-.    („^,i)(pVj)V-f»'')°^- 
und  finden 

(37)  F=*[yilf  +  %  +  (l-^-/y)y]. 

Zur  Umwandlung  von  Chv  fSr   Fti  setzen  wir  hingegen  darin 
gemäss  (30): 


G-Är  =  ^^(r-^). 


und  da  wir  hiernach 


(38)      c^j.'^'^'rr-^-^^^%^=M 

finden«  setzen  wir  abkürzend: 

m      («+2)^--2=i'.    (,+2)(pT2M^.^f>>)  =  y'» 
nnd  erhalten: 

(40)  Fjti  =^'  [2»'»  +  tVi^  +  (l-2y'-t'9')r]. 

In  (37)«.  dem  Ausdrucke  des  Korperinhaltes,  ist  der  zu- 
sammeDgesetzte  Factor  ein  arithmetisches  Mittel  der  Flächen 
üf,  g  nnd  y«  wenn  ihre  zu  1  sich  ergänzenden  Multiplicatoren 
9«  t^,  1  — 9  — t^  allesammt  positiv  und  <1  sind.  Da  das  Ver- 
hiltoiss  fi  noch  willkürlich  ist,  wird  es  zur  Vereinfachung  dieses 
Ausdruckes  (37)  am  Einfachsten  sein,  g  oder  f  herausfallen,  also 
t  oder  1  —  {ji\\)q  verschwinden  zu  machen,  folglich  im  ersten 
Falle 

(41)  («  +  1)^«  =  1,    f*«=:^ 
n  setzen ;    dann  ist 

(42)  F  =  A[,Af+(l-v)r] 
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und  hierin  die  mit  h  maltiplicirte  Fläche  ein  arithmetiachea  Mittel 
von  M  und  y,   wofern  in  (36)  die  Zahl  q  zwischen  0  und  1  ftlli 

Auch  kann ' man 9  weil  ^=1  —  (1— 9)  ist,  schreiben: 

(43)  F=:Ailf+(l— 9).*(7-ilf). 

Im  anderen  Falle  soll  {i-{-'\)q — 1=:0  sein,  welches  nach 
(36)  durch 

(44)  f*"  "  =  jSTl 

erfüllt  wird,  und  zufolge  (3?)  ist  dann: 

(45)  F=.A[^üf  +  (l-^)^]  =  Aitf  +  (l-^).A(5r-Ä). 

In  beiden  Fällen  kann  man  für  die  Werthe  von  n,  p,  (n^  t,  q 
noch  Vwi  nach  (34)  berechnen,  indem  man  darin  für  F  und  CUf 
die  gemäss  (30)  oder  (30)  und  (35)  sich  ergebenden  Ausdrücke 
durch  g,  y,  jM  einsetzt. 

In  (40),  dem  Ausdrucke  des  statischen  Momentes,  ist  der 
zusammengesetzte  Factor  ein  arithmetisches  Mittel  der  Fläebeii 
M,  fff  r,  wenn  ihre  zu  1  sich  ergänzenden  Multiplicatoren  2^, 
i'q'  und   l-^2q' — i'q'  allesammt  positiv  und   <1  sind. 

Da  das  Verhältniss  (i  noch  willkürlich  ist,  wird  es  zur  Ver» 
einfachung  dieses  Ausdruckes  (40)  am  einfachsten  sein,  g  oder  J* 
herausfallen,  also  »'  =  0  oder  1 — (i' ■\-2)q't=i0  zu  machen,  folg- 
lich im  ersten  Falle 

(46)  .  '*"  =  ;^2 
zii  setzen;   dann  ist 

(47)  Vxi  =  h\2g'M+  (l~2^')y]  =  A«i!f  +  (1-2^')  .**(y-i»f ), 

und  darin  die  mit  /fl  multiplicirte  Fläche  ein  arithmetisches  Mittel 
von  M  und  y,  wofern  nach  (39)  die  Zahl  2q'  zwischen  0  und  1  ftlli 

Im  anderen  Falle  soll  (t'4-2)9'— ^]=;0  sein,  welches  nach 
(39)  durch 

(48)  '^-"  =  ^ 
erfüllt  wird,    und  gemäss  (40)   ist  dann: 

(49)  Fa?|  =  lfll2q'JBr  +  (1  -  2q')g]. 

In  beiden  Fällen  kann  man  fSr  die  Werthe  von  n,  p,  11,  t',  g' 
noch  V  nach  (33)  berechnen,    indem  man^  hierin  für  y  und  Ckf 
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dJegemlM  (28)  and  (38)  sich  ergebenden  Aasdrücke  durch  g,  F,  M 
eiiiMtzt 

ADweoduDg,    Wenden  wir  diese  Ergebnisse  auf  etliche  Bei- 
spiele an. 

1)  Zum  Querschnitte  Q^  A  +  Bx  findet  man  (nie  im  ersten 
Beispiele  des  4,  Art): 

2)  Zum  Querschnitte  Q  =  A  +  Bx^  erhält  man: 

—         3     *       ^ —  2  ^ —      2a +G 

3)  Zum  Querschnitte  Q  =:  2I  -f  Bx^  ergeben  sich : 

V-lM±G      „         ,.3y  +  2G      ^       ..3ir  +  2G 
F-A— j— ,     Fjr,=A« — g ,    ^j=|*.^-_. 

4)  Für  den   viel  verbreiteten  Querschnitt    Q=^-|-.fi!ar-fGr^ 
nimmt  man  entweder  nach  (41): 

Dt.    die  Zahl   \i=i\,   d.  i.  man  filhrt  den  Schnitt  M  mitten 
»wischen  g  und  G,  und  findet  y=: — q~^» 

V    —^^±2^        — *      G  +  2M       h  G  +  m 
K*!—  2  — J"'    **--"i^  +  G  +  4^— 2    y+2itf  * 

^.    oder  mao  nimmt  fi=:J  nach  (44)   und  erhält: 

„_A^£»  +  2G+£      _  _A  qJU  +  2G+g     h  3M±r 
'^*«-2-         12  '    ^»-6       3M+S   '=2  310+9 

-2'      4        «wJ^— — 3— . 

y.    oder  man  wählt  fi  =  {  nach  (48)  und  findet: 

„    .Wä+^-3G     .8^+y  -,     ,     6g-3G      „       A«  Silf+o 
P_* Ig =A— ^  fiIr/=— j-,     F;r,=5— ^, 

,  _  *  __M±£__  _  *  MdL£ 

'^-'^  16»  +  5^  -3C?  -  2  8jlf  +  y'  • 
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7. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  erachten ,  dass  diese  Beispiele  ins 
Unbestimmte  vermehrt  werden  Iconnten,  weshalb  wir  ods  bios  avf 
die  hier  vorgelegten  beschrSnken,  dagegen  es  f&r  nicht  unange- 
messen halten,  die  Benutzung  der  in  verschiedenen  Abständen  sn 
fahrenden  Mittelschhitte  M  und  der  mancherlei  arithmetischen 
Mittel  y,  F  der  Grundebenen  g,  G  in  einer  allgemeineren  nnd 
symmetrischen  Weise  darzulegen. 

I.  Hierzu  nehmen  wir  erstlich  betreffs  des  Rauminhaltes 
die  Gleichung 

in  Verbindung  mit 

(22)  G  =  flr  +  ÄA«+CAP, 

(22)  M  —  ff  +  (i,*Bh*  +  (iPChP 

in  Betracht,  indem  wir  letztere  mit  den  vor  der  Hand  unbestimm- 
ten Multiplicatoren  x  und  k  multipliciren  und  von  der  ersteren  ab- 
ziehen,  sonach  im  Unterschiede  die  Glieder  mit  Bh^  und  CAp  dadurch 
verschwinden  machen,  dass  wir 

(50)  x  +  i,i»=^,    x+iK=j4l 

bedingen  9  und  endlich  noch  der  Gleichförmigkeit  halber 

(51)  l^K  —  k  =  e 
setzen,  wonach  wir  erhalten: 

V 

(52)  j  =  eg+HG  +  Xia 

und 

(51)  e+»  +  A  =  l, 

F 

zum  Zeichen,    dass   -^  ein  arithmetisches  Mittel  von  g,  G,  M 

ist,  wenn  ö,  x,  l  gleichstimmig  sind. 

Im  Ausdrucke  (52)  kann  nun  M  nicht  fehlen,  also  keinesfalls 
;t=0  werden,  weil  sonst  in  (50)  x  zweierlei  Werthe  erhielte,  da 
n  und  p  verschieden  sein  mfissen.  Dagegen  kann  G  oder  g  ent- 
fallen, also  x=0  oder  auch  d=0  werden. 
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a)  80II  G  wegfalleo,  also  x=:0  sein,  so  in uss  gemäss  (50), 
wenn  getbeilt  wird, 

,AM^  n  +  1 

(44)  '»'-"  =  ^1 

gesetzt  werden,    und  man  erhält: 

>     • 

endlich 

(54)  ^  =  (l-i)flr;+iüf. 

b)  Soll  g  wegfallen,  also  0  =  0  werden,  so  findet  man 
aus  (50)  und  (5]),  indem  man  x  und  X  daraus  verdrängt,  für  fi 
die  Bedingung 

/55^  1-.^      n  +  l   _p ^ 

P 
ftobiB 

(56)  J=(l+i)(l-fi«)=(l+^(l~,*p),    x  =  l^il, 

Qod  endlich : 

(57)  j  =  (l-A)G  +  iilf. 

c)  Man  kann  aber  auch  aus  -r  sowohl  g  als  G  ausmer- 
zen and  dafOr  eine  Hilfs fläche  von  dem  Ausdrucke 

(58)  mG  +  (l— «i)^=y 

einfuhren ,  welche  ein  arithmetisches  Mittel  der  Grundebenen  g  und 
6  ist,  falls  ^die  willkürliche  Zahl  m  zwischen  0  und  1  gewählt 
wird.  Hierzu  multipliciren  wir  diese  Gleichung  (58)  mit  dem  un- 
bestimmten Multiplicator  q,  addiren  sie  zur  Gleichung  (52)  und 
stellen  in  der  Summe  die  CoefTicienten  von  g  und  G  beiderseits 
lies  Gleichheitszeichens  einander  gleich,  nemlich 

(1— ?w)^  =  ö,     m^=:x; 
fägficb 

V 

I^enmach  mnss  sein : 

Tkeil  XXXJJJ.  \^ 
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und   sofort  ist: 

F 

(59)  -^  =  (l--A)y  +  i;i!f. 

Da  man  hierbei  die  Zahl  m  frei  wählen  kann,  so  frSgt  es  sich» 
fiir  welche  Werthe  von  fi  diese  EiofShruBg  von  y  geschehe.  Hi«f sa 
setzen  wir  den  Ausdruck  x=iii(l — l)  in  die  Gleichungen  (50), 
schaffen  daraus  k  weg  und  erhalten  für  ft»  und  danach  auch  Rlr  1, 
die  Bestimmungsgleichupgen 

^n — yit itP  —  m ft^— ^P 1 

1         -^1         ^    I         1    ~i' 

denen  zufolge  dann  nach  Obigem 

d=t(l— m)(I  — A),    *  =  m(I-X) 
bestimmt  wird. 

d)  Endlich  könnte  man  wohl  auch  im  Ausdrucke  (52),  nachdem    . 
er  genügend  vereinfacht  worden,    fär  jedes   beliebig  gewählte 
VerhältniAS  ft  geradehin  die  Hilfsfläche 

Sg  +  oiG 

einfuhren ,   indem  man   ßg  4  xG=:  (6  +  9C)  r=  (]  —  A)  T  einsetzt  und 
sofort  findet: 

(80)         ,  -^  =  (i-x)r+A». 

■ 

II.  Betrachten  wir  nun  andererseits  in  Bezug  auf  das  sta- 
tische Moment  die  Gleichung 

wieder  verbunden  mit 
(22)  G  =  g  +  Bh^+ChP, 

(22)  ^:=r^  +  |il«.BÄ»-f  fiP.CÄP; 

so  mnitipliciren  wir  die  letzteren  mit  den  vorerst  noch  unbestimm- 
ten Zahlen  »'  und  X',  ziehen  sie  von  jenen  ersteren  ab  und  aetsea 

(61)  ;.'  +  iVn  =  ^.      »'+V^=_|.^, 

(62)  1  — x'  — A'  =  »', 
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»m  zu  erhalten: 

(83) 
mit 
(W) 


==«'^  +  ii'G  +  il';if 


e'  +  »'  +  r  =  1 , 


woraus  £u  ersehen^  daas  O'^-f-^'C-l'^'^  ^i>^  arithmetische«  Mit- 
tel von  g,  G,  M  ist,  fi-eon  ff,  x',  V  gleiehstimmig  sind. 

Aach  in  diesem  Ausdrucke  (63)  ksna  ilf  nicht  fehlen,  folglich 
kdnesfalls  X'  =  0  sich  ergeben,  ifetl  sonst  in  (61)  %'  zwei  un- 
gleiche Werthe  annähme.  Hingegen  kann  G  oder  g  herausfallen^ 
also  »'  =  0  oder  ^^=0  werden. 

a)  Soll  G  wegfallen,  also  k'sO  sern,  so  muss  den  Glei- 
chungen (61)  gemSss 


(68) 


ugenommen  werden,   und  man  erbfilt: 

2  2 


(W) 


1'  = 


(n+2)^«-(p+2)/iP' 


«'=l-i' 


S==(l-Jl')ir  +  i'». 


f)  Soll  g  wegfallen,  also  0'  =  0  werden,  so  findet  man  aus 
(61)  und  (62)  fOr  fi  die  Bestimmungsgleichung 

l--|iiP      n+2      p 
1  —  ^"  ~*     n    '  /i  +  2 ' 

sobin 


(«) 


(«1)       p=(l+^)(l-fi»)  =  (l+|)(l-f*^),    »'  =  1~A' 
and 

PO) 


|^^=(l-i')C+A'>l^. 


y)  Will  man  in  den   Ausdruck  von  rqj^  anstatt  G  und  g  die 

HilbBlche  y  nach  der  Gleichung  (58)   einföhren,  so  findet  man 
ttnlich  wie  in  I.  c)  für  (i  und  k'  die  Bestimmungsgleichungen 


PI) 


a 

n-^2 


—  m    __    fiP  —  m  ft* — fiP       1 

-~2  ""    2  2     •^ä?* 


— -m 


+^ 


— m 


n+2      p+2 


A^'* 
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dann 

(72)  ö'  =  (l--m)(l— i'),    «'=«(1  — V), 
und  endlich: 

(73)  ^'=ri-A'>y  +  rilf. 

8)  Soll  in  dem  Aosdracke  (63)  geradezu  die  Hilfsfläche 

6*+«'    —^ 
•ingeRlhrt  werden,  so  erhSit  man  sofort: 

Es  mochte  nnr  noch  zu  bemerken  sein,  dass,  sobald  fi  gemäss 
einer  seiner  Bestimmungsgleicbungen  aus  den  Werthen  von  n  and 
p  ausgerechnet  Ist,  fiSr  V  die  CoefBcienten  S^x^l  nach  den  Glei* 
chnngen  (50)  und  (51),  dann  für  Faci  die  Coefficienten  6',  s^,  X' 
nach  den  Gleichungen  (61)  und  (62)  zu  suchen  und  gehörigen 
Ortes  einzustellen  sind. 

Beispiel.  Der  Querschnitt  sei  Q^=:  A  +  Bx  +  Cx*,  also 
n  =  l,  p  =  3y  und  im  Ausdrucke  von   F  soll  G  nicht  vorkommen, 

dann  ist  nach  (44)  f*=r72'  <*ab«^  gemäss  (53)  A=77:>  und  nach  (54) 


Ferner  ist 


«'^1      w-»jr'^      .,«.13-8v^ 


15'    *  -   15   '    "—       15 
also 


_A«   (l3-8v'2)(5r+2G  +  (8i/2)lf 

f  ^X  -  T> ig . 


und  dabei  ist : 


s. 


B.    Noch  einfacher  gestalten  siih  die  Rechnungen  nnd  Ans- 
dnlcke,    wenn  man  die  Stundt^bene  tf  durch  die  Mitte  der 
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flS&e  4eü  Körper»  kgt,  die:  Mitteireben^MiA  lässt.    Hier:  wird 
«=— 5-= — A'und  6  =  'jT=A,  wenn  man  in  den  Z wusch enreehnua- 

geo  die  bidbe  Hohe  h  mit  A:  bezeichnet ;  und  am  Aonalleodstea 
w^rdeiki.  die  Verein facbungeo  der  Endergebnisse  sich  bewibreoi 
wenn  der  Querschnitt  Q  des  Kurpeirs  eine  ganze  rati<Mia'l<e 
Function  des  Abstandes  x  ist.  Zur  rascheren  (Jebersi^ht  schei- 
den wir  in  Q  die  Potenzen  von  a:  mit  geraden  Exponenten  von 
jenen  mit  ungeraden  Exponenten /  indem  wir  setzen: 

(74)  .  e^-^-4mJ?^"  +  -SÄi,a:««+i. 

und  hierin  das  Summenzeichen  auf  den  schrittweisen '  Durchlauf 
▼ou  m  und  n  durch  die  ganzen  Zahlen  0,  ],  2,  3,....  beziehen. 
Da  ist  denn ,  wie  leicht  zu  sehen : 

— Ir 

und  wenn  |  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Ebene  iE 
▼erstellt,  das  Moment 

-k 
oder  wenn  man  durch   "Ik^h  und  2k'^:=iih*  theiit: 

(76)  ^=J?^^^=JB,*  +  >B,A»  +  ,'B,Ä«+ 

woraus  als  bemerkenswerth  erhellt,  dass  im  Ausdrucke  des  Raura- 
inbaltes  V  nur  die  CoefQcienten  Aq,  Ai,  A^,,J.,  der  geraden» 
nod  im  Ausdrucke  des  Momentes  Vxi  blos  die  Coefficienten 
Aq)  ^]>  B^f ....  der  ungeraden  Potenzen  von  ;i;  in  Q  vorkommen. 

Dabei  Ist  für  a?  =  —  A  und  a?  =  +  A: : 
g^2:Amk^-2^nk''''^K     G=ZA„,k^^'\-2Bnk^^^\ 
aUo 

(77)  zA„.k^-^  =  ^^,    ZBnk^^^^  =  ~^. 

Denkt  man  sich  noch  in  der  Mitte  zwischen   den  Grundebe- 
nen  den  Mittenschni  tt  .1/,    so  iest  dafür  a:  =  0>   daher 
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D«rch  diese  heMee  Chiiidebeiien  47,  G  mi  den  MMinsebBil 
M  klonte  man  drei  der  Coefficienten  A  imd  B  bestiiiinian  odc 
beziehanggweise  aus  deo  AusdrüciEen  ▼on  F  ond  Vxi  beraai 
•elHiffeo.  Wfiree  In  Q  noch  neftr  CoeiBdente«  fotlumdeo»  s 
wftde  flian  nech  weitere  ZwieeheMchnItte  IN,  W^'W, ....  In  de 
AbetiDden  j^rscf/Jlt,  pt^k,  fi^k,....  <A  flikren  «nd  dereh  tAe  noci 
ebea  so  ?lel  CeeflfiGienten  ▼erdrlngen. 

FabH  die  Ver&aderliclie  x  im  Ansdniclce  ?on  Q  nur  gerad 
Exponenten,  sind  also  alle  CoeiBcienten  B  Null,  so  fallen  jed 
zivei  beiderseits  der Mittenebene  (Ein  gleichen  Abständen  gefBlin 
Qoerschnitte  gleiefa  ans,   folgliefc  ist  bImA 

g-G=SAmk^. 
ferner  ist    Vi^=^0,   also  auch  $=:=0. 

9. 

Betrachten  wir  einige   besondere  Fille. 
A.    Ist.Q  iweigliedrig,    und  zwar 

so  ist 

Jo  =  itf,    Aml^^g-M   ond    F^h^-f—^,    |  =  a 


2)  Ist  Q-^o  +  fii»**"+^  »o  hat  man: 


daher 


^0  =  ^.    ÄA-+'=^^ 


r—n     2     '     '^«-4  2» +3'    ^-2(2»+3)  G  +  ^* 


3)  Ist  Q  =  .^m.**»  +  Ä«j:*"+»   und   dabei  iw^l,  so  ist 

dahär 

„         h      G^g       ,,._/'»  G-i?       ,_2mf  lA  G—g 
'^^S^+l'T''     ^^-A'in^Z'     «-2m35cTI* 
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B*    Ist  Q  dreigliedrig  un4  isnBclitt 
1)  Q«4i  +  il«i*-+Ä«a:»«+i, 

10  ist: 

ud  danach 

^^^2  2(2n+8)'    ^"^2n  +  3  2  C+^  +  4mJlf* 

Erstes  Beispiel.  Hierher  gehSrt  besonders  der  Fall,  wo 
fcr  Qoerscboitt  durch  ein  vollständiges  Trinom  zweiten 
Grades  ausgedrGckt  wird,  nemlich  m  =  l,  n=0  und 

>fL  Hierfäf  ist 

Zweites  Beispiel.  Bleibt  m=l  und  wird  n=l,  sonach 
M  vird  ebenfalls : 

Bemerkung.  Es  f&llt  hier  sogleich  in  die  Augen,  dass  der 
Ansdnick  des  räumlichen  Inhaltes  F  derselbe  bleibt,  wenn 
M  demelben  Zahl  m  was  immer  ffir  Glieder  mit  ungeraden 
Eiponenten  im  Ausdrucke  von  Q  stehen.    So  ist  demnach  auch  iur 

= A  +  ^«^'"  +  fio«  \  B^x^\  B^x^  +  Ä,:^^  +  . .  .. 

det  Körpers  Inhalt: 
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und  insbesondere  bei  fii=:.l"ist  fär  '    '-;       ! 

Q=2Ao  +  A^x*^  BqX  +  Bio^  +  B^x*  ^B^w^  +  ...., 
worin  der  Sonderfall 
(81)  Q  =  2^0  +^1**  +  Bo^  +  Äi^r» 

in  welchem  der  Querschnitt  durch  ein  vollständiges -Quadri« 
nom  dritten  Gradeß  ausgedruckt  nird«  mit  einbegriffen  ist, 
wie  oben  des  Körpers  Inhalt: 

(79)        f=a£±^=a^+|(«l+jz_^). 

Sucht  man  zu  solch  einem  Körper    noch    dejasen  statisches 
Moment,   so  ist  fär  selbes  nach  (76): 

sonach  benützt  man  einen  Zwischenschnitt  KXt  im  Abstände 
x  =  (ikz^ifi^  von  der  Mittenebene  ®,  nemlich 

MI  =  ^p  +  fAMiA-2+  ft^u^  +  ^»i?iA:\ 
und  findet  nach  den  Gleichungen  (77): 

und  jetzt  noch: 

Sucht  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  die  Ausdrficke  von 

B^  .und  Bik^  und  stellt  sie  in  -rp  ein,  so  erhält  man  nai^b  eini^ 
gen  leichten  ümstakahgen: 

Hier  gewahrt  man  auf  der  Stelle,  dass  dieser  Ausdruck  sich  um 
ein  Glied  verkürzt,  wenn  man  |ii  entweder  =1  oder  =  — J  %vfihlt 
Fährt  man  nemlich   im   Abstände   a;  =  fiA"  =  lAr    ober  der  Mitten. 
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ebene  C,  also  in  der  Entfernung  lk^=^z    unterhalb    der    oberen 
Grandebene  G  den  Zirlschenschnitt,  so  ist  selber 

nnd  das  Moment  in  Bexug  auf  die  Mittenebene : 

(83);        pi=^v5^+?^i-A 

\  •  ■  • 

Ffihrt  man  dagegen  im  Abstände  a;=/&A;=: — \k  unter  der  Mitten 

A 
ebene  ^^    also  in  der  Entfernung  \k  =  ^  oberhalb   der    unteren 

Grandebene  q  den  Querschnitt,  so  ist  derselbe 

m  =  4,  +  ^,  (1*)«  -  B^(ik)  -  Äi  (lA)», 

wid  das  gesuchte  Moment  in  Bezug  auf  die  Mittenehene 


10. 

Nachdem  wir  bisher  die  Berecbnungsweisen  der  Kauniinliaite 
Md  statischen  Momente  bei  den  im  Eingänge  beschriebenen  Kor- 
peni  sowohl  allgemein,  als  auch  insonderheit  für  solche  Fälle, 
*o  die  wandelbaren  Querschnitte  derselben  ganze  rationale  Functio« 
Ben  ihr«r  jedesmaligen  Entfernungen  von  einer  festen  Parallelebehe 
^od,  auseinander  gesetzt  haben ;  wollen  wir  nun  mancherlei  Arten 
Mfeber  Körper  kennen  lehren.  Hierbei  werden  wir  zur  Abkur* 
«ing  der  Rede  derlei  Körper,  jenachdem  ihre  Querschnitte  alge- 
braische Functionen  ersten ,  zweiten ,  dritten ,  vierten  ....  Grades 
sind,  Körper  erster,  zweiter^  dritter,  vierter, ....  Ordnung  nennen. 

Von  den  Körpern,  welche  in  der  Elementar-Stereometrie'be^- 
tnditet  zu  werden  pflegen,  sind  die  Pyramiden  und  Kegel, 
sowohl  ganze,  als  abgestutzte,  dann  die  Kugeln  mit  ihren  Ah- 
^bnitten  und  Parallel  -  Ausschnitten  (Kugelplatten  oder  -Scheiben), 
bekanntlich  von  der  zweiten  Ordnung;  und  die  Prismen  und 
(Zylinder,  deren  Querschnitte  überall  dieselben,  folglich  vom 
Ballten  Grade  sind,  mässen  sonach  der  nullten  Ordnung  bei- 
i*^Ut  werden.  Ein  Paar  Körper  erster  Ordnung  haben  wir  irn 
^ten  Beispiele  des  4.  Artikels  angefahrt.  - 
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Betrachten  wir  daher  gegeowSrtig  vor  Allem  die  sehr  gewDho- 
liehen 

A.    Körper  sweiter  Ordnani^. 

Ihre  Querschnitte  sind  demnach  in  der  Form 

begriffen  (Art.  6.,  Beisp.  4.  und  Art  U.«  1.  Beisp.  Form.  (78))  und  der 
KOrperinhalt,  ao  wie  das  statische  Moment  derselben  wird  nach 
den  dortigen  Formeln  berechnet,  von  denen  die  folgenden: 

(79)  r=A^+iA(«+^-«)  =  *^±^ 

—  A-J?±2*-.       v_*       G—g 
^'^''G  +  g  +  HU*    ^''iG't^g+m 

sehr  fördersaro  sind.    Hierher  gehören  xnvorderst 

I.    die  Ellipsoide  und  Hyperboloide, 

namentlich  1.  das  ganie  von  einer  einiigen  gewölbten  Fläche  um- 
schlossene Ellipsoid,  theils  mit  seinen  Abschnitten  (Segmenten), 
theila  mit  Parallel  -  Ausschnitten ,  deren  Grundehenen  m  einer 
Aitt  senkTeeht  sind;  S.  das  elnmSntllge  Hyperbolofd  in  VerliiH 
dwig  mM  einem  Paar  auf  einer  Axe  senkrechter  B^;rensanga- 
ebenen;  3.  eine  Abtheilung  des  iweimSntlige«  Hyperbeleides 
mit  einer  soldien  Grenzebene,  oder  eine  Scheibe  desselben  awlschen 
swei  derlei  Ebenen.  Bekanntlich  sind  diese  Fliehen  in  der  allge- 
meinen,  auf  ihren  Mittelpunkt  und  ihre  Azen  beaiehllefaen  Gleichmg 


eothaUMi»   nod  awar  ist:    heim  Ellipseid  asl,   ßs^l;    beim 
oinm&utligen  Hyperbeloid  «^—1»  ^=1;  beim  sweimint- 
i«ea  «=  -I9  ^=  —  1.    Daraus  folgt: 

:^ 


;.a  uaw^^  das» jede  lar  jp- Axe  aeakreebte  l£betie  jeglicke aekhe 

*-'  —  f»  aiaaK  Ellipse  schaeiidet»  die  aenach  aueb  der  der  Ab- 

-  t!«i#precbende  Queiacbattt  Q  ist.     Seine  der  <s=0  1«- 


mMkeH  smei  Psu^aiiei-Eöenen  tr.  einer  tusemmenAäng-  ifmflOeke.  147 

% 

itiiulige  Halfaaxe  tet  ^=6  V  ß'^^  ^»  die  der  y=0  zug^hürige 
dtgegen  Zo^e^  ^— «^,  mitUo  der  eUipttsclM  Querscfaiütt : 


ar« 


a' 


Sonach  kSnnen  alle  derartige  Körper,  al«  der  zweiten  Ordnung 
angeburig,  so  wie  auch  insbesondere  die  Dmdrehungskorper  ihrer 
Art  Dach  obigen  Formeln  berechnet  werden,  was  wir  hier  jedoch 
aar  andeuten  wollen. 

11. 

IL    Koppe's  Obelisken. 

Von  den  eckigen  Körpern  gehören  hierher  die  von  Koppe 

(nach  Beuth)  so  genannten  Obelisken,  ein  höchst  bemerkens- 

werthes  Geschlecht  häu6g  vorkommender  Körper.    Ein  Obelisk 

wird  von  zwei  parallelen  Vielecken  und  einer  Reihe  an  einander 

klagender  Trapeze  begrenzt,  von  denen  ausnahmsweise  einzelne 

iralil  auch   Parallelogramme   oder   Dreiecke   sein  könoeiL     Oie 

Qaerschnitte  desselben  haben  ihre  in  einerlei  Seltenebene  gele- 

glMn  firundkaoten   paraUei,    also  ihre  Winkel  mit  den  paraUal 

fHteUte»  Winkeln  der  Gnindebeoen  gleich.    Hier  mag  es  genü* 

gm,  SU  zeige»,  dass  jeder  Obelisk  ein  Korper  iiw«iter  Ordnung 

iit,  da  wir  wegen  des  Weiteren  und  Einzelsen  auf  die  in  der 

Efadeitnng   genannten    Abhandlungen   und  Lehrbficher  verweisen 

■lasen. 

Selen  nun  A,  B  irgend  ein  Paar  Strecken  (Seiten,  Diagona- 
len, Höhen  u.  dgl.)  der  einen  Grundebene  G  eines  Obelisken  und 
a  der  Winkel  beider,  so  wird  der  Flächeninhalt  dieses  Vieleckes 
ans  lauter  Producten  von  der  Form  ABt{a)  zusammengesetzt,  wenn 
f(a)  eine  gewisse  vom  Winkel  a  abhängige  Function ,  bald  1 ,  bald  \, 
hüd  sina  oder  isina  vorstellt.    Daher  kann  man 

G=iS.AB{(cc) 

aetzen,  wofern  man  das  Summenzeichen  5  auf  die  Zusammen  fas- 
anng  aller  nöthigen  ähnlich  gebildeten  solchen  Producte  hinweiseo 
denkt.  Eben  so  seien  a,  b  das  Paar  der  A,  B  parallelen  oder 
gleichlägigen  Strecken  der  anderen  Grundebene  g^  ihr  Winkel 
abo  gleicbralle  «,  folglich  das  dem  Producte  AB((cc)  entsprechende 
Prodnct  =sa£f(a),  und  sobin 
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» 

Eodlich  sei  x  der  Abstand  eines  Querschnittes  Q  voo  4^  Grond- 
ebene  g  und  seine  zu  den  vorigen  parallel  laufenden  Stredcen 
a! f  b' t  80  wie  h  die  Hube  des  Obelisken,  so  fiqdet  man,  weil 
einerseits  die  Parallelstrecken  A^  nf  ^  a  und  aodcü'erseits  4lie  P»- 
ralielstrecken  B^  b'  ^  b  je  zwiscben  einem  Paar  Kanten  (Geraden) 
liegen,  leicbt  die  Proportionen: 

a!  '—a b'  —b  x 

also 

a  =^a-f- — T — X,    6=  OH ä""^* 

Weil  aucb  a'  und  b'  mitsammeD  den  Wiokel  a  bilden,  ist  des 
Querschnittes  Flächeninhalt 

Q'  =  S.a'Ä'f(a), 
folglich  Trenn  man  a'^.b'  ersetzt: 

(85)  Q==-S.ia  +  ^—x)(b+~^x){(a) 


.  i 


woraus  erhellt,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  des  Quersebnittep 
Q -jedes  Obelisken  vom  zweiten  Grade,  jedweder  Obelisk  alMi 
ein  Kfirper  zweiter  Ordnung  ist  und  sohin  nach  obigen  Foroleft 
b<irec1inet  werden  kann. 

'     h 
FOr  x^=n  erhält  man  den  Mittenschnitt 

_.      ^Ai^aB^b 

■     ■    '  ■'     .  '  ■  >,  . 

daher,  wenn  man  den  vorkommenden  Unterschied 

Stellt,  ist 

2ABi-2ab^(A-^a)(B-hb) 

As=,5- g-^ t(a)  . 

A--a  B^b 

Jener  Mittenschnitt  und  dieser  (von  Koppe  die  Ergänznngs« 
figur  genannte)  Unterschied  E  sind  also  mit  den  Grundebeneh 
f'*  9  gl^'ichwirikelig,   jener    hat    (iberall  die   halbe  Summe   (das 


I 
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ariAüetische  Mittel)»  diese  den  halbeo  Unterftchied  der  parallelen 
SMten  aar  entaprechenden  Seite.  'Danach  ist  (nach  Art.  10.)  de« 
OJMiakeD  KörperiDbalt: 

(86)  r=A^+lÄ£;=gÄ[i<(2i?  +  6)  +  ii(J?+2Ä)lf(a), 
»nd   aeioe  atatiachen  Momente  sind: 

(87)  Vxi—^S g f(a), 

.    (88)  ri^^S^^=^i(u). 


12. 

111.    Maseheroni*8    Obelisken    mit   Einer    windschiefen 

Seitenfläche. 

Die  von  Mascheroni  in  seinen  MProblemi  di  geome- 
trii**  angegebenen  und  von  Herrn  Profesaor  G runer t  (a.a.O.) 
erforschten  interessanten  Kürper  sind  vornehmlich  deshalb  hemer- 
keosirerthy  weil  sie  von  den  Obelisken  Koppe*s  blos  in  Einer 
Sciteofläche  sich  unterscheiden,  indem  an  die  Stelle  eines  Seiten- 
tnpezes  Eine  windschiefe  Fläche  —  ein  windschiefes  Vier- 
eck —  eintritt«  deren  beschreibende  Strecke  zu  den  Gmndebenen 
durchweg  parallel  bleibt.  Lässt  man  nemlich  bei  einem  schon 
fertigen  Obelisken  (Taf.  I.  Fig.  6.)  an  einem  Seitentrapez  (-Paral- 
lelogramm oder  -Dreieck)  DEed,  bei  welchem  die  Seiten  Dd,  Eei 
Id  einer  Ebene  liegen,  dieselben  Seiten  in  gekreuzte  (in  keiner 
Ebene  enthaltene)  sich  verwechseln,  indem  man  eine  Spitze  d 
anf  der  cd  nach  d'  vor-  oder  nach  d''  zurückschiebt,  wonach  d'e 
oder  d^e  mit  DE,  und  Dd'  oder  Dd"  mit  Ee  sich  kreuzt;  so 
itnn  in  dem  unebenen  Viereck  DEed'  oder  DEed"  eine  wind- 
sehiefe  Fläche  beschrieben  werden,  deren  „leitende  Geraden'' 
Ee  mit  Dd'  oder  Dd"  und  deren  ,^ Parallelebene"  jede  der  bei- 
den Grundebenen  ist. 

Auch  bei  diesen  Mascheroni*schen  Obelisken  sind  die  Grund- 
ebcoen  g,  G  und  die  Querschnitte  Q  Vielecke,  deren  nach  ein- 
toder  folgenden  Seitenpaare,  bis  auf  eines  (das  letzte)  parallel 
•ind,  und  welche  sohin  auch  alle  Z wischen winkel,  bis  auf  die 
Mden  an  diesen  letzten  gekreuzten  Seiten  liegenden  Winkel,  parallel 
pitellti  also  gleich  haben.  Nun  ist  aber  ein  Vieleck,  also  auch 
•eh  FMcheninhalt,  vollständig  bestimmt,    wenn  alle  seine  Seiten, 
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bto  auf  ^ne,  «nd  alle  seine  Winkel,  bra  auf  die  cwei  an  dieaer 
einen  Seite  liegenden  gegeben  erind.  Mithin  kOnaen  bei  dfteaeB 
Angaben  die  lirundebenen  g,  G  und  der  MitteaaobnMy  dalMr  anMh 
Rauminhalt  und  Moment  der  Obelisken  Mascheroni's  gana  ge» 
nau  nach  denselben  Formeln,  wie  bei  Koppels  Obelisken  be- 
rechnet werden. 

Z.  B.  Sind  (wie  im  Archiv.  Tbl.  XXSi.  S.484)  die  Grandebe- 
nen eines  solchen  Obelisken  vierseitig,  A\\a,  BW^,  C||e 
ihre  drei  parallelen  Seitenpaare  mit  den  äusseren  Zwischenwin- 

A     ..    A  A     ..     A  A     ..    A 

kein  24.i?#a.6  =  a,    B.C#b.c  =  ß  und  A.C:^ac  =z  y  =  a  +  ß, 

so  ist  hier    nach    einem    bekannten   trigonometrischen   LehrSatie 

f(a)=iisina  zu  setzen,   folglich  erhält  man   (nach  Art  11.  GL 8S. 

und  Gl.  88.)  für   V  und   F£  die  Ausdrücke  : 

(89)  n^=[^(2fi+6)+a(26+fi)]sina+[fi(2C+c)+6(2c.+ Q^Biuß 

+[C(2iJ+a)+i?(2a+il)]siny, 

/Oft.  ^     ..äg-i-6  .     2Ä  +  Ä.   .       .  ,«2C+c    >+C    .    . 

(90)  YjÄ  (A  — g^—  +  •  — j — )aina  +  (B "-3-^+^-^—) •"  ß 


+  it  —IS —  f  e  — o-^ainy. 


3    ^"  a 

(91)  'r^:=^  (AB'-ab)»\nui'  {BC^b€)Bimß  +  (AC-ae)Bmy, 


%\* 


und  zwar  ersterer  Ausdruck  mit  dem  am  angefahrten  Orte  voa 
Herrn  Professor  Grunert  gefbndenen  im  Wesen tliehea  überaiii- 
stimmend* 

Bemerkung.  Auflallend  ist  hierbei  die  Wahrnehmung,  daaa 
ein  Mascheroni*scher  Obelisk,  der  sich  von  einem  Koppe'sehen 
nur  in  einer  einzigen  windschiefen  Seitenebene  unterscheiden  soll» 
aus  diesem  keineswegs  durch  parallele  Verschiebung  des  eineft 
Grundvieleckes  in  seiner  Ebene  entstehen  kann,  weil  hierbei  forl- 
wShrend  alle  SeitenflSchen  eben  bleiben  müssen,  also  k^ne 
windschief  werden  kann. 

13. 
IV.    Verschobene  Obelisken.    (Pilaater.). 
Bei  näherer   Erforschung   dieser   Obelisken    Mascherooi^s 


gerieth  ich  (am  7.  Febr.  d.  J.  1899)  auf  den  Einfall,   bei    elo 
solehea   Körper  anstatt  bh^s  eines  Paare«  SeitenkaateD   jedes 
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Fair  Seifenkanten  sich  kieuzen  su  lassen  md  i»  das 
«•Msbande  nnel»ene  Seitenviereck  eise  windschisfs  Flicke  ein»» 
ffltegsn«  so  dass  dn  derartiger  Körper  von  swel  paralleUa  afld 
gleidbrielseitigeD  (Grund-)  Vielecken  und  von  lauter  dasvrisebea 
Higeaden  eB«l>eDen  ond  modsehiefen  (Seiten-)  Vierecken ,  also  von 
i#  vielen,  als  jedes  Grund  vieleck  Seiten  hat,  eingeschlossen  wärde. 
Ea  würde  dann  nur  eine  Abart  dieser  Korper  entstehen,  wenn 
etee  oder  etliche  Seitenflächen  eben  (also  zu  Trapezen,  Paralle* 
tograamen  (fder  Dreiecken)  würden;  und  sonach  wären  die  Obe- 
lisken Mascheroni's  und  Koppe's  nur  ganz  besondere  Spiel- 
arten dieser  Körpergattung.  Vor  Allem  aber  werden  wir  die 
übgllchkeit  oder  Darstellbariceit  solcher  Körper  darzutbnn  babeUf 

Ich  denke  mir  hierzu  ein  ebenes  Vieleck,  z.B.  (Taf.  I.  Fig.  7.) 
das  Fünfeck  ABCDE,    und  in  einem  gewissen  Abstände  davon 
eine  vorläufig  unbegrenzte  Ebene  p  dazu  parallel.    Aus  der  Spitze 
A  ffibre  ich  zur  p  hin  willkürlich  die  Gerade  Aa,   durch  sie  und 
AB  lege  ich  ihre  Ebene  und   führe  aus  B,  der  nächsten  Viel- 
ecfcaapitze,  die  ausser  diese  Ebene  fallende  Gerade  Bb,   deren 
Endpankt  6  ich  mit  a  durch  die  ab  verbinde;    dann  kreuzt  sich 
lAnrit  Aa  und  ab  mit  AB,    und,    indem  ich  letztere  zwei  als 
Criodkanten,  erstere  zwei  aber  als  Seitenkanten  betrachte, 
inke  ich  mir  in  dieses  unebene  Viereck  AabB  seine  windschiefe 
Hicke  auf  die   Parallelebene   ABD   bezogen  eingetragen.    Auf 
|Melie  Weise  bestimme  Ich  zur  Grundkante  BC  und  zur  Seiten« 
kaite  Bb  das  unebene  windschiefe  Viereck  BbcC,   und  eben  so 
or  Gmndkante  CD  und  zur  Seitenkaute  Cc  das  unebene  wind« 
lebiefe  Viereck  CedD,   bis  ich  an  die  letzte  Vielecksspitze  £ 
gdangt  bin,  deren  Seitenkante  ich  wie  folgt  feststelie.    Ich  lege 
die  Ebenen  EDd  und  EAa,    welche  sich   nothwendig   in  einer 
durch  JE  gehenden  Geraden  schneiden;    und  nun  führe  ich  aus 
£  eine  von  dieser   Durchschnittslinie  verschiedene  und  auch   in 
kainer  dieser  beiden,  Ebenen  liegende  Gerade  Ee  hin  zur  Ebene 
y,  welche  demnach  sowohl  mit  der  Dd,  als  auch  mit  der  Aa  sich 
kränzen  muss  und  sofort  die   letzte  Seitenkante   sein  wird,  zu 
deren  Endpunkt  e  noch  die  Gnindkanten  ile  und  ae  gezogen  wer- 
den, um  das  zweite  Grundvieleck  abcde  abzuschiiessen ,  während 
die  beiden  letzten  unebenen  Vierecke  DdeE  und  AaeE  mit  ihren 
windschiefen  Flächen  ausgefällt  werden,  um  die  seitliche  Umhül- 
Inngsfläche  des  Körpers  abzuschiiessen. 

Diese  allgemeine  Körpergestalt  besitzt  nun  die  fär's  Fotgendsi 
bttchtenswerthe  Eigenschaft^  dass,  gleichwie  die  Pyramidenstumpie, 
wilehe  auch  (vielleicht  als  ganz  absonderliche  Spielart)  in 
dieae  Gattung  Körper  gehören,  mittels  diagonaler  ebener  Fläche» 
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m  laiitpt  dreiseitige  PyramTdenstiimpfe  zerle<;t  »venJen,  aach  «lie^e 
Kiirpcr  äuTch  diagonale  » iiidschiel'e  oder  ausnabtnsweis  ebene 
Flächen  in  lauter  dreiseitige  eben  solche  Kiirpcr  sersclinitten 
werden  künnen,  und  dass  sonach  blos  diese  letzteien  einfacheren 
Körper  bDEÜgitch  des  Kauminhaltes  und  Scbwerinomentes  za  er- 
fOTscben  bleiben.  Deshalb  möchte  ich  irohl  8ie  verschobene 
Spitzsflulenrumpt'e  (Pyramiilenstumpfe)  nennen,  allein  vreü 
bei  solchen  Stumpfen  die  der  Spitze  näher  gele<;ene  Urundebene 
durchaas  ihre  Seiten  kleiner  hat.  aU  die  zu  ihnen  parallelen 
der  entfernteren  Grundehene,  was  hingegen  liei  Obelisbeu  kei- 
nesnegs  nothwendig  ist,  so  ist  es  ^^eM-iss  ungemesi^ener,  deriei 
Körper  verschobene,  ivindschiel'e  oder  h  iudscbeivhe 
Ohelisken  oder  vielleicht  besser  kurzweg  Pilaster*)  zu  nennen. 


fachen  ivir  nun  den  Ausdruck  des  (Taf.  1.  Fig.  8  }  im  Abstände  x 

von  der  Grnndebene  g^jdalic  geführten  Querschnittes  Q=:,dl}EF, 

Hierzu  legen  wir  in  der  Ebene  übe  wo  immer  ein  Paar  win- 
kelrechter Coordinatenaxen  Oi/,  Oz  und  darauf  senkrecht  die  dritt* 
»olche  Axe  Ox,  und  suchen  danach  die  Eirifcbnitte  D,  E,  F  ivt 
im  willkürlichen  Abslande  x  zur  Ebene  yi  parallel  geführten 
Ebene  in  die  Seitcnbanten  aA,  bB,  cC.  Seien  von  a  die  Coor- 
dinaten  0,  jj,  f.  von  b:  0,  if ,  f,  von  c:  0,  ij",  £",  ferner  die 
Richtensinus  der  Kante  nA,  d.  t.  die  Cosinus  der  von  der  posi- 
tiven Richtung  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der 
Coordinatenaxen  gebildeten  drei  Richtwinkel  proportional  zu  1,  &,  c, 
80  gebüren  ;Aur  aA  die  Gleichungen: 

a:  _  ^  —  r,  _i  —  t 

i~    b     -    c    '  Äj 

Coordinaten  des  Einschnittes  D:  '^^^1 

x^=x,    y=rj-\-bx,    z  =  t  +  cx. 

Mit  ähnlichen  Bedeutungen   der  accenlulrten  Buchstaben  sind  fßr 
den  Einschnitt  E  die  Coordlnati 

x'=x,     7/'  =  ri'  +  b'x 

flod  für  den  Einschnitt  F: 

•)  tie   pilBBlru,    WandiifMlT, 
Pfeiler',  waraiif  flogen  ruhen.    (Ji 
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Drakt  man  sich  (Taf.I.  Fig.  9.)  das  Dreieck  DEF  in  die  ^z- Ebene 
nach  def  und  dieses  auf  die  jf-Axe  nach  diCifi  projicirt,   so  ist 

Od,=:y,     Oe,=y\     0/i=y'; 

did=z,     eie:=z',     f^f  ^:z  %" 

^def^^  eidide  •{■  dififd  —  eifxfe 

eie^did           .d^d+fif            eie+fj 
= 2 -^i»!"*" 2 *'* 2 *^"' 

algo 
2A  (&/"=  did(eidi  +  rfi/i)  +  <fie(eirfi  — «lA)  +  AA^iA  —  ^i/i), 

aohio  mit  Beachtung  des  Anfangs-  und  Endpunktes»  folglich  auch 
der  Richtung«  der  Projectionen  diBi^  ^ifi»  fidi  der  Dreiecksseiten 
^r  ff 9  fdf  auch 

^^defn^did.eifi  +eie.fidi+fif.diei. 

Di  flim  das  ^def  dem  projicirten  ^DEFzsQ  parallel»    also 
Cügnent  ist»  so  hat  man  auch  für  den  Querschnitt  Q: 

(92)  2e  =  i(3^^-y)  +x'(3^-/)  +  x"(y-3^) 

Trigt  man  hierin  die  obigen  Ausdrücke  der  y  und  z  durch  of  ein» 
M  wird : 

.  tkO|  wenn  man  die  Multiplicationen  verrichtet  und  abkürzend  setat  :^ 

(93)  £(ij''-V)  +  S'(l-i?")+rW-ij)=24, 

+  £(6"  -  6') + r  (6  -  6*0  +  £•  (*'  -  6)  =2ß, 
c  (6*  -  6')  +  c' (6 -*")+«?"(*'-&)  =  2C. 

*i>d  der  wandelbar*  Querschnitt 

wAUgemeinte  ein  Ausdruck  zweiten  Grades  in  or»  Ja  aus- 
Tkdi  xxxin.  \\ 
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itahmeneise  auch  IiIa«    ernten    (iraileB,    wenn  d!«  Seitenkanlen 
50  gerichtet  sind,    dass  C=Q,    aliin 

,(i„C)(6"-6')-l-«'(ft-6")  +  c"(ft'-i)  =  0 


Bei  mefarkantifren  Pilastern  gilt  riii  (ileiclies.  Denn  denKl 
sich  einen  solchen  «ttirch  diagonaU  ivindschiefe  Flficher 
hie  und  da  ausiiahniütveis  durch  eine  Diaaonaleltene  in  lauter  drei- 
seitige Piluster  zerschnitten,  «n  sind  die  einzelnen  dreie<-'hli;en 
Querschnitte  dersellien  rum  zH-eiten  Grude,  also  moss  es  auch 
ihre  Siii)ime,  d.  i.  der  Querschnitt  Q  des  ganzen  mehrseitigen  Fi- 
lasters,  selbst  eein. 

Bei  jedem  Pilaster  oder  v ersieh nhenen  Ohelrnken  mit  lauter 
oder  ivenigsteiis  mit  einigen  niridnchiertn  Seite nvierevhen  ist  iImd- 
nai'h  «o,  wie  hei  den  ülielisken  Mnscheroiii's  und  Knppe's, 
der  veränderliche  Querschnitt  eine  aluehraische  Punction  iivei- 
te,n  Grades  von  der  Enlfprimng  desselben  von  der  einen  Graiitl- 
,  folglich  auch  von  jeder  anderen  zu  ihr  parallelen  Stand- 
ebene;  mithin  leiten  auch  IVir  sie  alle  die,  dnrch  die  Formeln  in 
Art.  6.  Beisp.  4.  oder  in  Art.  10.  geleiteten  Berechnungen  ihrer 
Rauminhalte  nnd  Schtvermuinente. 


B.   KOrper  beliebiger  OrdmiAWu.' 

V.     Gewundene  Obelisken,   krummkantige  Pilaati^ 

Der  im  vorigen  Artikel  gernndene  einfache  Aufdruck  (*)2)  des 
(lT»ieckigen  Querschnittes  in  c!nem  dreikantigen  Pilaster  Usst  uns 
leicht  erkennen,  dass  ivir  in  dar  Verallgemeinerung  der  zu  erfoi^ 
cdhenden  Körperform  nnch  einen  hedeutenden  Schritt  weiter  vor-' 
ttärts  thun  kiiiHten.  ,  ,  , 

Wir  dürfen  nemlich  die  geraden  Seitenkanlen  des  Pilasters, 
I',«.  B.  die  aA,  OB,  cC.  (ID  und  eE  Jn  Taf.  I.  Fig.  7.  oder  Kig.  8. 
«ntweder  alleoammt  oder  xum  Theil  durch  einfach  nder  doppelt 
gekrümmte  Linien  von  genissen,  sogleiuh  naher  zu  heeehrei- 
henden  Eigenschaften  ersetzen  und  seihe  wie  früher  zu  leitenden 
Linien  einer  eine  windschiefe  Flüche  erzeugenden  Geraden,'  -die 
zu  einer  feslgeselzten  Parollelehene  fortniihren<l  parallel  hieiht, 
Mahlen;  wonach  dann,  wenn  wir  diese  krummen  Kanten  durch 
peiA  iPiW  zur  oelbq*  l^htne  p<u«llete  EJ*e»an  dureh«ehmMdei»;/ri«i 
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KSrper  cwischen  zwei  in  parallelen  Ebenen  befindliehen  gl^ich- 
fielsfitigen  Vielecken  und  eben  so  vielen  windschiefen  Seiten- 
Acheo  hervorgebracht  wird.  Sie  durften  fiiglich  gewundene 
oder  verzogene  Obelisken  oder  aach  krummkantige  Pilaster 
geoannt  werden. 

Sind  beziehlich  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  a,  y,  z, 
deren  5^ -Ebene  in  der  Grundebene  abc  eines  dreikantigen  Pila- 
4wi  aAbBcC  (Taf.l.  Fig.  10.)  liegt,  die  Gleichungen  der  farum- 
aei  Kante  aÄ  gegeben ,  so  können  sie  in  der  Regel  auf  die  Form 

(95)  y  =  f(^),    2=F(a;) 

gebracht  werden,  in  wekher  sie  die  Coordinaten  jr,  y^  z  dös 
lipschnittes  D  der,  im  Abstände  a:  gelegten  Querscbnittsebene  in 
^elbe  Kante  unmittelbar  angeben.  Eben  so  findet  man  aus  den 
Gleichungen  der  Kante  bB  für  ihren  Einschnitt  E  die  Gleichungen 

ud  aas  d)en  Gleichungen   der  Kante  cC  für  deren   Einschnitt  F 
b  Gleichungen ; 

Dami  werden  in  dem  für  den   Flächeninhalt  Q  des  tireiecki* 
{Mi  Querschnittes  DEF  oben  aufgestellten  Ausdruck 

n  20  =  *(y"-y')+*'(y-»'')+«"(.y'-y) 

^  Coordinaten  y,  y',  y"  und  Zy  z' ,  2"  Functionen  der  Bntfernang 
'  nd  sonach  der  Querschnitt  Q  bestimmt  erscheinen. 


16. 

Es  wirft  sich  nun  hier  die  interessante  Frage  auf,  wie  die 
Gleichungen  (95),  (96),  (97)  der  Seitenkanten  aA,  bB,  cC  be- 
ichaffen  sein  müssen,  damit  der  Querschnitt  Q  von  a:  erstlich 
überhaupt  eine  ganze  rationale  Function  und  dann  insbeson- 
dre v<in  einem  gewissen  Grade,  vorzüglich  vom  ersten,  zwei- 
tim  oder  dritten  werde. 

Dm  die  Beantwortung  derselben  vorzubereiten,  stellen  wir  im 
letaten  Ausdrucke  y"  --  y'  =  (y"  —  y) -- (y'  —  y)  und  erhalten  sofort 
ftr  Q  den  interessanten  Aosdrock : 

(tt)  ^Q—(y'-y)iz'''-z)-(y''-y)(z''-z). 

Roeh  setzen   wir  zur  Abkürzung  die  als   von  a  abhängig  anzu- 
Mkenden  Upteisehi^de  e 
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tnd  finden  den  Kus^erst  einlachen  AuisOruek 

(100)  •lQ  =  nv'  —  u't, 

dem|;einäg8  es  nur  von    den   vier  Unlerntiiieden   «,  u' , 
hanicen  tvird,    ob    Q  ganz  niid   ralinn^tl  aiK^rnllen    trerilp. 
sind  hiebei  y  nnd    t   fcüiizlicli  beliebi|;e  Functionen  odei 
chuni^en  (95)  der  Kante  aA  frei  ivahlliar,   diigegen  i 
chungen   (06)    der   6ß:     y'=y^v,      i'=i  +  b, 
und    die  (97)  der   cC:     y"  =:y-\-u' ,     t"  =  :+ij'. 

Hieraus  leuchtet  zui^leich  die  niärUtv lirdi!;«  Eigenschaft  de* 
Pilaefer  ein,  (Ihss  jede  uwei  zwiüihen  einerlei  fjrnndebenen  e«t- 
haltenen  Piluster,  (ur  welche  die  Untersrhieiie  w,  u' ,  v,  v'  die 
netnliclien  Functionen  von  x  i^hiA,  gleiche  Rauminhalte  and 
Schtvernionieu te  besitzen. 

I  Der  Querschnitt  Q  uird  «ffenhar  eine  ganze  rationale 
Function  von  x,  wenn  die  vier  Unterschiede  tt,  «',  v,  v'  alle- 
sanimt  schon  ^anz  und  rutional  sind.  Ist  dann  n  der  hikhKle  Ex-  . 
ponent  oder  die  Sumnie  iIit  hiiuh'*len  Exjmnenti-n  beider  Factnren 
in  einem  oder  in  den  zwei  ebenfalls  gau:ten  und  rationale*  l'ro- 
dncten  uc' ,  u'v,  no  ist  Q  liiichstenf«  vom  »fcti  (irade. 

a.  So  kann  Q  von  keinem  h.-iheren,  als  dem  zneilen  Grade 
6)ch  ergehen,  wenn  u,  u' ,  v,  e'  nicht  über  den  ersten  Grad '  bin- 
ausreichen.    Setzen  wir  demnach:  .     - 

(101)  U=a   +«:r,      v  =b  +i3x,. 
«'  =  n'-|«':i-.     r'=A'l-i3'.r: 

so  erfoli^t: 

(102)  -lQ  =  {nb'~a'b)\[np'-n'ß-V^f>'~a!h)x-\-Wß'~^'ß)x'^. 

und  0  ist  in  der  Regel  vom  zweiten  Grade,  und  lilos  dazumal 
vom  ersten,  «veno  vß'  —  a'ß^O,  also  entxveder  u':a  =  ß':ß  sich 
verhiilt  oder  wenn  io  jedem  der  Producte  aß' ,  a'ß  eio  Factor  ver- 
Bchwindct.  ,    . 


^^     .lai 


besondere  wenn  man  y  unrf  t  linear  iiimiijt,'  erTiS!f^\naii^ 
lauter  gerade  (überhaupt  paarweis  gekreuzte)  Seit«nbaiiten,  Ibtg- 
jlch  (wie  im  12.  Art.)  gewöhnliche  Pitaster.     Setzt  man  aber 


y=\' Aa  +  A^x-^-A^x^.    i=*<f B^^ B^x^ ß^,  , 
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80  find  alle  drei  Seitenkanten  krnmme  Linien,  deren  Projeetio- 
nenindie  Ebenen  ^^uod  xz  Ellipsen,  Parabeln  oder  Hyperbeln  sind. 

b.  Höchstens  vom  dritten.  Grade  wird  Q  werden,  wenn 
man  in  den  Producten  uv' y  n'v  den  einen  Factor  vom  dritten 
^nde,  den  anderen  beständig,  oder  einen  Factor  vom  zweiten, 
den  anderen  vom  ersten  Grade  nimmt.  Beispielsweise  kann  man 
HlMen : 

(103)  u  =A  +  n,x  +  aa^,    v  =  ß  +  6d?  +  ßx^, 

u'=a'  +  a'a;,  t)'  =  6'  +  ^'a:. 

II.  Der  Querschnitt  Q  kann  aber  auch  ganz  und  rational 
aoüfallen,  obschon  u^  u',  v,  v*  irrational  sind,  und  zwar  zu- 
vSrderst  da,  wo  die  Producte  ut' ,  u*v  einzeln  rational  sic)i  erge- 
ben.  So  kann  man  setzen : 

(164)  u=^p+VP.     v=t{r-^VR), 

wo  p,  P,  r,  Ry  Sy  i  ganze  rationale   Functionen   von  x  bedeu- 
ten, weil  da 

tip'  =  s(p2_P),     M'p  =  e(r*  — Ä) 
Ar  lieh  schon  rational  ausfallen,    also 

lifk»  rational  sich  darstellt. 

...III.  Dieselbe  Rationalität  von  Q  wird  auch* noch  eintreten, 
weon  zwar  die  Producte  vv\  n^v  irrational  werden,  in  den  irra- 
tionalen Gliedern  aber  ganz  übereinstimmen^  weil  diese  sodann 
in  Unterschiede  der  Producte  wegfallen.    So  können  gesetzt  werden: 

(105)  u  =  w  ViV  +  pVP,    V  r=  qVN  +  rVP, 

WO' Unter  den  Gleichheitszeichen  alle  Buchstaben  rationale  Func- 
tiineB  von  x  vorstellen.     Ist  nun   der,   in  der  Entwickelung  von 

^'^u'v  zör  ^STNP  gehörige  Multiplicator 

7/r'  — :  w'r  +  pf/'  — p^q  =  0, 
^^  durch  sehr  vielerlei  Annahmen  geleistet  werden  kann,  so  ist 

(107)  2Q  =  (n9'-«'y)iV+(pr'—/*'r)P 

ebenfalls  eine  ganze  rationale  Function  des  x. 
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Aoch  k^io«  man  «etzeo: 
(107)  u=nVN^pVP+rVR»   u^=^n'VN+p*VP+r'VR*, 
v'z^nVN+pVP-rVR,    v=n'VN-tp*VP-r^VR\ 

wo  wieder  alle  Bueh^labeo   hinter  den  Gleichbeitozeidien  .§m 
ratiodiale  Functionen   Ton  x  anzeigen.     Wenn  d^n  in  der*  E 

iTiekelung  von  uv'  —  u'v  der  znr  y/  JSP  gehörige  Multiplicator 

np  —  ii';>*=3  0 
ist,  so  wird 

(JÖ8).    2Q=(»«— n'«)2V+(p«— p'«)/*-(r*Ä-^T«Ä') 

abermals  eiqe  ganze  rationale  Fanetion  von  x. 


17. 

Um  hierüber  B^ei spiele  zu  geben,  schneiden  wir  eine Fläd 
deren  Gleichung 

(109)  Ji/^  +  2Byz  +  Cs3=a  +  ßx  +  yx*  +  fe»  +  ....=Ä 
ist,  zuerst  durch  die  ;r^-Ebene,  wo  z  =  0>  so  erhalten  wir: 

(110)  y  =  +  y^,     2=0 

als  Gleichungen  einer  Kante  aA  eines  Pilasters.  Dariiaeki  f clll 
den  wir  sie  durch  eine  zur  ^z- Ebene  senkrechte  und  gegen  J 
^^- Ebene  unter  dem  Winkel  =  ang(tang=9?i)  geneigte  EÄ< 
z=mi/t  und  erhalten,  wofern  wir  abkürzend  A+^Bm^Cm^t^ 
setzen,   für  die  zweite  Kante  6B  die  Gleichungen  :  * 

(111)  y=+VB*    i'=i;ty=:+iiiy(5- 

Schneiden  wir  dann  noch  diese  Fläche  (109)  mittels  einer  an 
ren,  znr ^2-Ebene  senkrechten,  unter  dem  Winkel  =:ang(taiigä9 
geilen  die.  o}^- Ebene  geneigten  Ebene  sx^m^y,  und  setzen  glei 
falls  A  +  2Bm^+Cm^^  =  l}i,  so  erhalten  wir  fiir  eine  dxitte  Ka 
eC  die  Gleichungen : 

(U2)  »"  =  +  ^^0    ^"^mf^+m^^  ^. 

Für  den  dreieckigen  Querschnitt  Qi  dieses  dreikantigen  Pilhsl 
haben  wir  daher  nach  (09): 
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fiilgDcb: 

(114) 

^»~  VvD'  \Vd  "  Vä)  ~  Vd  \vW  ""  Väjj  •*• 

Nimmt  man  dazu  tioch  als  die  vierte  Kante  dD  den  EiViechnitt 
2=0,  3f= — \1  ~J  ^^^  d?^- Ebene  in  die  angeführte  Fläche,   so 

ist  der  dreieckige  Querschnitt  Q2  zwischen  den  Kanten  bB,  cC 
ind  dD  offenbar  zi^  finden,  wenn  man  in  Qi  die  Zeichen  der 
Ttogeoten  m,  m'  und  VA  entgegengesetzt  nimmt,  nemlich  es  wird : 

(115) 

%=  [^  (v5  ^  v2)-^Vd  (v/T'  +  v2Ji^' 

Herder  ganze  viereckige  Querschnitt  Q  zwischen  allen  vier 
&iteokanten   Q^Qi  +  Qa: 


Stellt  man  w'  =  — m  und  noch  B  =  Ö,   also  tß'ic^D=:A+ Crn^, 
«•  wird 

2  in 

kQ^eftfalla  eine  gyinae  rationale  Function  des  x  vom  selbca  Grade. 
^ieX 

Für  die  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichtfng' 

»«t,  hat  man  ^  =  p,    ^=0,     C=^^,    folglich  nach  (117)  den 
Vnerschnitt  im  vierkantigeü^.Pilastefs 
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weshalb  die  Formeln  aas  Art  10.  hier  anwendbar  sind.    NehmcD 
wir  die  fünferlei  Flächen  zweiter  Ordnung  einzeln  in  Betradit 

L    Im  Ellipsoid 

y*      2* -      ^ 

wenn  es  durch  die  Ebenen  ^=0  nnd  a:=A  geschnitten  wird,  hat 
man   für  einen  solchen  Pilaster   mit   vier   elliptischen    Seiten 
kanten : 

26«efii  Q        g         G  M 


also  ist  sein  Korperinhalt: 

Liegen  die  zwei  Flügel -Seitenkanten  in  der  Ebene  xz^   wofür 

—  =  0  ist,   so  wird: 
m 

A* 
F=26cA(I  —  J  -2)  und  fSr  A=a  insbesondere-F=  JoAe  und  Xx  =fia. 


2.    Im   einmänteligen  Hyperboloid 

das  durch  die  Ebenen  :r  =  0  und  x-=,h  geschnitten  wird,  findet 
sich  ftir  einen  derartigen  Pilaster  mit  vier  hyperbolischen 
Seitenkanteo : 

2^ggm  Q        g         G M  V 


""A*  A*  ' 


daher  ist  sein  Körperinhalt: 
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V^P+P  «*^  Entfernung    *i  =  jAg^äqpÄ«' 

Fallen  die  beiden  FliigeN  Seitenkanten  in  die  Ebene  xz,  irofär 

-  =0  i«t,   so  wird: 

m 

F=ttcA(l-f  {-^  und  nir  A=a  insbesondere  F=!#i6cundX|=Töa^ 
3.    Im  zweimänteligen  Hyperboloid 

s!  4.  ?!  -  ?*    1 

KMchnitten  darcfa  die  Ebenen  :r=a  nnd  j:=a-f  A»  erhält  man 
einen  solchen  Pilaster  mit  vier  hyperbolischen  Seiten  kanten : 


y^em 


Q    _g_    G  M    _     r.h    _Yx^i\lfl 


folglich  ist  sein  Rauminhalt: 
Fa  -  r==i>  — (1+|— )   und    der    Abstand    ar« 


Ä  8q  +  3A 
4    3a-i-A 


Legt  man  die  beiden  Flügel -Seitenkanten  in  die  Ebene  xt,  in- 
te man  —  =0  macht«   so  wird: 
ifi 

A>  A 

F=26c-(1  +  J-) 

und  Ar  A=a' insbesondere: 

F=  Safte   und   ^i=:}Ja. 
i   Im  elliptischen  Parabolold 

6*       c*         a 

Sttehoitten  jdurch  die  Ebenen  ar=0   und  :r  =  A»   findet  man  für 
^^  d^artigen  Pilaster  mit  vier  parabolischen  Seitenkanten: 


26«CTit 


_Q  ^9  ^G  ^M^  ^'*  =  ^^' '  *^^ 


Vm«6«+c«     2-^2--        - 

a  a       a         a 

^Mi  ist  .dessen  Ranmiohalt: 


]eajr«^/Mtf:  ZwBeMmm,derMiiuminh.u.SckiimTmikmymmHf'irp^ 

*:      Legt  man  bekle Fi6gel*SelteokaaiteD  in  die  Ebeoe  :9i>  inibni^roan 

1 

—  =  0  werden  lässt,   so  erfolgt:  .         =. . 

bc 


5.    Im  hyperboliscboH  Parabotoid 


gjescbnitten  von  den  Ebenen  a:=:0  und  «r=rA^  erhält  mao  für. 
einen  Pilaster   mit   vier   parabolisGben   Seitenkapt^n,  jedpip^ 


c2 


bba»  «Kl  lange  in^<T2  bleibt: 

■ 

2A«cw Q  _g       G_^3a_    V  _     Fa-,     '  ' 

a  an  m       ^      '  d        ^ 

daher  seinen  Rauminhalt: 

F=  —T^rr     ■   -^^.  —   und  den   Abstand,  x^  =  *a. 
Für  A=a  insbesondere  hat  man  F=2  ;  ^--^!--:^  luid  >|=f;tf.' 


18.        .       . 
VI.    Gewundene  oder  veidrehte  Säulen. 

Noch  dürfte  hier  einer  Erseagon^weESd  vart  KBkfevn,  deren 
Querschnitte  Q  ganze  rationale  Functionen  ihres  Abstandes  as  von 
einer  festgestellten  Standebene  aindt,  knrz  gedacht  werden,  da 
sie  sehr  allgemein  ist. 

Denken  wfr  lins  den  Flächeninhalt  Q  dieses  wänd'elharei^  Q'uerV 
Schnittes  darstellbar  durch  das  Producf  blos  zweier  tnit  x  vdt'^Ä-' 
derlichen    Abniieasungeff  v    ind  tu   sammt  CHnem  gie.\fMen9    sieb 
gleich  bleibenden,  von. o?  unabhängigen! .fifuUipftcaf^  «i,  nämlich: 

(120)  Q=2fAvw. 

In  einem  solchen  Falle  kann  diei^er  ^MMcbAit«  i(i#tii,   «ntiiTdM«!! 
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1.  ein  P«.rallelograiiiin  von  der  Grundlioie  v  und  der  Höhe 
10  mit  Mss  1;   oder 

3.  etn  Dreieck  von  der  Grondiinie  v,  der  Höhe  u>  ood  dem 
Factor  m  szi^   oder 

3.  ein  Trapes,  wo  o  die  halbe  Summe  (oder  die  Zwischen« 
weite  der  Mitten)  beider  zusammenlaufenden  Seiten  und  w  der 
•eninrecbte  Abstand  der  gleichlaufenden  Seiten  von  einander,  an* 
gleich  iii=:l  ist;    oder 

4.  fiberhaupt  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  die  LSngen 
o  nnd  10  besitzen  und  unter  einem  stets  gleichen  Winkel  X  gegen 
einander  sich  neigen,    wonach  m;=isini  wird;    oder 

5.  ein  Kreis  vom  Halbmesser  t>=fü  mit  m3C7r=:3'14159.^; 
oier 

6.  ein  Parabelsegment,  bei  welchem  v  der  auf  einen 
Durehmesser  von  seinem  Scheitel  aus  gemessene  Abstand ,  io  dia 
xnr  Tangente  am  Scheitel  parallele  Sehne  und  m=8  iat;  oder 
endlich 

7.  eine  Ellipse  von  den  Halbaxen  v  und  vo^   wozu  m  =  9r 
gehurt. 

Damit  nun   Q^  =  m.vto   als    rationale  ganze  Function  von  x 
nch  darstelle,   müssen  entweder 

a)  beide  Abmessungen  e  und  w  zugleich  eben  solche  Faoctia- 
nen  sein,  oder 

b)  sie  mfisaen  die  Ausdrücke 

(121)  r  =  n  ViV  +  pVP. 

h&beD,  wo  alle  hinter  den  Gleichheitszeichen  stehenden  BucAsta- 
beo  ganze  rationale  Functionen  von  x  andeuten,  oder 

c)  falls  e  und  w  gleich  sein  sollen,  müssen  sie  die  Form 

(122)  ©==«?  =  n  viV 

l^itsen,   wo  n  und  iV  ebenfalls  in  x  ganz  und  ratk)nal  sind. 

Durch  diese  Gestaltung  des  veränderlichen  Querschnittes  ist 
jedoch  nur  sein  FIächeninha^t,  nicht  aber  seine,  d;  i.  seines  Urnfting» 
^der  seiner  beiden  Hauptabmessangen  v  und  tu  Lage  festgestellt^ 
^<18  etwa  noch  in  folgender  Weise  geschehen  kann.  Man  wählt 
*W,  die  Grundebenen  schneidende  gerade  ^der  krumme*  Linie 
XQm  steten  Ort  des  Anfang/»*,  Halbirungs-  oder  eines  sonstigen 
^^gezeichneten  Punktes  der  einen  Abmessung  o  ^^%  mit  seiner 
%Mi  parallel  aur  GrundebMA  aJUMillg.  fortrfiekennde«.  Q.oecscbnil- 
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ted  Q  des  Kttrpers ;  flihrt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Abroessnog 
V  von  der  nach  x  gerichteten  Länge  entweder  gleichlaufend  'zu- 
einer  ursprünglich  festgestellten  Geraden  oder  unter  einem  gewis- 
sen Winkel  q>  gegen  8ie  geneigt,  der  eine  bestimmte  Functioii 
Tom  Abstände  sc  ist ;  endlich  schliesst  man  an  sie  im  gehurigen 
Punkte  und  unter  dem  unabänderlichen  Winkel'  l  in  des  Quer- 
schnittes Ebene  noch  die  zweite,  nach  x  abänderliche  Abmessung: 
to  an  und  construirt  die  der  Gestalt  nach  angegebene  Umgreif 
zungslinie  des  Querschnittes. 

Oder  man  wählt  zwei,  die  Grundebenen  schneidende  Liniert 
zu  Leitlinien  fiQr  eine  Gerade,  welche  zu  diesen  Ebenen  fortwSh- 
rend  parallel  bleibend  an  diesen  Leitlinien  hingleitet  und  sohin 
eine  nindschiefe  Fläche  beschreibt;  in  die,  dem  Abstände  x  eot-- 
sprechende  Läge  dieser  beschreibenden  Geraden  legt  man  dann 
die  Abmessung  v  mit  einem  ihrer  ausgezeichncteu  Punkte  a«  dier 
eine  Leitlinie,  und  daran  im  gehurigen  Punkte  und  unter  ;dea 
festgesetzten  Winkel  l  noch  die  andere  Abmes^sung  tr,  wungcb. 
man  gleichfalls  des  Querschnittes  Umfangsilinie  von  vorgesebrie« 
bener  Gestalt  bilden  kann. 

Auf  solche  W^eise  beschreibt  die  Umgrenzungslinie  des.  Quer- 
schnittes Q,  während  sie,  mit  ihrer  Ebene  stets  zu  den  Grundr 
ebenen  parallel  verharrend  und  ihre  allgemeine  Gestalt  beibehaltend,' 
allmälig'  fortrfickt  und  nach  dem  stetig  wachsenden  Abstände  x 
von  der  Standebene  sich  in  der  Grosse  allein  lindert,  die  krumme 
oder  gemischte  Umfläche  eines  Körpers,  der  im  Allgemeinen  die 
Gestalt  einer  verdrehten  oder  gewundenen  Säule   besitzt. 

Ein  Paar  Beispiele  mögen  hier  geniigen. 

I.    Bei  einer  Ellipse,  deren  Ebene  von  einer  festen  Grund-, 
ebene  g  allmälig  um  die  Weite  x  abgeruckt  ist,  ändern  sich  ihre 
Ualbaxen  r,  w  dermassen,   dass  stets 

r  =  a  -h  a'x  +  «"j:*,    ic  =  6  +  ä'j: 

ist;    ihr  Mittelpunkt  beschreibt  eine  beliebige  krumme  Linie  und 
dabei  drehen  sich  die  Axen  dergestalt,  dass  ihr  Drebungswinkel 

<p  der  Entfernung  x  proportional,    also  —  =—  Ist      Da  ist   der 
Querschnitt  einer  solchen  gewundenen  elliptischen  SSnle: 

Q  =  »(n  -h  o'jf  +  üTx^)  (6  +  6'jr) 

=  nah  +  n{iih'  +  n%x\  n(a'b*  +  «•6)a«-|.  jr«*6'jr5, 

»        .  ■      ■ 

_  ■ 

mitbin  vom  dritten  Grade,   und   sonach  kann   der   Rainbinhafft 
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und  da8  Schwerroonient  dieser  Säule  nach  den  Formeln  (19)»  (83) 
und  (84)  berechnet  werden. 

2.  ßewe<;t  sich  ein  Kreis,  mit  seiner  Ebene  zur  Grnndebene 
^parallel  bleibend,  der<;e8talt,  dnss  sein  I\littelpunkt  was  immer 
für  eine  Linie  durchlüu(t,  und  ändert  sieb  sein  Halbmesser  u  mit 
dem  Abstände  a:  von  der  Grundebene  so,   dass  immer 

!«==(«  +  a'x)  Vb\  b*x  \  b^x^ 

ist,  so  wird  des  entstehenden  Kürpers  Querschnitt 

Q  =  jri£«  =  7r(a«  +  'laa*x  +  a'^a;«)  (b  +  b*x  +  b^x"^), 

daher  auch  der  Kurper  selbst,  höchstens  von  der  vierten  Ordnung 
nein,  fieshalb  sein  Kurperraum  und  Schwermoment  nach  den  For- 
meln (75)  und  (76)  gefunden  werden. 


Schlussbemerkung. 

Obwohl  hier  die  altgemeinen  Hauptformeln,  zur  Abkürzung, 
aittels  Integrirens  atifgestellt  worden  sind,  so  unterliegt  es  doch 
lidi'  unseren  Andeutungen  nur  sehr  geringen  Schwierigkeiten, 
Ar  Kurper.  der  zweiten  und  dritten  Ordnung  auf  ganz  elemen- 
tir  rechnenden  Wegen,  auf  denen  man  die  Grenze,  der  das  Ver- 
Uloisfl 

\m  +  2»"  +  3"»  +  +  ....  +n"* 

■        ■        ■  ' 

bei  onendlicher  Steigerung  der  Anzahl  n,  ohne  Ende  zustrebt,. 
=— n»    also  für  m  =  2,  3,  4  insbesondere  =J,  J,  1  findet  aod 

kiifitzt,  zu  den  fiemlicheh  Formeln  zu  gelängen,  falls  es  Jeman* 
di^m  gefallen  sollte,  Berechnungen  dieser  Art  in  einen  Lebrvor- 
trag  oder  in  ein  Lehrbuch  ffir  Anlanger  aufzunehmen. 


lOA  Wleptrs:   üeSer  die  CtmstntCHm  dtr  Tanpentem 


XIII. 

Ueber   die   Gonstruction    der   Tangenten   gewisser 

ebener  Gurven. 

Von 

Herrn  Doctor   fViegers 

sa  Berlin. 


In  d^r  Ebene  sei  eine  Curre  C  gegeben  dorch  die  Gleichung 

(l)  A(>,  ^0  =  0 

zvrischen  den  von  zwei  festen  Punkten  F  und  F'  der  Ebene  nach 
einem  Punkte  P  der  Curve  gezogenen  (stets  positiv  zu  nehmen- 
den) Radienvectoren  q  und  q*.  Die  zu  einem  dem  Punkte  P  be- 
nachbarten Punkte  Q  der  Curve  gehurigen  Radienvectoren  seien 
t  nnd  t^y  so  dass  also 

(2)  f{T,r')^Q. 

Haibirt  man  die  Winkel  {qt)  und  (^V)  und  zieht  gegen  die  Hai* 
birungaliDien  durch  die  Scheitel  F  und  F^  Jener  Winkel  Senk- 
rechte^ so  bestimmen  letztere  durch  ihren  Durchschnitt  mit  der 
durch  P  und  Q  gelegten  Secante  der  Curve  C  zwei  Punkte  M 
und  M'  von  der  Beschaffenheit ,  dass 

l  QM  :P3I  =r  :q, 

(3) 

(  QM*.PM'=r':Q', 

Folglich  ist 

I  (Qüf  — P^H)  :Püf  =(r-.^)    :o, 
(4)  ] 

woraus  sich  ergiebt: 
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(5)    '         ' ,  pm  pm  =  f, :  (±^J.)- 

Von  ibiii  doppelten  Zeichen  in  der  Torstehenden  Proportion  gilt 
das  obere  oder  das  untere,  je  nachdem  -7 ^  positiv  oder  nega- 

üf  i«t.  Cehrigens  i«t  su  beachten «  da^ss  im  ersferen  Falle  die 
Kniiltie  Jf^niHi  M^  auf  derselben«  im  letzteren  auf  verschiedenen 
SeitMi  voi  PQ  lief^en. 

Lässt  man  Q  sich  dem  Punkte  P  auf  der  Curve  unendticK 
iiiihamy  so  geht  die  Secante  PQ  über  in  die  Tangente  der  Curve 
Cim  Punkte  P.  Dabei  fallen  die  Geraden  q,  r  und  die  Halb!* 
rende  des  Winkels  (^r)  einerseits^  und  die  Geraden  q',t'  und  die 
HaiUrende  des  Winkels  (q^t')  andererseits  zusammen«  so  dasa 
tu  abd  F'M'  beziehungsweise  senkrecht  iu  FP  und  F*P  weft 

den;   der  Quotient     ^ ^  geht  Ober  in  y-^;    und  man  hat  nun- 

mehr  die   Gleichung: 

KD  PN:  P31' =jr'(±^,h 

au  welcher«  wenn  man  gleichzeitig  die  obige  Bemerkung  über 
die  Laf^e  der  Punkte  Itt  und  M^  zu  PQ  beachtet«  nicht  selten 
eise  sehr  einfache  Constructiun  der  Tangente  in  einem  Punkte  P 
der  Curve  C  folgt. 

Wenn  in  der  Ebene  die  Punkte  einer  Curve  C  durch  den 
Dorchschnitt  zvieier  der  Gleichung  f(Q,  pO=0  genügenden- 6e* 
raden  g  und  g'  bestimmt  werden«  auf  die  Weise,  dass  entwe- 
der die  eine  Gerade  g  beständig  von  einem  festen  Punkte  F  der 
•Ebene  ausgeht,  während  die  sondere  g^  parallel  mit  sich  längs 
^ner  beliebigen«  in  der  Ebene  gegebenen  Curve  O  mit  ihrem 
tinen  Endpunkte  fortgleitet  —  oder  dass  jede  der  Geraden  g 
vod  q'  mit  einem  ihrer  Endpunkte  an  einer  in  der  Ebene'  fö'r  sie 
bestimmten  Curve  C"  ■  resp.  C^  parallel  mit  sich  fortgleitet :  so 
gelangt  man  durch  Betrachtungen«  die  den  vorhergehenden  ganz 
Analog«  zu  derselben  Gleichung  (6)«  in  welcher,  nur  die  Punkte 
M  und  M'  eine  andere  Aedeutuiig  haben. 

Wir  erörtern  nur  den  ersten  Fall,  in  welchem  g  beständig  von 
einem  festen  Punkte,  /^ausgeht,  während  g*  an  einer  bekannten 
Corve  C  auf  die  beschriebene  Weise  hingleitet:  die  Behandlung 
d<^  sweiten  Falls  ergiebt  sich  dann  von  selbst.  Den  benachjl)ar- 
^  Paukten  P  nnd  Q  auf  der  Curve  C  mögen  die  Punkte  F'  und 


w- 


Wiesel 


Vtber  die  Constniclinn  der  Tangenten 


F"  der  Curve  C  entsprecfa^n ,  so  dasi 
TQ=r,  F"Q  =  t'.  VerlSiiRert  man  ni 
Curve  C,  bis  sie  die  Secante  PQ  <Ii 
l  trifft,  uiiil  batbirt  «ieder  den  JNebenv 
,  Gerade  FiU,  welche  ilie  Secante  PQ  i 
wieder  der   Reihe    nach    die   delchung 


also  FP=Q,  F'P  =  e'. 

n  die  Secanle  F'F"  der 
r  Curve  C  im  Punltre  JH' 
\nUe\  von  (pr)  durch  die 
I  itJ  trifft:    so  erhält  man 

(3).  (4),   (5),  (6),    hat 


aber   unter   JU'  in   der  Gleichung  (S)  jetzt   denjenigen   Punkt  ku 
vetxlehen,   in  irelchem   die  Tanf>enle  der  Curve  C  im  Pi  ~ 

»  der  Tangente  der  Ciirvfi  C  im  Punkte  F'  geschnitten  wi 
FM  ist.    Hie  oben,   senkrecht  auf  FP. 

Der  zur  Aufstellung  der  Gleichung  (6}  erforderliche  Werth' 

de' 

Falle  aber,  t 
Function  ist, 
künnen* 


^  wird  durch  Differentiation  di 

fiQ,  f') 


;  (I)  erhalten. 


1 

lern      i 


ne  al^eiiraische  (rationale  und  ganxe) 
Differential-Oulcul  bequem  vermeide! 


Ist 


!.  B.  die  gegebene  Gleichung  (1) 


a,  b,  c,  p  |iositive  oder 
,   Stelle  der  Gleichung  (2)  die 


negative  Constanlen  6 
folgende ; 


ad»,. 
l  und. 


ar^  -f  fir"  +  crr'  +  p': 
^'B  ist  daher 

da  identisch 

rr'—  ee'  =T(r'  —  q')  +  e'  (r- 
i?t. 

(r-p)[(i<r+  e)  +  cp']  +{r'  -  g')  [6(r'  +  e0  +  er]  =0. 
Ö(talt  (3)  hat  man  jetzt  durch  die  vorstehende  Gleichung: 


^e'«)  +  c(rr'-pp')  =  0. 


-q) 


PM:P!a'—-,:(+ 
und,    wenn    PQ  in   die   Tangenti 


o(r  +  e)  +  ce' 
übergeht 
2be' 


Ist  a  =  6=0>     x  =  -*'' 


,  und  sind  F  und  F'  feste  Punkt« 
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U  die  gegebene.  Cuire  die  allgeroeiDe  Lemniecate,  ffir  welche 
aln  Pflr=PM'  ist  (üf  uod  M^  liegen  xn  verschiedenen  Seiten 
Wi.P)p  Diese  Eigenschaft  bat  bereits  Herr  Professor  Steiner 
ia.JUy.  Bande  des  CreMe 'sehen  Journals  nachgewiesen. 

bta=6,    -=±2,    —  = — m*,    so  ist  die  gegebene  Curve 

itgesd  ein  Kegelschnitt  *).  Für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  sind 
de  Punkte  F  und  F^  fest.  Für  die  Parabel  ist  nur  einer  der 
PoDkte  F  fest;  der  andere  F'  bewegt  sich,  während  P  die  Pa- 
rabel durchläuft,  auf  einer  gegebenen  Geraden,  auf  H-elcber  F^P 
ia  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  senkrecht  steht  Die  Glei- 
cbmg  (7)^  welche  jetzt  lautet : 

PM  _Q 

PM'^q'' 

lehrt,  dass  \PMFco^PM'F^  ist,  dass  also,  wie  bekannt,  die 
Tangente  gleiche  Winkel  bildet  mit  den  nach  dem  Berührungs- 
pinkte  P  gezogenen  Radienvectoren  FP  und  F'P. 

Herr  Professor  Joachimsthal  hat  neuerdings  (s.  Crelle's 
Jearnal  Bd.  56.  Hft3.}  folgenden  Lehrsatz  raitgetheilt:  , 

Sind  die  positiven  Variablen  q  und  q'  entweder 

I.  die  Entfernungen  eines  Punktes  P  von  zwei  festen 
Punkten  F  und  F',  oder 

II.  die  Entfernungen  des  Punktes. P  von  einem  festen 
Punkte  F  und  einer  festen  Geraden,  oder 

UI.  die  Entfernungen  des  Punktes  P  von  awei  aick 
schneidenden  festen  Geraden, 

welche,  während  P  eine  Curve  C  beschreibt,  stets  der 
-Gleichung  f(Q,  q'):=:0  genügen;  und  trägt  man  mit  Be- 
rficksichtigung  d^s  Zeichens   auf  q  und  q'  Längen  ab, 

die   J-  und  ^  proportional  sind:    so  ist  die  Diagonale 

des  über  diesen  Längen  constrnirten  Parallelogramms 
die  Normale  der  Curve  C  im  Punkte  P, 

Dieser  Satz  läset  sich  ohne  Schwierigkeit-  ans  der  oben  auf 
gestellten  Gleichung  (6)  ableiten.  Zunächst  ist  klar,  dass  für  jede 
der  Bedingungen  L,  U.,  III.  die  Gleichung  (6)  gilt,  indem  die  Be> 


*)  Handelt  es  sich  direct  um  den  Nnchwoi«  der  im  Folgfmden  aas 
H^proohuieB  Eigfiincj^aft  dler.KegeU<!hnitte,  so  wird  msii  naturliek  von 
der  .^ruad^Mohobg  ^  Jb  e!  ^=^  ConsL  ausgehen. 
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flhigongen  II.  itnd  III.  der  speciellen  Annahm«  en f sprechen ,  das» 
di«  oben  erwlthnt«n  l'cHlen  Curven  (''  und  C"  Cerade  stnd.  Da 
ftaf  den  letzteren  q'  und  q  senkrecht  stehen  suHen,  eo  sind  (Br 
jede  der  Voraussetzungen  I..  II-,  111.  die  Drehfcke  WjWnnd  Pf  3t* 
rechtivinklig,  uud  da 

■o  läest  sich  die  (üelchuiig  (6)  au(.'h   fnlgeudernia^sen  echretheu  : 

Zieht  man  durch  P  die  Normale  der  Curve  (d.  i.  eine  Seiikrechfe 
zn  läM')  und  darauf  durch  irgeud  einen  Punkt  IS  derselben  Pa- 
rallelen zu  PF  und  PF',  »ej.he  die  letzteren  oder  ihre  Verlän- 
jerungen  beziehungsneide  in  A  und  A'  8chnt:i(ten,  so  hat  man: 

(g')  PA :  PA'  =  sin  A'PN :  «iii  AP\, 

und  da  stnA'PN-coa.ypF'.  eia APN  =  cos 31  PF  ist,  so  ge- 
ben die  Gleichungen  (g)  und  (»'): 

In  den  Gleichungen  (fl),  (g),  (Gj  gellen  enlHeder  die  oberen  oder 
die  unteren  der  doppelten  Zeichen  gleichzeilig. 

Ist  daher  der  Quotient  {^""sf}  negativ,  sa  liegen  31  und 
auf  derselben  Seite  von  /*.  Zieht  man  ans  P  Parallelen  zu. 
■  FM  und  F'JH',  welche  die  letzleren  oder  ihre  Verlängerungen 
bezlchnngs weise  in  L  and  L'  schneiden;  eo  sieht  man  ein,  dacs 
für  den  vorliegenden  Fall  die  vertfingerle  Gerade  M.y  durch  den 
Winkel  LPL'  gehen  mnss.  Po|n|ich  geht  die  Normale  in  P  durch 
die  Nebenwinkel  »nn  FPF'  ;  und  uälirend  «ii«  eine  der  Länge» 
PA  und  PA'  auf  den  zugehüiigen  Uiidiusvect«r  füUt,  wird  dr4 
mdere  die  VeiJiingerung  des  Kugehi'irigen  RaiHuwector  über  P 
^  binaus  bHden. 

Ist  dagegen  der  Quotient  (ä  -^  <J  poattiv,  «o  li^cn  31  und 
M'  zu  verschiedenen  Seiten  von  P  und  die  Gerade  HJPJU'  bann 
dcsebalb  nur  durch  die  Nehenivinkel  von  LPL'  geben.  Folglich 
geht  dl«  Nermate  in  P  jetxl  jedenralts  durch  den  Winkel  FPF'i 
und  die  Längen  PA  und  PA'  liegen  gleichzeitig  entiveder  aaf 
zuuebr>rrgen  Hadicnvectoren  oder  auf  deren  Verlängerungen 
L  Olwr  P  hinaus.  , 

Die  vorstehenden   Bemerkungen   in  Verbindong  mit  der  4i|el- 
bfihung  (G)   geben  den  Lehrsatz   clee  Herrn  Prof.  J«acMn«t4«lf   , 
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XIV. 

Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 

und  zweiter  Ordnung. 

Von 

Herrn  Doctor  A,  fVeiler^ 

lichnr  der  Mathematik   au   der  höheren  Bürgenchule  in  Mannheim, 


Vorwort. 


Ell  .ist   nan  eine  Reihe  von  Jahren  Terflossen,  seit  dem  ich 
■h  die  Aufgabe  gestellt  habe,  die  Lehre    von   der  Integration 
der  Differentialgleichungen   einer    neuen    Bearbeitung   ku    unter- 
verfen.    Ich  dachte  mir,  es  müsse  sich  aus  den  zur  Integration 
fthreiidea  S&tzen  und  Regeln  ein  zusammenhängendes  Gebände 
aarriehten   lassen^    woran  jedem    einzelnen    Baustein    eine    be-* 
stinrate   Stellung  angewiesen    sei.     Andererseits    aber   war    ich 
SB  der  Ueberzeugung  gekommen,   dass  man,  um  dies  Gebäude 
aofziirichten,  auf  eine  blosse   Zusammenstellung    der    bekannten 
Leistungen  sich  nicht  beschränken   dürfe.     Denn  diese  Leistun- 
gen sind  zum  Theil  wenigstens  von  der  Art,  dass  man  das  eine- 
mal  f&r  gross  und  wichtig  zu  halten  geneigt  ist,  was  ein  andermal 
gering  und   unbedeutend   erscheint,  da  man  bei  der  Beurtbeilung 
▼OB  verschiedenen  Standpunkten  ausgehen  zu  müssen  glaubt.     Da 
ich   non  selbst  niemals   daran  gezweifelt   habe,  dass   die  Unge- 
virisshelt.  In  welcher  Weise   dieselben  zu  beurtheilen  seien,  nur 
in   der .  Unvollst&ndigkeit  der  bisherigen  Hilfsmittel   ihren  Grund 
habe»  so  schloss  ich,  dass  es  hier  darauf  ankomme,  gewisse  noch 
fehlende  Glieder  h.erbeizuschaffen. 

Itt  dem  51sten  Band  des   Crelle'schen  Journals  habe 
Ich   die  htegratien    der   linearen    Differentialgleichungieh  zweiter 

12* 
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»weiter  Ordnung  mit  zwei  und  mehr  Veränderlichen  als  ein  für 
«ich  abgeiiclilosfienefi  Ganzes  betrachtet  Diese  Behandlungsweise 
Ist  dadurch  veranlasst»  dass  die  Integration  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen auf  einer  eigenthünilichen  Grundlage  sieb  aufbauen 
iJiNrtt,  welche  bis  jetzt  Wenigstens  fSr  keinen  andern  Theil  der 
Integralrechnung  sich  wiederGndet.  Ich  habe  dort  gezeigt»  wie 
nmn  das  allgemeine  Iufei>ral  einiger  ausgedehnten  Gruppen  von 
linearen  Differentialgleichungen  in  einer  Form  ausdrGckt,  deren 
Einfachheit  alle  früheren  Darstellungen  weit  hinter  sieb  lässt 
Meine  Untersuchungen  über  die  Integration  der  allgemeinen  Diffe* 
rentialgleichung  erster  und  zweiter  Ordnung  mit  nur  zwei  Verän« 
derlichen  sind  kürzlich  in  dem  29sten*  Theil  von  Grunert'v 
Archiv  zur  Veröffentlichung  gekommen.  Ich  hatte  die  Absicht 
BU  zeigen»  dass  die  Kenntniss  von  besonderen  Integralen  und  be- 
sonderen Auflösungen  bei  der  Integration  dieser  Differentialglei- 
chungen von  weit  grosserer  Bedeutung  ist,  als  man  bis  dabin 
anzuerkennen  geneii^t  %var.  Insbesondere  aber  glaube  ich  darge- 
than  zu  haben»  dass  alle  bis  dahin  bekannten  Hilfsmittel  der  In- 
tegration von  Differentialgleichungen  mit  nur  zwei  Veränderlichen 
ihre  voitheilhafteste  Verwendung  finden,  wenn  man  die  Bestim- 
mung des  integrirenden  Faktors  als  das  eigentliche  Ziel  der  Auf- 
gabe stets  im  Auge  behhit.  Die  vorliegende  Abhandlung  soll  nun 
alles  Tebrige  umfassen,  nämlich  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung  mit  drei  und 
toehr  Veränderlichen.  Du  ich  hierbei  eine  noch  wenig  betretene 
Kahn  vertols«!  habe,  und  es  mir  gera«ie  dadurch  muglich  gewor- 
den ist«  nicht  allein  alle  die  schon  tniher  auf  diesem  Gebiete  ge- 
machten  Frf^hrunsen  vollständig  tu  beherrschen,  sondern  andi  dio 
Greii^en  de>jeiiicen.  \«as  sich  Hberbaupl  erreichen  lasst»  nm  ein 
F.rhebitchcs  binAusfu rücken,  sa  mCHrhie  ich  in  diesem  Vorwort  den 
Ver>ucb  niache*u  dem  s.ichkiv  ^'igen  Leser  in  kurzen  Zügen  di0 
Ge«l.))»ken  auüurcfcbnen.  u eiche  lui^h  bei  der  Bearbeitung  geleitet 
KA;j^r,  ;)»  U  d^r^:i  «icch  Jjis  Ver^A'ir.iss  sielaer  Resultate  an  den 
scSi^n  t^AStoler.  Le.slvns^e:?  ber%:hren. 

D5^  ltiSeirjitt,*?t  ecter  nsff;rr^^.t*Jifc  e-'ch«;r*  hjt  i-nraer  nur- den 
5l*l^A.  e'«e  ccr  %v^»<,»-rr?:ir?v-f  Ver^.r.::r-'u-b?r.  i!s  Funktion  der 
*^^'•^^  •  \  eHki*d;fr^v?t^Ä  />r:vs:ev  <r,  D-fse  A^*'^abe  soll  aber  ii 
Ä*'>^  r.>*  en  :^»^.«  Je.  H**jt.i*%-^  tf-'i^i^'-'^J'^^rt  werden,  dass 
••♦%-  .-•:^!«<fK•'  4Ji-  e'*r  J^••,'f'^r  5'-*,*^>^*:.  « .'njich  die  sesnchte 
F^-'i*  *  y  ne«»«3tv<'  V<rc.»  7^-  v'Ve  c*i^  *  :  a  s  *',v-Tf«-  la  «!ieser  Weise 
rt«^/  /«•»•*  ie  c'*.N>«*  ^?j-  •  c-'i  '  .:v*  ;  */■»  \;  ^iV^t*  »eSehe  durch 
i-,"  l/^-'-v  *"  -*  *  ^•'^''  »^  i^rv'  .1  i  ^^w•>4  »si\*i  V^  F-'-eii^ciMS  finden, 
fi4.'/rr:  '*s»e*-i*.A.  4^\  ^•'e  I » .^ht'^JL^v.r  \  m  Vv^m^m^a  emer  cinzigeD 
%  ^^i^iA^*  .v^fe-e«.  AT^*  X4-^  ^^  4eii!|jtiM>«ri'f^  i^ftMTz:»  «vickgefthrt. 
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Doch  darf  mao  nicht  glauben ,  dasa  man  jedeamal  daaaelba 
Problem  Tor  aich  habe,  wenn  die  xu  integrirende  Uifferentiaifflei- 
chang  dieselbe  Anzahl  von   VerSnderlicben  enthält    Jedes  Inte- 
icrationsverfahren  gründet  sich  auf  eine  bestimmte  Voraussetzuag 
in  Besag  auf  die  Beschaffenheit  des  allgemeinen  Integrals.    Dies 
Verfahren  führt  dann  auf  die  Integration  aller  derjenigen  Diffe- 
Tantialgleichungf>n ,    deren  allgemeines  Integral  in    der  That   die 
ao^enonimene  Form  hat.     Doch  ist  man  genothigt,  um  die  mannig- 
faltigen hier  vorkommenden  Aufgaben   lösen  zu  können,  von  gar 
mancherlei    Voraussetzungen  auszugehen.     Wenn    nun   auch   die 
%'orhin   erivShnte  Vorschrift,   die  Zahl  der  Veränderlichen  in  der 
gesachten  Funktion  nach   und   nach  zu  vermindern,  jederzeit  die 
Rechnaogsoperationen  beherrncht,   so  %verden  sich  diese  letzteren 
doch  fSr  alle  diejenigen  Differntialgleiohungen,  welche  wegen  der 
Uebereinstimmung  in  der  Integralforra  einer    bestimmten   Gruppe 
angeboren,  auch  wieder  eis^enthnmlich  gestalten.    Man  konnte  er- 
warten, dass  alle  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche  selbst 
in  Ihrer  Form  auffallend  übereinstimmen,  jedesmal  auch  nach  einer 
und  derselben  Regel  sich   integriren   lassen.     Dies  trifft  aber  oft 
{(enng  nicht  zu.     Denn  wenn  auch  alle  diejenigien  Differentialglei- 
chungen, welchen  ein  und  dieselbe  Integralform  zum  Grunde  liegt, 
jedenfalls  gemeinsame  Eigenschaften  besitzen,  so  treten  dieselben 
^och  nicht  immer   deutlioh  hervor,  und  werden  oftmals  durch  an- 
fae  anwesentlicbe  Momente  so  sehr  zurfickgedrängt,  dass  nur  eine 
gOMoe  auf  Rechnung  gegründete  Untersuchung  dieselben  erkennen 
liisL    Diese  Bemerkungen  mögen  nun  hinreichend  darthun,  dass 
Ae  Natar  der  Integralform  den  nächsten    Einfluss  erhält  bei  der 
Tifinung  des  ganzen  Gebiets  in  einzelne  für  sich  abgeschlossene 
Theile. 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

Worin  Z  YX  W  bestimmte  Funktionen    der  it  -f  1    Veränderlicheo 

-  tJfxio.M  sind,  hat  jedesmal  die  Form   (p(a/3y.«0  =0»  ^^  7  ^i**^ 

wllkilhrllcbe  Funktion,  aßy...  aber  bestimmte  Funktionen  der  Ver- 

inderllchen  sind.    Allein  die  Bestimmung  dern  Funktionen  aßy... 

kat  mancherlei  Schwierigkeiten,  da  es  nicht  möglich  ist,  dieselben 

Areh  eine  bestimmt  vorgeschriebene  und  allgemein  gültige  Ent- 

trieklang  sa  erzielen.    Alles,  was  hier  erreicht  werden  kann,  gilt 

{■■er  nur  fCir  gewisse  Formen  der  Funktionen   Z  YXfV»,»  oder 

Ar  gewisse  Beziehungen,  welche  diese  Funktionen  unter  einander 

eingeben. 
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LagtaDge  bat  zuerst  (•czetgt  (in  den  Akhaiiillungert  der 
BerUner  Ahademie  1779),  dass  die  n  *;ieicbuni;eti  o  =  o. 
|9e:A,  f=c...,  «eiche  als  besondere  Integrale  jener  partiellen 
Diffärenlial^leiuhung  Geniige  leisten,  nenn  a,  b,  c...  willlcühr- 
liehe  Bestäoilige  vorstellen,  gleichbedeutend  «lud  mit  denjenigen 
deidhun{;en,  woraus  man  die  n  Veränderlichen  yxw...  oIh  Funk-- 
lloncin  von  i  zu  beetimmen  bat,  damit  man  dadurch  die  n  \iWe^~ 
reiillalgletchungen: 


dl 


Z 


X, 


x^-  =  w. 


ifi.a.tv.  bernedige.  Da  nun  aber  die  vorliegenden  Differential^ 
gleicbungen  durch  die  Elimination  von  irgend  n— 1  alihSngigee 
Veränderlichen  auT  eine  Differentialgleichung  der  fiten  Orilnunc 
mit  nur  zwei  Veränderlichen  fuhren,  so  ivar  man  der  Meintinf« 
dass  durch  den  von  Lagrange  entdeckten  Ziiisammenbang  ztw^i 
sehen  den  n  Funktionen  a^y....  der  partiellen  Dlfferentialgleicbuw 
und  dem  Integral  jenes  Systems  von  Differentialgleichungen  <fc; 
Integration  der    partiellen  Differentialgleichung  geleistet  sei,     t^ 

Bestimmung  der  Funktionen  a^y >  sagte    man,  sei   nun  auf  mti 

Integration  einer  Differentialgleichung  mit  nur  znei  VeränderÜclk  « 
zuriickgefülirt,  und  die  Reduktion  auf  eine  Differeiilialgleii-bi?^ 
mit  iveuiger  Veränderlichen  sei  doch  in  allen  Fällen  dasjenige 
Ziel,  vvornach  man  streben  müsse. 

Allein  das  von  Lagran:;«  gegebene  integrationsverTatim 
verlor  bald  diesen  glänzenden  Schein,  da  man  «ich  übcrxeugie^ 
wenn  e»  auf  die  wirkliche  Integralion  einer  partiellen  Diffeten- 
tialgleichung  ankomme,  dass  man  dadurch  nicht  gePürderl  frerde. 
Doch  darf  man  nicht  glauben,  dass  desshalb  der  Grundsatst 
angefochten  werden  könne,  wornach  das  Problrm  der  tniegra- 
tion  seiner  Lilsung  näher  gebrai'ht  ist,  nachdem  es  gelungen, 
die  Anzahl  der  in  der  gesuchten  Funktion  voikommenden  Ver- 
Siiderlichen  zu  vermindern.  Das  Irrige  einer  solchen  Meinung 
st«Ul  skli  heraus,  wenn  man  die  Integration  einer  Differeutittl- 
gleichiing  der  »ten  Ordnung  mit  mir  awei  yerä^derlicben  nühor 
■■s  Auge  fnost.  Man  weis»,  dass  diese  Integration  durch  di«  Bfr- 
stimmiing  der  n  erttten  Integrale  zu  Stande  kommt,  oder  der  ff 
verschiedenen  Differentialgleichungen  der  n— Islen  OrdiiiiDg,  welcha 
durch  Differentiütiofl  auf  die  vorliegende  Di  Seren  tialgleieimng  xa- 
tOckführen.  Man  weiss  auch,-  dass  die  linearen  DifferentiBlgteV- 
chungen  bis  dabin  die  einzige  Ausnahme  machen,  wo  ma»  noct 
auf  einenk  anderen  Weg  tum  Ziel  kontmt,  indem  man  unniitteltuta 
die    endliche   Gleicbnng    mit  ihren    n    willkührlicheu    Beständtgai: 
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daniifMien  im  Stande  isf.  Das  er«te  Integral  einer  Differential« 
gbichang  der  «ten  Ordnong  mit  zwei  Veränderlichen  ist  aber 
NÜMt  irieder  eine  Funktion  von  n  -f  1  Veränderlichen.  Ausser 
deo  beiden  Veränderlichen  y  und  x  kommen  nämlich  darin  noch 

Jiea  — 1  Differctntialquotienten  -^9     ^a"'*  w«::a  ^®'>  welche, 

wenn  aach  unter  sich  in  einer  bestimmten  Abhängigkeit  stehend, 
hei  der  Gewinnung  des  ersten  Integrals  aber  die  Rolle  von  un- 
ibliängigen  Veränderlichen  Gbernehmen.  Und  so  überzeugt  man 
fich  denn,  wenn  man  an  dem  vorhin  ausgesprochenen  Grundsatz 
fenth&lt,  dass  dann  noch  kein  Grund  vorliegt,  die  Integration  einer 
Oiferentialgleichung  der  nten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderli-' 
eben  für  eine  eiiiTachere  Aufgabe  anzusehen,  als  die  Integration 
jener  partiellen  Differentialgleichung  mit  n^\  Veränderlichen. 
Di  man  aber  auch  nachweisen  kann,  dass  die  ersten  Integrale 
«Der  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  im  Allgemeinen  nicht 
TortheilhalTer  sich  darstellen  lassen,  als  auch  jene  Funktionen 
«^7....,  und  da  überdies  die  Herleitung  der  Differentialgleichung 
der  aten  Ordnung  allein  schon  schwierige  Rechnungen  erfordert, 
10  rflckt  allerdings  die  Aussicht  sehr  in  die  Ferne,  aus  dem  von 
liigran^e  entdeckten  Zusammenhang  für  die  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  einen  Vortheil  zu  ziehen. 

Wenn   demnach  die  partielle   Differentialgleichung   nicht  aut 
eine  Uifferentialgleichung  höherer  Ordnung  mit  nur  zwei  Verän- 
dcriichen   zurückgeführt   werden    soll,   so    wird    denn    doch  jene 
Ldstung  von  Lagrange  stets  von  grosser  Bedeutung  sein.    Man 
*ird  sie  richtig    würdigen,   wenn   man    zu  dem  Schlüsse  gelangt, 
data   die  Integration    eines  Systems    von   Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  mit   nur  einer  einzigen  unabhängigen  Verän- 
derlichen   nicht  von  einer  D'^erentialgleichung    höherer  Ordnung 
nltnnr  zwei  Veränderlichen,  sondern  vielmehr  von  einer  partiellen 
Diferentialgleichung  der  ersten  Ordnung  abhängen  soll,  weil  Inan 
fo  durch  einen  geringeren  Aufwand  von  Rechnung  zum  Ziel  kommt. 
Man  hat  nur  dann  einen  Grund,  den  ersteren  Weg  einzuschlagen, 
wenn  derselbe  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  führt,  da  hier 
das  Integrationsverfahren  sogleich  die  endliche  Gleichung  liefert, 
also  die    abhängige   Veränderliche    unmittelbar  als    Funktion   der 
•iazigen  noch  übrigen  unabhängigen  Veränderlichen  dargestellt  ««ird. 

.'  Es  war  eine  grosse  Aufmunterung  für  mich,  zu  erfahren,  dass 
iMi  Mv  diese  von  der  gewühnlichen  so  sehr  abweichenden  Be- 
trachtungsweise schon  früher  eine  Autorität  ausgesprochen  bat. 
IKs  . Untersuchungen  von  Jacobi  liber  die  Integration  der  par- 
liiUeo  DifferentialgleicbuNgen,  welche  in  seiner  Abhandlung:  „Di* 
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Ittcirlationes  de  aeqoatlonum  diff.  volg.  systeraatl«  ea- 
rtimque  connexione  u.  s.  w.**  in  dem  23sten  Band  des 
Crelle*flc1ien  Journals  niedergelegt  sind,  gehen  Ton  demsel- 
ben Gedanken  aus,  dass  die  Funktionen  aßy..,.^  woraus  das  all. 
gemeine  Integral  zusammengesetzt  ist,  aus  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung selbst  bestimmt  werden  sollen. 

Da  man  nun  aber  zu  dieser  Ueberzeugung  gekommen  ist,  so 
entsteht  die  Frage,  wie  man  anders  die  Integration  der  partiellen 
Diflferentialgleichung  auf  die  Quadratur  zurückführe.  Auf  diese 
Frage  hatte  Jacobi  noch  keine  bestimmte  Antwort,  wiewohl  er 
.die  Ansicht  ausspricht,  es  werde  sich  am  Ende  doch  wohl  be^ 
ausstellen,  dass  die  Lösung  der  Aufgabe  auf  einer  allm.'iligen  Ver- 
minderung der  Veränderlichen  beruhe.  Um  dies  zu  erreicbeiiy 
habe  ich  zwei  ver»ichiedene  Wege  eingeschlagen.  Das  eineroal 
gelingt  es,  durch  Transformation  die  Anzahl  der  Veränderlicheiit 
welche  in  der  gesuchten.  Funktion  vorkommen,  zu  vermindern. 
Die  neuen  Veränderlichen,  weiche  hierbei  zu  benutzen  sind,  er- 
geben sich  nach  bestimmten  Regeln  aus  den  etwa  bekannten  be- 
sonderen Integralen  und  besonderen  Auflösungen!  der  partiellen 
Differentialgleichung.  Wo  man  aber  so  nicht  zum  Ziel  kommt, 
da  gelingt  es  oftmals,  die  partielle  Differentialgleichung  in  mehre 
andere  zu  zerlegen,  von  denen  jede  für  sich  %veniger  VerSnder- 
liche  einschlie.^st .  als  die  orsprüngliche.  Die  weitere  LOsang 
der  Aufgabe  besteht  dann  darin,  die  allgemeinste  Funktion  anio- 
geben,  welche  gleichzeitig  den  verschiedenen  partiellen  Differen- 
tial(*leichunsen  Genüse  leistet. 

Ich  habe  es  für  niithig  erachtet,  den  bis  dahin  besprocheneB 
Gegenstand  in  seinen  Einzelnheiren  hervorzuheben,  mährend  ich 
andere  Er<;ebnisse  meiner  Untersuchunsen  in  diesem  Vorwort  noi 
mehr  andeuten  widlte.  Denn  die  Ws  dabin  miteetheilten  Resal- 
täte  dienen  allen  übrisen  Untersuchuneen  zur  Grundlase.  Indem 
ich  überall  den  noch  so  wenig  verfolgten  Gedanken  festhielt,  die 
Funktionen,  weli-he  einer  partiellen  Differentialgleichung  Genfige 
leisten,  au<  dieser  Gleichung  selbst  abzuleiten,  ist  mir  die  Freude 
geworden,  immer  mehr  zu  erkennen.  d.i$s  ein  weitreichendes 
Hillsmiltcl  «lern  Rechner  hieraus  emachse.  Denn  dieser  einzige 
Ged.inke  beherrscht  mit  Leichtigkeit  ein  weites  Feld  vod  Unter- 
suchungen, ^^elehe  vorher  K^istiiien  Soh%>ieri::keiten  nnterworfec 
waren:  demselben  Gedanken  liisren  sich  %viUic  auch  «olche  Ud 
tersuchungen .  auf  ivelche  meines  Wissens  vorher  \iemand  mii 
Erfolg  eingegangen  war. 

Was  ynni^chst  noch  die  1nteie*r.ition  eines  $v9teiBS  ron  Dife- 
renlialgleichungen  l>etril(lr.  so  L^sst  sieh  leicht  dasjenitce.  was  TorMa 
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VM  den  Synteni  von  Differentialgleichnngen  der  ersten  Ordnung 
nit  Dar  einer  einiigen  nnabhfingigen  Verftnderlichen  gesagt  wor* 
dea  iit^  auf  ein  System  derartiger  Differentialgleichungen  höherer 
Ordaang  ausaudehnen.  In  der  That  hat  man,  wenn  beliebig  viele 
DÜBrentlalgieichangen  der  Art  vorliegen,  bezüglich  von  der  m, 
p»  9ten  n.  s.  w.  Ordnung,  ein  sehr  einfaches  Bildungsgesetz  ffir 
eioe  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades  mit  l-fn-fp-ff-f*-*-  Veränderlichen,  deren  In> 
tegration  hinreicht,  um  unmittelbar  das  allgemeine  Intiegral  des 
Vorliegenden  Systems  angeben  zu  können. 

Aueh  ein  gewisses  System  von  partiellen  Differentialgleiebun- 
gra  der  ersten  Ordnung,  wodurch  also  die  Abhängigkeit  mehrerer 
GrOseen  von  mehr  als  einer  unabhängigen  Veränderlichen  ausge- 
drückt ist,  lässt  sich  mit  Hilfe  einer  einzigen  partiellen  Differen- 
tUj{leichung  der  ersten  Ordnung  integriren.  Hat  man  ein.derar- 
(Ig^  System  von  n  partiellen  Differentialgleichungen,  worin  m 
maohSngige  Veränderliche  vorkommen,  so  findet  sich  eine  partielle 
Diferentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  m-f  n  Veränderlichen, 
mT  deren  Integration  es  hier  ankommt. 

Die    allgemeinste    partielle   Differentialgleichung    der    ersten 
(Mauog  mit  it  -f  1  Veränderlichen  ist  dargestellt  durch 

'^{zyZxZw  •  •  • .  zyxw  ....)=  0, 

WMin  ZyXxtw"  die  Differentialquotienten  sind.  Das  allgemeine 
Iitsgral  dieser  partiellen  Differentialgleichung  lässt  sich  bekannt* 
kk  ohne  Weiteres  anschreiben ,  wenn  ein  vollständiges  Integral 
bflkaant  ist  oder  eine  Funktion,  welche  der  partiellen  DifferentiaU 
lleicbnag  genfigt,  und  zugleich  n  willkfihrliche  Beständige  ein* 
teUiesst.  Schon  Euler  hat  In  seinen  „Institutiones  cal» 
call  integral  18*'  gezeigt,  wie  man  das  allgemeine  Integral 
diranw  ableitet.  Die  Bestimmung  eines  vollständigen  Integrals 
iit  desshalb  die  eigentiche  Autgabe  der  Integralrechnung.  Für 
die  partielle  Differentialgleichung  mit  nur  drei  Veränderlichen 

^{H^xzyx)  =  0 

Ittt'dles  Lagrange  in  seinen  „Vorlesungen  aber  Funktio- 
«enrechnung^  geleistet.  Man  findet  nämlich  eine  partielle  Dif- 
hrentialgieicbuiig  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades, 
trenn  es  darauf  ankommt,  die  beiden  Differentialquotienten  ly  und 
U  ia  bestimmen,  welche  dem  allgemeinen  Integral  entsprechen. 
Ba  besonderes  Integral  «sa,  in  Verbindung  mit  ^s=0,  liefert 
dh  bMden  Werthe  Zy  und  ts  als  Funktionen  der  drei  Verinder- 
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lioheti  S|  jf  und  x  und  der  wfllkiihrlicheii  Beatftiidigen  «;  wA  4k 
Integration  der  volUtändigen  üifferentialgUicbung 

dz  =  Zyrfy  +  ixdx 

fnhrt  dann  auf  ^ia  volUtfiiidig««  Integral  der  partiellen  DiSariBi 
tialgleiehung  ^  =  0. 

Nach  Lagrange  hat  man  sich  vicIFach  bemiiht«  dpe  obig 
Itegel  auf  die  partielle  Differentialgleichung  mit  n\\  Veratide 
liehen  au^zudelinen.  Es  kommt  hier  darauf  an,  die  n  Differentia 
quotienten  als  Funktionen  der  Vernnderlich^^n  und  von  n  —  1  wk. 
kQhrlichen  Beständigen  darzustellen,  um  daon  ein  volkitäodi^ 
Integral  durch  die  Integration  der  vollständigea  Differcntialgk 
chung : 

dl  =  x^^d^  \  txdx  f  z^dw  + .  - . . 

XU  erucleii.  Allein  man  ist  damit  nicht  an  Ende  gekomneii»  Uii 
doch  lassen  sich  ohne  Anstand  n  —  1*  partielle  Differenfialgleicbur 
geu  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  auachreiberi 
welche  die  Eigenschaft  besitzen»  das«  jede  der  n  — 1  enditcbea 
Gleichungen 

u.  s.  w.,  woraus  die  Differentialquotienten  'in  der  angegebenen 
\Veise  sich  berechnen,  denselben  gleichzeitig  Genüge  leistet. 

Die  Integration  der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleiobnag 
^  =  0  ist  zwar  schon  lange  von  Pfaf  f  gegelieii  (in  den  Abha«d* 
liingen  der  Berliner  Akademie  1814  und  1816).  Alleiil 
Pfaff  verlüsst  das  von  Lag  ränge  l'flr  drei  Vefänderllche  eing» 
schlagene  Verfahren,  in  der  Mriiinng,  dasa  diesem  für  neb?  al< 
drei  VerJinderliehe  uiiubersteigliche  Hindernisse  enlgegefiütckte 
Die  Pfaff^sche  Methode  geht  von  einem  andera  Gesicbtspimkli 
aus»  uad  betrachtet  die  vorliegende  Aufgabe  als  npealellon  Fal 
einer  viel  allgemeineren,  nämlich  der  Integration  der  voUstänili 
digen  DifferentialgteicbuBg: 

Zi/:+  Yds\Xdx  +  HWwf ....  + A,i/:,+  ir,</:«. +  ....  =  0, 

worin  Z>*.Vir.«..A*i  11*1....  irgend  Funktionen  der  2m  Veränder 
liehen  :«2«i....ajyxN)  sind.  Es  wird  gezeigt j  dass  sich  jedeMsa 
ein  Integral  findet,  bestehend  au«  n  eadliclien  Gleichungen,  worii 
eben  so  viele  willkiihrHrbe  Bestandige  vorkommen.  Zu  diesei 
II  Gleicbangcn  gelangt  Pfaff,  indem  er  n  versobiedeac  2!iy«lemi 
von  betftglich  Sn  — 1»  '^w— 3....t^  1  Diffe^eiiiial|«leicbHngen  dv 
«raMi    Ordnung    niai    eia«r   oinaigeu    uttabliätigigeA    Veräaderl» 
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eben  iotogrirt    Man  sieht  ein.  dass  die  voUstäudige  Differepti^l- 
gleichaDg 

dz  =  Zydy  -f  ixdx  -f  zwdto  -(->•••> 

worin  an  die  Stelle  von  ty  der  ans  ^  =  0  berechnete  Werth  ein« 
gesetst  worden  9  ein  spezieller  Fall  der  von  Pf  äff  gel99ten  Auf* 
gäbe  ist,  da  hier  die  Coeffizienten  Xi,  IFi , ....  verschwinden.  Die 
%  endlichen  Gleichungen  fuhren  aber  durch  die  Elimination  der 
a — 1  Differentialquotienten  Zxiw**  auf  ein  vollständiges  Integral. 
Ich  habe  von  der  Pf  äff 'sehen  Methode  Kenntniss  erhalten,  nach- 
dem ich  selbst  schon  auf  dem  von  Lagraiige  angebahnten  Weg 
nm  Ziel  gekommen  war.  Wiewohl  nun  der  zwischen  den  beiden 
Methoden  bestehende  Zusammenhang  nicht  schwer  zu  übersehen 
ist,  da  es  nahe  liegt,  die  Pf  äff  sehen  Systeme  aus  den  von  mir 
iafgestellten  partiellen  Differentialgleichungen  abzuleiten,  so  Ifltist 
iicli  doch  Mancherlei  zu  Gunsten  der  letzteren  Methode  anftfhren. 
Nicht  altein  ist  hier  der  leitende  Gedanke  der  Natur  der  Aufgabe 
mehr  angemessen,  so  dass  man  zu  einer  schnelleren  und  doch 
tieferen  Einsicht  in  das  eigentliche  Problem  gelangt;  die  vorkom- 
menden Rechnungen  lassen  auch  sehr  henierkeiiswerthe  Verein* 
hchungen  zu,  welche  der  PfafPschen  Methode  fremd  sind. 

Was  Jacobi   gegeben  hat,  um  die  Pfaff'sche  Methode  ab- 
zukürzen, erleidet  keine  Aenderung,  wenn    man  die  andere  Me- 
thode gebraucht.     Jacobi  zeigt  nämlich   (in  dem  Crelle'schen 
Journal  Band   17.),  dass  man   ein  vollständiges  Integral  schon 
i^u«  jenem  ersten  Systeme  von   2n  —  1  Differentialgleichungen  ab- 
leiten kann,   so  dass  also  die  übrigen  n  —  1  Systeme,  von  denen 
f^faff  Gebrauch    macht,    entbehrlich  sind.     Jenes  erste  System 
^t  aber  mit  der  ersten  von  jenen  n  —  1  partiellen  Differentialglei- 
chungen  gleichbedeutend,   deren   man  sich  aui  dem  andern  Weg 
^it  bedienen  hat.     Wenn  man  geneigt  ist,  diesen  von  Jacobi  ge* 
S^benen  Aufschluss  als  einen  bedeutenden   Fortschritt  in  der  In- 
^^gration  der  partiellen  Differentialgleichungen  anzusehen,  so  kann 
'^h  nicht  umhin,  hier  eine  andere  Ansicht  auszusprechen,  da  ich 
'^ich  überzeugt  habe,  dass  das  von  Jacobi   eingeschlagene  Ver- 
ehren  grosse  Hindernisse  der  Integration  entgegenstellt,  welche 
^«>nst  nicht  vorhanden  sind.     Ich   glaube  auch  dem  Leser  ohne 
y^el  Aufwand  von  Rechnung  diese   Ueberzeugung  verschaffen  zu 
*^«SDDen;  doch  will   ich   mir  dabei  erlauben,   nur  beispielsweise  die 
V^Qirtielle  Differentialgleichung  mit  vier  Veränderlichen 

"^{zyixZwtyücw)  ==  0 
^u  hstrachten. 


tl^  _  dtp       ity  _dip 

du  "'  da '     dß  ~  dß 
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Bezeichnet  man  HnA  volUtfliiiliiie  lnte(<rnl  der  (»urtidlAri  l>iS«- 
reritialgleichung  i^  =  ()  (liirL'h  y^=Kfi,  ivo  ip  eine  wlllkahrlich«  6e- 
srüdiiige  ist,  y  aber  eint;  beütimiiite  Kuiiktioii  der  vier  Veränder- 
lichen -.^xw und  von  zwei  andern  »illbiibriichen  Besthridigen 

a  und  ß,  »n  lässt  man  bckiinntlich  d»  Uriisst:  <p  m  eine  nillkübr- 
liche  Funktiiin  von  «  und  ß  überleben,  a  uuil  ß  aber  »elliHt  ju 
eine  besliniiute  AhhüTi<;i>ike)t  Irelen  su  den  VeiKniltfrii/diej*  J^jni% 
iudeitt  man  die  drei  (ileicbungen:  .'       i   >     ,   o.ill.  >•<   m 

anncbreibt,  um  das  iilliremetne  Integral   der  [lartrcllen  DiOerentiid- 

gleichung  i|)  =  Ü  dars^utellen.      Uaruus   ergeben  sirb  nun  itu^nhl^ 

viele   besondere   ln(e[;rale,   ivenn    man  die    viillkuhrliche   t^unktion 

^{aß)  irgeridivie  t«|ieKia]i»iil,  niirt  dann  die  Eliminalinn  von  a  nfid 

ß  vurniinmt.     Bleiben    bei   dieser  äfiezialisiririig  drei   nillkührlicbe 

Beständiife   in   ^{aß)    zurück,   »n  gelangt  niitn  auf  dem  angej;«!)«' 

oen    Wege   tw    einem    vulstaniliKen    hileijrul.       Dies   niiiü^ste    ttb 

KorauMcbickeii,   um   an   den  Zusammenhani;  zu  erinnern,  welcJier 

»eben  den   v(>ll«tnii(li);eti  Integralen  und  dem   allgemeinen  Inte- 

l-gral  besteht.     Jacobi  int^grirt,  uro  ein    vollständiges   Integral- xu 

l«rbalten,  jenes   ere-le   System   von   '2r  —  1    Uifferential^k'icbiingen. 

I^tll«8  Integral  sei  hier  ausgedruckt  durch  die  IfinT  (ilticbungvn: 

«,^u,     ^,  =  6,     /,=«,     tf,=d^     *i  =  c. 

Rforio  Q, ,  ^i,  ....  bestrmmle  Piinktinnen  der  Veranderllibeti  ly^to 

Künil  il^r  Differentiatquotienten  iyXtX,^  sind,  n,  h aber  willkübr- 

l'ltche  Beständige.     Aua  der  Natur  der  AurgaUe  schliefet  ninn,  dass 

l«e  Tunl"  GrÖBsen  a.  ß,y,  *■£,     '-^-   des  allgemeinen  Integrals  «U 

|>|^sliivinite   Funktionen    von   «j ,  ^, , sich    darstellen.      Da  niun 

nn  diesen  rntiT Grössen  je  zivei  2"isihen  den  drei  (ilcicfittn- 
eliniiiiiren  kann,  so  ist  das  allgemeine  Integrul    auch  «hirch 
Bfe  drei  folgenden  (Gleichungen  au^jgedrtlckt: 

T  II.  y,  =?>i(«i?i).     K  =  'Pa(«tlSi).     «i  =lpi(a^ß^), 

aber  die  drei  Funktionen  ip,  ,  ip^,  ip^  in  einer  bestimmten 
iLbbäni^igkeit  zu  einander  stehen.  Es  bat  keine  Schii ierigkeit, 
^se   Funktionen    in  derjenigen  4>ee>1att  anzugeben,  wekhe  ihn«D 

nt,  sobald  man  die  Funktion  <p  der  (ileichung  y=(p(tiß)  t^ 
dner  eigenthQmlicben  Welse  speKialisirt.  LSssl  niHn  nSmliih  (llesfi 
Gleichung  in  eine  idenliscbe  übergehen,  nacbdein  man  die  lit  y 
vorkommenden  Veränderlichen  it/xte  durch  uillkfihrliche  Besliiodi^e 
ersetzt  hat,  so  versteht  sich,  das«  auch  die  beiden  lileichnn^uui 
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^y  =3  ^   und   ?(y  --  ^ 

da       da  dß       dfi  ^ 

MfBtiiicb  sindy  sobald  man  jene  Beständigen  an  die  Stelle  der 
Verinderlichen  einsetzt.  Auch  die  aus  diesen  drei  Gleichongen 
ibgeUiteten  Gleichungen  11.  werden  dann  identisch  sein.  Es 
ktmnt  also  darauf  an,  die  Funktionen  9i  >  7t »  ^  so  ansageben, 
dias  man  identische  Gleichungen  vor  sich  hat,  nachdem  man  an 
die  Stelle  der  Ver&nderlicben  xyxw  willkOhrliche  Bestfindige  ein- 
geietit  bat.  in  dieser  Absiebt  ersetze  man  die  drei  Diferential- 
qootienten  ZyZxZw  in  yi^fffi  durch  die  [beiden  Funktionen  «i  nnd 
A»  hdem  man  mit  Hilfe  der  drei  Gleichungen: 

*=0,    «f|=a,    ßi=b 

diese  Differentialquotienten  eliminirt,  und  nach  vollzogener  Elimi- 
iafioD  wieder  «i  und  ß^  an  die  Stelle  von  o  und  b  bringt.  Schreibt 
■In  die  so  entstehenden  Gleichungen  in  der  Form: 

wo  ^1^2^,  bekannte  Funktionen  sind,  so  hat  man  offenbar  die 
Funktionen  tpi  q>^  93  in  der  verlangten  Weise  bestimmt,  wenn  man 
•ich  der  drei  Gleichungen: 

^^liaißizyxw)  =  tpiC«!  ACC1C2C3), 

Mient.  Von  denvier  willkührlichen  Bestfindigen  rcie^Cg  kann 
noch  eine  gestrichen  werden,  und  die  Elimination  von  «1  und  ßi  fährt 
meinem  volMfindigen  Integral.  Diesen  Weg  also  bat  Jacobi 
^geschlagen. 

Man  muss  zugeben,  dass  das  voIIstSndige  Integral,  welches 
Dach  der  Jacob i't^chen  Regel  gebildet  worden  ist,  eine  schwie- 
rige Form  haben  kann,  während  man  doch  im  Stande  ist»  vollsffin- 
dige  Integrale  in  einfacher  Form  darzustellen,  wenn  es  freisteht^ 
Jene  Funktion  q>  irgend  anders  wie  zu  bestimmen  als  es  jene  Re- 
^  verlangt.  Bei  der  Darstellung  des  allgemeinen  Integrals  wird 
iMin  aber  aus  der  unzähligen  Menge  vollständiger  Integrale,  dem- 
i^igen  den  Vorzug  geben,  welches  durch  die  einfachste.  Funktion 
gedrückt  ist.    Denn  dadurch  wird  der  Gebrauch  des  allgemei- 
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zudebuen.  Wenn  ich  dacjenige  abrechne,-. -ifw  m$n  über  die 
iDtegration  der  linearen  Diflereniialgleicbangen.weiM»  ßo  bend^ 
Alles,  was  sich  bis  dahin  erreichen  iSssti  auf  der  Darst^lloog  der 
vollständigen  Differentialgleichung: 

dz  =z  Zydff  +  zxdx + . , » . 

oder  auch  der  vollständigen  Differentialgleicbong  der  iweiten  Ord- 
nung 

Um  aber  die  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  als  Funk» 
tionen  der  Veränderlichen  oder  auch  die  Differentialquotienten 
der  zweiten  Ordnung  als  Funktionen  der  Veränderlichen  and  der 
Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  darzustellen»  bat  man 
andere  partielle  Differentialgleichungen  der  zweiten  Orduang  her- 
zustellen; lind  der  Erfolg  des  hier  angedeuteten  Verfahrens  ist 
davon  abhängige  dass  es  gelingt,  die  neue  partielle  Differential- 
gleichung der  «weiten  Ordnung  durch  die  bekannten  Hilfsmittel 
zu  integriren. 

Wie  die  Integration  der  vollständigen  Differeotialgleicfaung  der 
ersten  Ordnung  mit  n-f  1  Veränderlichen: 

■ 

Zdz+rdy+Xda:+  Wdw  +  ....z=iO 

von  der  Bestimmuni;  einer  Funktion  abhängt,  welche  gleichzeitig 
die  n  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung: 

befriedigt,  ebenso  fiibrt  auch  die  Integration  der  vollständigen  Dit 
ferentialgleicbung  zweiter  Ordnung 

» 

worin  ZFJÜTF....  bestimmte  Funktionen  der  Veränderlichen  nd 
der  Differentialquotienten  erster  Ordnung  sind,  auf  die  Bestiin^ 
mung  derjenigen  Funktion,  welche  gleichzeitig  mehreren  partiel- 
len Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  Geaflge  leistete 
Man  hat  nämlich  hier  die  Differentialgleichungen: 

^$+r=o,  z^^+r=o.  z^.+2:=o.n.iuw..  ; 

SO  dass  also  jeder  einzelne  Differentialquotient  der  zweiten  Ofd'^ 
nung  als  bestimmte  Funktion  der  Veränderlichen  und  der  Dife- 
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iwfialqäotienten  efdter  Ordnung  vorlregi  Aber  auch  diese  Auf- 
gabe bt  Ton  der  Bestimmang  derjenigen  Funktion  abhängig,  welche 
ghicbieitig  mehreren  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  und  des  ersten  Grades  entspricht  Wenn  die  Anzahl 
der  Veränderlichen  wieder  ti  -|-  1  ist,  so  liegen  n  derartige  par- 
tielle Differentialgleichungen  vor. 

W^nn  diejenige  Funktion  verlangt  wird,  welche  gleichzeitig 
mehreren  partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung 
'  eotepricht,  för  welche  kein  erstes  Integral  besteht,  wenn  aber  die 
Asxahl  dieser  Differentialgleichungen  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der 
Differentialquotienten  zweiter  Ordnung,  so  ist  die  Aufgabe  nicht 
wesentlich  schwieriger.  Man  gelangt  hier  wieder  zu  partiellen 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades, 
ildem  man  die  fehlenden  partiellen  Differentialgleichungen  der 
iwelten  Ordnung  aufsucht,  welche  zur  Darstellung  der  volUtändi- 
g9B  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  erforderlich  sind. 

Wenn  ich  in  diesem  Vorwort  eine  gedrängtere  Uebersicht 
tter  die  Beschaffenheit  meiner  Resultate  gegeben  habe  und  über 
die  Art  und  Weise,  wie  ich  dazu  gelangt  bin,  wenn  ich  darin  eine 
^crgleichung  mit  den  bis  dahin  bekannten  Untersuchungen  an- 
•teltee  wollte,  so  war  es  doch  mein  Wunsch,  dass  meine  Schrift 
iick  bei  Anderen  einer  günstigen  Aufnahme  sich  erfreuen  könne, 
welehc,  mit  den  darin  behandelten  Gegenständen  nicht  vertraut, 
fc  vorausgehenden  Zeilen  weniger  verständlich  finden  mochten. 
Ml  dachte  dessbalb  in  einem  einleitenden  Abschnitte  die  allge- 
fteneine  Aufgabe,  welche  in  der  vorliegenden  Abhandlung  gelöst 
Verden  soll,  nochmals  vorlegen  und  in  ihre  Hauptbe^tandtbeile 
iBi  einander  setzen  zu  müssen.  Da  ich  bemuht  war,  die  ver- 
Kbiedenartigen  Hilfsmittel,  welche  zur  Lösung  führen,  in  einen 
Npniscben  Zusammenhang  zu  bringen,  so  glaubte  ich,  dass  die 
feinde  Anordnung  der  hier  vorkommenden  Untersuchungen  die 
geeignetste  sei.  Zunächst  habe  ich  diejenige  Funktion  be^itimmt, 
welche  gleichzeitig  mehreren  Differentialgleichungen  der  ersten 
(Mnang  genGgt,  von  denen  jede  nur  zwei  Veränderliche  hat.  In 
eiiem  weiteren  Abschnitte  habe  ich  die  partielle  Differentialglei- 
ebng  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  integrirt,  und 
n|(leich  das  Verfahren  angegeben,  wodurch  man  zu  derjenigen 
FaektioD  gelangt,  welche  gleichzeitig  mehreren  solcher  partiellen 
Differentialgleichungen  Genüge  leistet.  Der  nächstfolgende  Ab- 
edmitt  ist  der  Integration  verschiedener  Systeme  von  Differential- 
Xlriehangen  gewidmet.  In  dem  fünften  Abschnitte  findet  sich  die 
Ivfcegration  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von 
Uhrem  Grade.    Die  partiellen  Differentialgleichungen   der  zwei* 

ThtU  XXXIIL  V^ 
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tap   OrdDang  ler fallen   io  swei  qatflrUqba  Giruppm«  jß  .RacMkni 
ef  ein  erst^^  Iptf^gral  g4ebt  oder  nicht     Ptepe  Kintbriltnig  :|Mir     * 
denn  zwei    weitere  Ai>i$cb»itte   in    der  vorlifgenden    AUwiMNupg     j 
xnr  Folge.  > 


It   X/erleip^iijg  4er  Tf»rlie(gep4eii  Auffalle  %m  ilire  Ibiapi' 

liestamltheile» 

Jede    Gleichung^    welche  eine   Abhängigkeit  apstdrQckt  v^ 
sehen  den   Differentialen   zweier  oder  mehrerer  Grui^en»   l^^iüi 
Differentialgleichung.    Im  Gegensatz  damit  spricht  man  Ton  einer 
endlichen   Gleichung«  wenn    dieselbe    von   Differenliaieo-  frei  ivt 
Diejenigen  Grössen,  deren  Differentiale  in  der  Glekhvng  YQrkeir 
men,  heissen  die  Veränderlichen ;  dagegen  wird  jede  andere  Gruipe 
eine  Beständige  genannt.     Die  höchste   Ordnung  der  vorkomofi^ 
den  Differentiale  bestimmt  die  Ordnung  der  Differentialgleiehung. 
Demnach  hat  man  eine  Differentialgleichung  der  eretei»  OnHiung, 
wenn  nur  Differentiale  der  ersten  Ordnung  Terkemmen;  iRe  Dl^ 
CerentiAlgleiehung   heisst   eine    der   zweiten    Ordnung,    wenn  de 
Differentiale  der  zweiten  Ordnung  enthäÜ  u.  s.  w.    Der  Grad  der 
jpifferentialgleiobuag   riehtet    sich    nach    dem    Exponenten,    anter 
velchem  die  Differentiale  der  höchsten  Ordnung  stehen.    Se  hcieet 
9.  B.  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  jedesmal  eine 
ittB  ersten  Grades,  wenn  die  Differentiale  der   xweiten   Ordnong 
nur  linear  vorkommen. 

Wenn  roehrefe  Differentialgleichungen  vorliegen,  so  en.tstBlit 
vor  Allem  die  Frage,  wie  viele  endliche  Gleichungen  darape  hftr 
vorgehen  sollen.  Denn  die  Anzab)  dieser  endlichen  61ei<;liangen 
braucht  nicht  übereinzustimmen  mit  4<*r  Anzahl  der  Differentialr 
gleichungen.  Die  Differentialgleichungen  lassen  siqb  dann,  jede^r 
mal  so  herrichten,  dass  die  Differentiale  nicht  anders  als  in  den 
Differentiaiquotienten  von  eben  so  vielen  Veränderlicben.  voi^cqq- 
men  als  endliche  Gleichungen  vorausge^ietzt  werden.  Diegse.  VTe^ 
änderlichen  heissen  die  abhängigen,  während  alle  (ihrigen  Veritn- 
derlichen  die  unabhängigen  genannt  werden,  weil  die  ereterm 
als  Funktionen  der  letzteren  aus  den  endlichen  Gleichungen  sicib 
berechnen  lassen.  Jede  Differeutialgleichqng  aber,  deiep  DiSoroiH 
tiale  nur  in  Differentialquotienten  eine  Stelle  finden^  heisst  pariteil» 
Wenn  nur  eine  einzige  unabhängige  Veränderliche  da  ist,,  so  laH* 
seil  Kich  die  Differentialgleichungen  unmittelbar  so  apschreibea» 
dass  man  ausser  den  Differentialquotienten  keine  Differentiale  melm 
hat.     Mi\n  spricht  ab,er«von  partiellen  DifferentialgleichQ|ig.eA 
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CaterMhied  von  sAlobeni  DiffereDtialgteiohiijD|(t»n^  waria  die  Di8o- 
rentialfi  \n  anderer  Weise  vorkommen,  iiiftbesondere  nur  danni  w^dn 
mabr  als  eine  uiiabhängif^e  Veränderliche  vorhanden  i8t>  da  dann 
die  Umwandlung  in  partielle  nicht  mehr  so  nnniittelbar  sich  be- 
werkstelligen lässt.  Die  partiellen  Differentialgleichungen  aber, 
in  diesem  Sinne  aufgefasst,  »ind  Gegenstand  der  vorliegenden 
AMiandlang.  Die  Integralrechnung  stellt  sieh  die  Aufgabe,  atte 
endlichen  Gleichungen  aufzustellen,  welche  den  partiellen  Differen- 
tialgleichungen Genüge  leisten,  wenn  man  sich  derselben  bedient, 
QBi  die  abhängigen  Veränderlichen  aus  diesen  Differentialgleicbiin- 
gen  JBU  eliminiren. 

I«h  betrachte  znnSchst  den  Fall,  dass  nur  eine  einzige   pal^- 
tielle  Differentialgleichung  vorliegt,  und  dass   es  auch   nur  eine 
^inftlge  endliche  Gleichung  gieht.     Die  Integralrechnung   komAt 
da  immer  zum  Ziel,  indem  sie  die  allgemeinste  endliche  Gleichnfig 
^«stimnit,   woraus  die   vorliegende    partielle   Differentialgleichung 
abgeleitet  werden  kann.     Diese  endliche  Gleichung  heisst  das  all- 
gemeine Integral  der  partiellen  Differentialgleichung.     Es  ist  leicht, 
diejenigen  Rechnungsoperationen  zu  fibersehen,  wodurch  man  die 
'^rtlellö  Differentialgleichung  aus  dem  allgemeinen  Integral  ablei- 
tet   Denn  das  allgemeine  Integral  schliesst  gewisse  willkfihrliche 
drSssen  ein,  welche  in  der  Differentialgleichung  fehlen.    Man  wird 
dl»  das  allgemeine  Integral   denjenigen   Differentiationen   unter« 
Vttfen,  wodurch   die  in  der  partiellen   Differentialgleichung   vor- 
kmmenden    Differentialquotienteh    entstehen,    um   aus  allen    den 
Gleichungen,  welche  dann  vorliegen,   das  Willköhrüche  zu  elirai- 
.fllren.     Nachdem  man    zur    Kenntniss    des    allgemeinen   Integrals 
Ittnigt  ist,  hat  man  die  weitere  Aufgabe,  alle  Werthe  der  abhän- 
gten Veränderlichen  daraus  abzuleiten,  welche  die  vorhin  verlangte 
tig^nschart  besitzen. 

Weaa  man   eine  endliche  Gleichung  einmal  oder  auch  mehr- 
mI  ■acii  einander   differentiirt ,   so   werden  alle  Werthe  der  tkh 
Uhigig  gedachten  Veränderlichen,  welche  4ief  endlichen  Gleiehnng 
Ceoiige  leisten,  jedesmal  auch  den  so   entstehenden    Dlfferential- 
iMchnngen  genögen,  welcher  Faktor  auch  immer  nach  der  Difle- 
tittiation  wegfallen  mag.     Wenn  5^0  der   endlichen  Gleichung 
(Mlgt,   so  dass  diese   in  der  Form  as=0  angeschrieben    wer- 
den lann,  wo  a  irgend  eine  andere  Funktion  der  Veränderlichen 
^,  wenn   ferner   gx.,..  die  unabhängigen   Veränderlichen  sind» 
^  zeigen  sich  jene  Differentialgleichungen  In  der  Form : 

(^)|l  5=  0,      («*),  =  0  ,      (as)yy  =  0  ,      (Cis)xy  =  0,       (as)ss  =  0    U.  8.  W. 

^^  entiiint*  Eigensehall  der  Fnnktion  f  bat   aber  darin  IhfeA 

ja* 


Inlegralinn  der  varlielleH  /)i/rereiUia/gieicäiitigeii^ 

»»teua  einvn 


tirund,  das8  jeJe   dieser  Differeiitial^leichiingeii 
'der   Quotienten: 


einschliesst,  von  denen  jeder  für  eich  in  ^  übergeht,  «oliald  man 

die  ahhän^i^e  Veränderliche  mittel»  s  =  0  eliminirt.  Anch  jede 
andere  Differenlialgleichunp;,  trdche  man  aus  den  vnriiegenden 
ableitet,  indem  man  irgend  welche  GrüMse  daraus  eliminirt,  wird 
durch  <  =  0  errilllt  sein.  Beim  die  endliche  Gleichung  läset  sieb 
jedesmal  in  einer  solchen  Form  «^=0  aiischreihen,  dass  eiae  von 
den  Griissen,  durch  deren  Eliniinatinn  die  partielle  Differenlial- 
gleichnng  herheigeführt  ivird,  in  allen  daraus  abgeleiteteo  Uiff^- 
renlialgleichungen 


=  0,     «j  =  0. 


=  0,     «,j,  =  0. 


=  0  i 


nicht  mehr  vorkommt.  Man  erreicht  dies  immer  dadurch,  daao 
man  jene  Grösse  aus  der  endlichen  Gleichung  entwickelt,  niag 
dieselbe  nun  eine  »illkfihrliche  UestSndige  oder  mag  Hie  eine 
willkührliche  Funktion  sein.  Nachdem  man  die  endliche  Gleichung 
aller  In  der  angegebenen  Weise  angeschlichen  hat,  sa  ist  dieselbe 
bei  der  Darstellung  der  partiellen  Differentialgleichung  entbehrlich 
geworden;  denn  man  liedarf  zur  Gliminalion  des  ^Villkllhrlicbefl 
nur  noch  der  daraus  aligeleiteten  Differentialgleichungen.  Daraus 
schliesst  man,  dass  alle  diejenigen  Werllie  der  abhängigen  Yer 
Xnderlichen,  welche  der  endlichen  Gleichung  genügen,  auch  jed« 
partielle  Differentialgleichung,  welche  irgend  wie  daiaus  abgelei- 
tet iet,  ben-iedigen  werden.  Diejenigen  Funktionen,  nelche  elfi& 
partielle  Differentialgleichung  befriedigen,  weil  sie  auch  dem  all- 
gemeinen Integral  genügen,  nachdem  man  die  darin  vorkommen- 
den willkührlichen  Grössen  irgend  wie  bestimmt  hat,  werden  be- 
eundere  Integrale  genannt. 

Nun  giebt  es  aber  noch  andere  Funktionen,  welche  zwar  aoch 
die  partielle  Differentialgleichung  befriedigen,  nicht  aber  deren  all- 
gemeines Integral,  wie  man  auch  immer  die  willkührlichen  Grüs^en 
darin  spezialisiren  mag.  Man  hat  solche  Funktionen  besondere 
Auflösungen  der  partiellen  Differentialgleichungen  genannt,  Doch 
lassen  sich  auch  diese  nnch  bekanulen  Regeln  aus  dem  allgemei- 
nen Integral  ableiten. 

Aus  der  Gleichung  (if"-f^=:0,  worin  <i,  /Sund  s  irgend  Funk- 
tionen  de.r  Veränderlichen   sind,  m  aber  ein    sniscben  0   und    I 
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KmcBitor  Exponent,  ergeben  sich  die  folgenden  Differmtiälglei- 

chugen: 

'v  Sx 

ma—  +ay  +  f^ßy  =  0 ,     !»«-  +  ««+  s^^ßx  =0,  u.  s.  w. 

Mas  äbersieht  leicht,  dass  allen  diesen  Differentialgleichungen 
dorch«  =  0  Genüge  geschieht,  obgleich  die  endliche  Gleichung 
dadurch  unerfüllt  bleibte  Auch  auf  andere  Differentialgleichungen, 
ireiche  durch  die  Elimination  irgend  welcher  Grossen  aus  den 
vorliegenden  entstehen,  wird  diese  Eigenschaft  übergehen.  Doch 
iMUfs  hierbei  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  «  =  0  zuweilen 
reicht  mehr  genügt,  wenn  die  partielle  Differentialgleichung  die 
erfte  Ordnung  übersteigt.  Dies  erklärt  sich  nämlich  daraus,  dass 
diejenigen  Funktionen,  welche  man  für  die  Quotienten 

fv         ^X  Syy  Sxy  Sxx 

—  »       -—  ,       ,       f       .  . .  • 

SS  SS  s 

IM  den  obigen  Differentialgleichungen  entwickelt,  durch  die  An- 
Bibme  #  =  0  nicht  einen  endlichen  Werth  erhalten,  sondern  In 
V  Sbergehen.  Es  lassen  sich  desshalb  Differentialgleichungen  hu- 
IjiW  Ordnung  bilden,  deren  Glieder,  nachdem  man  einen  gemein- 
•nien  Nenner  gestrichen  hat,  für  «  =  0  zum  Theil  verschwinden, 
um  Theil  aber  endlich  bleiben.  Um  nun  zu  besonderen  Aufln- 
ingen  der  partiellen  Differentialgleichung  zu  gelangen,  wird  man 
dia  allgemeine  Integral  zunächst  in  jener  Form  a=:0  anschreiben, 
•a  dass  durch  die  Differentiation  sogleich  eine  der  willkOhrlichen 
GffiiSen  wegfällt.  Wenn  dann  neben  andern  veränderlichen  Glie- 
der! auch  solche  vorkommen,  welche  mit  dem  Faktor  j^  verbun- 
den, sind,  so  erhält  man  durch  die  verschiedenen  Gleichungen 
<^0  aille  besondere  Auflosungen.  Wenn  die  partielle  Differen- 
tialgleicbung  der  ersten  Ordnung  angehiirt,  so  genügt  jedesmal 
t.3&0;  wenn  man  aber  eine  partielle  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  hat,  so  bedarf  dies  noch  der  Bestätigung. 

Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
vorliegt,  so  gelangt  man  zu  noch  anderen  besonderen  Auflösun- 
gen, welche  von  den  soeben  aufgefundenen  in  einem  wesentlichen 
P,iVikte  abweichen.  Die  verschiedenen  Differentialgleichungen  der 
erstum  Ordnung 

üfy  =  0,     «j;  =  0,  u.  s.  w. 

lesaen  sich  nämlich  so  umwandeln,  dass  eben  so  viele  willkühr- 
Mie  Grossen  schon  in  den  daraus  abgeleiteten  Differentialglei- 
ehongen-  der  zweiten  Ordnung  .nicht  mehr  vorkommen.     Um  die 
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partialle  DiliiraiitialgleichuDg  darsustellan,  ralclit  num  dan*  faafiwff 
mit  den  letzteren  aas.  Wenn  nun  aber  die  in  der  angegabeaci 
Weise  umgewandelten  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnnog 
neben  andern  veränderlichen  Gliedern  auch  solche  enthalten, 
welche  mit  dem  Faktor  «'"-verbunden  sind,  wo  m  vrieder  ein  zwi* 
sehen  0  und  1  liegender  Exponent  ist,  so  erhält  man  durch  diese 
Gleichtingen  $  =:;:0  offenbar  eine  andere  Klasse  von  besonderen 
Auflusnngen,  da  diese  den  aus  a=z:0  abgeleiteten  Differentialglei"> 
chiuigen  der  ersten  Ordnung  nicht  genügen. 

Wenn  es  als  ausgemacht  angenommen  wird,  daaa  man  der 
partiellen  Differentialgleichung  nur  durch  solche  Wertbe  der  ab* 
hingigen  Veränderlichen  genügt,  welche  auch  die  vorhin  ans  dem 
atigemeinen  Integral  a  =  0  abgeleiteten  Differentialgleichungen 
oder  doch  einige  davon  befriedigen,  nachdem  man  die  willkührlicheB 
Grossen  angemessen  bestimmt  hat,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel, 
dass  man  auf  dem  angegebenen  Wege  zu  allen  [Funktionen  ge- 
langt, welche  der  partiellen  Differentialgleichung  genügen.  Denn 
man  weiss,  dass  man  auf  eben  diesem  Wege  alle  diejenigen  Funk- 
tionen erschöpft,  welche  den  aus  er  =  0  abgeleiteten  Differential« 
gleichnngen  genügen.  Man  sieht  zugleich  ein,  in  wiefern  die  all- 
gemeine Aufgabe,  welche  sich  die  Integration  der  partiellen 
Dlfferentialgteichungen  stellt,  als  gelöst  betrachtet  werden  kann» 
nachdem  man  das  allgemeine  Integral  bestimmt  hat. 

Da  man  aus  einer  endlichen  Gleichung  mit  mehr  ala  swel 
Veränderlichen  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  ab- 
leiten kann,  so  versteht  es  sich,  dass  auch  umgekehrt  mehrere 
partielle  Differentialgleichungen  auf  ein  und  dieselbe  endliche  Glei<« 
cbung  hindeuten  können.  Bei  der  Darstellung  aller  derjenigen- 
Funktionen ,  von  denen  jede  gleichzeitig  die  verschiedenen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  befriedigt,  kommt  es  begreiflicher 
Weise  auf  die  Bestimmung  der  allgeiueinsten  endlichen  Gleichung 
an,  woraus  die  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichungen  sich 
ableiten  lassen.  Die  neue  Aufgabe  steht  in  naher  Beziehung  za 
der  vorigen,  welche  das  allgemeine  Integral  einer  einzigen  par- 
tiellen Differentialgleichung  zu  bestimmen  hat.  Denn  wenn  man 
die  willkührlichen  Grössen  in  dem  allgemeinen  IntegraF  irgend 
einer  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichungen  so  angiebt, 
dass  dasselbe  zugleich  den  fibrigen  Differentialgleichungen  genügt, 
so  hat  man  offenbar  diejenige  Gleichung,  woraus  alle  jene  par^ 
tiellen  Differentialgleichungen  abgeleitet  werden  können. 

Noch  eine  dritte  Aufgabe  sqU  in  diesen  Blättern  ihre  Ldaneg 
finden.    Wenn   näoUioh  mehrere  partiellei  DifferentialgleicbiingeQ 
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i^fagM«  w^ch»  Mf  mehr  AN  eine  ertdlidhe  Gleichonit  MWw«l«ettr, 
cd  ihuM  OMbrere  abbfidgig#  V^rähderlicbe  aaftreteis  so  «ilrtf  matf 
fMfh  iforallgemefiifilten  P«rtii  jener  endlichen  Glelchnnged  frageil» 
wteaw  all«  die«e  Diffötentialgleichuiigeii  sieb  ableifefn  laasen. 
Ntfft  kttmite  tnan-  swar  6iii#enHen ,  dAss  man  hier  durch  die  Eli- 
Huoattftif  ton  alihängtgen  Veränderlichen  andere  Differentialglei- 
dMttgMft  mit  nur  einer  einzigen  abhStigigen  Verfinderttcben  dar-* 
itelIeD  k«»fi»^9  und  dans  al«A  die  LOsurig  Ae9eT  Aafgabe  eigentlich 
dofoh  dit^  Differentialrechililiig  vermittelt  fierde.  Allein  ea  selgt 
ikh,  daM  man  hier  auch  noch  auf  andere  Welse  DVfferentiaIgfel- 
dnmgitn  hserbeiföhren  kann»  \w  defnefr  jedesmal  nnr  eine  einsige 
•MlDgi|;cf  Veränderliche  auArltt^  so  das»  V[i9ti  so  verschied enartf«» 
gM  Aufgaben  der  Integralrechnung  geführt  wird,  j6  nachdem  roa» 
den  einen  oder  den  anderen  Weg  einschlägt.  In  sofern  aber  nur* 
db  Integralrechnung  entscheiden  kAnn^  welcher  von  den  verschie- 
denen Wegen  den  Vorzug  verdient,  hat  man  Grund,  diese  Aufgabe 
in  den  Bereich  der  nachfolgenden  Un(#rsuGhungen  zu  ziehen. 


IL    InteurrAtlon    der   vollstftiidiii^en    nfffiereiitlAl((lel- 

ehaBi^  eAter  Ordlnan|^. 

Die  Aufgabe,  eine  endliche  Gleichung  zwischen  den  drei  Ver-, 
MirfIcfaiSn  t,  y^'x   xu«  bestiltamenf.  Hegt  in  IHri^r  c/infacbsten  Ge- . 

italt  VM,   wenn  die  Werthe  der  beiden  DiSertntiaiquotienten  ^ 

iid  T- einzeln  gegeben  sind,  so,  wie  man  dieselben  aus  der  ver- 

IttHtmf  Gli^chong  ableitet,  iffdete  man  dies^  das  eineilial  tiach   z- 
md  y,  das  anderemal  nach  z  und  x  differentiirt.    Die  zwei-  Dtflb- 
rentialgleicbuugeny  welche  hier  gegeben   sind,    seien  bezeichnet 
dar^h: 

wcfrm  Xf  Kund  X  Punktionen  der  drei  Veränderlichen  z,  y  und 
9  etiicl«  Das  altgemeine  fntegral  oder  die  allgemeinste  endliche 
Ctttehang,  woraus  die  beiden  Ditterentiafgleicbungen  I.  und  2. 
g^tchzeitig  abgeleitet  werden  Iconnen ,  bat  jedenfalls  die  f^orm 
^se»  worin  ß  eine  bestimmte  Funktion  der  drei  Veränderlichen, 
c  atec  efne  wilfkubrliche  Beständige  ist.  Denn  die  Entstebungs- 
Wttte  der  vorliegenden  DitferentiaTgleichurigea  lässt  keine  allge- 
Bietaere  endliche  Cüeichung  zu. 

Um  nun  die  Funktion  |)  zu  bestfanmenv  Integrke  iMan  z»nlBeh)»r 
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die  (flelchnng  1.  Man  findet  eine  Gleichung  a=c»  worin  «  eh» 
beiitiuinite  Funktion  der  drei  Ver&nderlichen  z,  jf«  jr  M,  :wfihren< 
c  eine  vi'illlcQbrIicbe  Beständige  oder  eine  willlcfibrliche  FoiikCmi  toi 
allen  den  Crtlaaen  voretellt,  «reiche  in  der  Differeatiaigleieining  1 
ttl«  Keatttndige  auRreten,  and  also  auch  von  x.  Man  selirdh 
deMalialb  die  iileichuug  a=c  in  der  Form  9(ajr):=c,  wo  9 ein 
wiilkdhrlivhe  Funktion  ist,  die  willkubrliche  Beständige  e  nun  abe 
von  ;r  uuiibhängig  gedacht  wird.  Die  Grosse  §  ist  demnach  ein 
Funktion  der  beiden  Veränderlichen  a  und  jr,  welche  der  Üilc 
rentialgteichung  3.  genügen  soll.  Man  setze  desshalb  in  diese 
tileichung  an  die  Steile  von  s  die  neue  Veränderliche  «  eii 
Vorhin  iiat  man  a :=/*(:>  y»  x)  bestimmt.  Dies  dilerentiire  mai 
und  es  entsteht: 

da       df  ^       df 
djT       iiz'  dx       dx' 


Indem   man   den   Werth    -r- einsetit„  welcher  dnrdi  die  GleichaB 

lijr 

^  gegeben  ist»  gelangt  man  an   der  transrormirten  Gleichang: 

in  deren  Ceenbiestes  noch  z  mittels  c=r^(2  y  jr)  n  cfimUR 
Wt  Da  aber  eine  bloisj^se  Funkttoa  von  «  und  jr  lom  Vorschei 
kcanmett  seil ,  damit  die  Differentialgleichveg  1.  erliaH  bleibt.  1 
wird  durch  die  Eiiminatioii  viNt  z  lugleicb  die  Veraiderlicbe  jf  lii 
wegt&lle».  Unreb  die  Integratien  erhält  aun  afedaan  db»  aUgemeii 
UluKtsd  /i^c  ain»!  btiTÜmmte  FusJklle«  der  be«le«  Vriiniieilkhi 

E«^  ?»t  eittteuchteod »  da;$$  die  GH{c$seo  Z»  F»  JT  ia  de 
Gfek'bert^tftt  I.  \mA^  nicht  durch  b^liebtg^  Funfctiwnett  4at  dr 
VeränJerlicbcri  z^  y.  x  ersetzt  werden,  kösiie».  Die  Vnnm 
i^ctxuiiic«  (i;i.ss  t/ie  heideti  DiAerefitiai^eichuns^e«  I.  uadl  2.  ai 
der^bco  enJJicbeo  Gleichitng  ihren  Tr^ipnm^  nehme«  >  bat  eil 
<^ewi2S£Mf  Abb/iiijxt;;(ke4t  ^wit^^ben  üeo  Co<rlj[izi<fn^en  zur  Fo^iew  Diei 
besteht,  Ate  man  bei  d^it  Btft^tiauuuft^  Jet»  allsieineijnnL  Iatieg:im 
gesehen  hat.  darwi,  dus^ii  durch  die  Elintinaiion  voa  z  mittels 
zugleich  die  Vcn'iiKfeHicbe  y  4u<i  der  l>lttichuna:  ^  vevscbwiadc 
wcan  ar=c  du/i  «iJlKeurctnc  bitegrül  der  Is^leicbuni^  L  ist.  Mi 
kann  aber  diei^e  Abbüngi^keit  zwie>cbeu.  dtfn  CoefliaBientna  Z.  ] 
X  auch  in  einer  Glieich»jfig  auadriicketi.  E^s  be<&rf  nux  dkr  El 
minatiou  der  ÜiflitrciitiaJq^MMtieiitiin  mqu  Zp  Mau  jwhceibie  die  Gfc 
chuugeu  1.  uudf  i.  in  dea  InirtUii:- 
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Wenn  raan  die  erstere.  nach  z,  und  x^  die  andere  nacb  %  und  y 
differentiirt,  so  erhält  man  die  beiden: 


<f^«2a?         dz  dx        dx 


.  r 


€2j:c?^         dz  dy  ^    dy 

Man    eliminire    den    Differentialquotienten      ,    ,  ,  man  setze  zu- 

gleich  die  Werthe  ^  und  ^  aus  den  Gleichungen  1.  und  2.  ein 
iMl  man  hat  die  verlangte  Bedingnngsgleichung  in  der  Form : 

^"^  £/2    Z        rfo;  "^  rfz    Z        dy' 

Antatt  der  beiden  Gleichungen 

i.      ^  +  r=.0.         und  2.   z^  +  x=o 

baa  man  sich  auch  einer  einzigen  Differentialgleichung- bedienen, 
wilehe  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  jene  beiden,  da  sie  zu  dem* 
wiben  allgemeinen  Integral  fuhrt.  Wenn  nämlich  die  drei  GrOssen 
i^y  und  X  in  der  Gleichung  j3=c  gleichzeitig  die  verschwindenden 
Aenderungen  dz,  dy  und  dx  erleiden ,  oder  wenn  diese  Gleichung 
gllUchzeitig  nach  den  drei  Grossen  z;  y,  x  differentiirt  wird^  so 
entsteht  die  Differentialgleichung: 

'  dß^       dßj    ■■   dß,       ^ 

Da  nun  aber  auch  die  beiden  Gleichungen  i 

'   '        '  ■    ■  ■ 

dßdz      dß ^  ^^ii^ß n 

dz  dy      dy  dz  dx^  dx 

bestehen«  so  lässt  sich  jene  Differentialgleichung  3.  in  der  Form: 

■t  dz  dz 


I 


I 
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anfichretben,  wariri   man   skb  an  der  Stell«  von  -j-   anA    -7-  die- 
dg  dx 

jenigen  Fniiktiniien    zu   denken    hat,    «eiche  aus  den  D i Bereu lial- 

gleichungen    I.   und   1.   Mich   eigehen.     iJIene   beiden  (>lei>!hung«it 

haben  demnach  einerlei  Uedeutung  mit  der  Differentialgleichung: 

4.  Zdz  +  rdg\Xdx  =  {). 

worin  von  den  drei  Veränderlichen  r,  y  fiaA  x  U^end  zwei  als  die 
unabhüngif^en  betruthtct  nerden  künneii.  Dnch  niuss  noch  be- 
merkt werden,  da^a  man  diese  (ileichung  durch  keines  der  lliffe- 
rentiale  dz,  di/  und  da:  tlieilen  rffirfte,  um  ettra 

zu  schreiben.  Denn  man  denkt  sich  unter  dem  l)ilTerentialc|Lio- 
tienlen   -t-  jedesmal  das  Verhältnisfc   znUcIien   den  Differentialen 

dl  lind  dx,  welches  enttsleht,  wenn  man  die  endliehe  <:reiGliang 
ß  =  4:  nach  den  beiden  Grösüen  i  und  jc  diffvrenliirt,  sa  dass 
also  hier  die  Aenderung  dz  allein  durch  (Üe  Aeuderung  dx  be- 
dingt ist;  und  ebenso  bedeutet  der  Differ^nttalquotient  -f-  Aas 
VerliSltniss  der  Differentiale,  welches  dinrlv  die-  Uleirfam^ 
~f/y -)-  -T- da:  :^^(i  gegeben  ist,    so  dass  also  die  Aenderung  di/ 

allein  von  der  Aenderung  dx  abhängt.  Die  Differentialgleichung  4. 
aber  entstand  unter  der  Vorau8»et»ung,  da«»  die  GiSsseit  1.,  y 
und  X  die  gleichxeitieen  AciKlerni^en  dt,  dy  und  dx  erl«Uc», 
B*  daos  der  W^rlh  dei  einer)  Aenderung  jedenmal  fgleichaeitlfc 
durch  die  beiden  anderen  bediggt  ist.  Dte  (>leich»i>g  ß.  hat  dem- 
iwck  eiibo  gaii£  andere  Bedeutung  als  die  lilekhung  4.  OW 
Gleichimg  4i  abe*  bat  mait  eine  volUlSiuiige  Dtfferentialgleichutig 
genannt. 

Wenn  die  vollständige  Dtfferentlatgleichang 

Zdz  +  Tdy  +  Xdx  =  0 

ans  einer  endlichen  Gleichung  ß  =  c  abgeleitet  ist,  so  kann  das 
Tollsländige  DiSerenlraF: 


isofern  eine  Aenderung  erlitten  haben  ,  »Is  ein  geuieinsatner 
Faktor  daraus  wegfiel.     Di«  WollsfSndige  Differentialgleichung  kann 
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diMhah.  jadesmäl  dlurcb  einen  Faktor  %  in  ein  ▼olUtüB^ilT^e  Dif. 
fcrentni'nnigewäMfelt  werden.  Wenn  dieaer  Faktor  beicännt  ist» 
si'^iliset  Hieb  die  Integration  unmittelbar  auf  die  Quadratur  fu- 
Tickfäfareii.  Denn  durcb  die  Vergleicbuiig  mit  dem  vollständigen  ' 
DMhtcntiat  ergeben  sich  dann  znr  Bestimmung  von  ß  die  dc#i 
Gleicbungen : 

g=Z..  I^F.,  f=^.. 

Setit  man  abkOrzeqd  /Zx^2=:/?i,  so  liefert  die  erste  den  Werth 
j)=^i  +  y,  wo  )»  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  y  und  x  ist. 
Daraus  folgt  aber: 

dß^dßt       di^        oder      ^^  =  r»-.-^'. 
dy       dy  ^  dy*  dy  dy * 

Nimmt  man  abkürzend   /  (Fx  —  'jpM^=i?2>  so  erbält  man  bier- 

WAy:=:ß^'\-ß^y  wo  ß^  eine  nocb  unbekannte  Funktion  von  x  ist. 
Awder  eieicbung  ß^ßt-i-ß^-^^ße  folgt  dann  weiter: 

dß^dß,      dß^      dßj^      oder^*=jrx^^'-'^'?^- 
rfo:      dx^  dx      dx*  dx  dx      Ja?  ' 

ud  die  Integration   liefert  ß^^=^  f  ^^^'"JZ — ^Tt)*^»   ®®  ^*®« 

M  das  Integral  der  votUtandigen  Üifferentialgleicbung  in  der 
Ann  ft  +  iJj  +  i^a^sse  vorliegt 

Der  Weg»  auf  welcbem  man  jedeofails  zu  dem  Paktor  %.  ge->  . 
higt,  Ist  durch  das  vorhin  angegebene  Integrationsverfahren  vor- 
gmchnet.    Denn  wenn  %  den  integrrrenden  Faktor  der  Gleichung' 

Zdl|r|-F<{jf=Obezeicbnet,  sodassalsoZXzz  7-  und  Yk^  ^  gesetzt 

werden  kann»  so  geht  die  vollständige  Differentialgieicbang,  nach- 
dem man  dieselbe  mit  X  multipfizirt  hat.  Über  in: 

Man  bilde  aus  «  ==  f(z  y  x)  durch  vollständiges  Dlfferentiiren : 

'^'"'^Tz^^'^dry^y'^drx'^' 

Darch  die  Elimination  von  -l  dz  -f  'jrdy  erhält  man  dann  zur  Be- 
■Hamong  von  ß  die  Gleichung: 
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DerCoeflBzient  von  dx  ist -hier  eine  Fnnktio»  Tolt  «  linri  JBy^>^Mrt 
niHn  findet  Vlen   integrirenden  Faktor  fi   als  Funktion   denelben 

zwei  Veränderlichen,  so  dass  also  f*  =  j^  und  {XX  —  .^-)  f*=^^ 

ist.     Das  Prodakt  Afi  aber  ist  der  integrirende  Faktor  dervEolU 
ständigen  Differentialgleichung:  .      * 

L    Es  sei  nun 

2x2dz  +  ^ydy^{2^+y^^x^dx^0. 

Aus  zdz't'ydy^zO  folgt  z^-f-^^z=:c.  Das  Integral  der  volU 
ständigen  Differentialgleichung  ist  demnach  eine  bestimmte  Funk- 
tion von  X  und  von  a  =  2^-|'^^*    Man  erhält  weiter  die  Gleichung: 

'  xda — (a  — a:*)rfa;=0. 
Durch  die  Integration  entsteht  —  -f  a:=ü,  oder  auch  4*  +  iy*-f  ar*r=rär. 

X 

2.    Es  sei 

(öd:  — Äy)rfz+(6z — ex)dy-\-(cy  —  az)€2a:=0. 
Durch  diß  Integration  der  Gleichung: 

{ax-^by)dz-{-(bz  —  ca:)«ty=0 

findet  man  /(^x — ex)  —  l(ax — by)z=:le,    oder    auch  — — ^=e, 

WQ  e  die  willkürliche  Beständige .  ist.    Das  Integral  der  voIlstSn- 
digen  Differentialgleichung  ist  demnach  eine  Funktion  von  x  und 

von  a  =  — zur'      ^"  deren   Bestimmung   findet   sich  die  Glei- 
chung da  =  Of  und  daraus  folgt  wieder 


1 

bi  —  ex 
ax —  by 

3. 

Es.  sei  nun 

(s — 2xy)  (ydz  —  zdy)  +  z*dx = 0. 

Aus  ydz  —  z<£^=t:0  folgt  —  =  c.    Das  gesuchte  Integral  ist  dem- 

z 

nach   eine  Funktion    von    x   und    a  =  •^.     Diese  bestimmt  sich 

z 

aus  der  Gleichung: 

(1  — 2Är)  rf«  —•  cid;  =^  0. 
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9 

worio   —  an  die  Stelle  von  a  wieder  einzafuhren  ist. 

■■>  ■ 
4.    Ea  sei  noch 

(fl?«  +  xy-Y-y^dt  +  (ir«+a:s  +  2«)  rfy  +  (^«  +  yz  +  2«)cto=0. 

Man  genfigt  dieser  Gleichung  durch  a:=zund  y  =  2*   Deüshalb 
briiift  man   mit  Vorthell  an   die  Stelle  yon  y  und  x  die  neneto 

Veränderlichen  —  =  »  und  —  =  0.     Da  dann   djc=:udzri-2du  und 
.    d^:=ztdz •{•  idv  ist,  80  erhSlt  man  die  neue  Gleichung: 

(tt»+U  +  r)(M  +  t?  +  l)rf2  +  (tt«  +  M  +  i)2rfü +  (»«+»  + l)2rfu=0. 

Daraus  ergiebt  sich  das  vollständige  Differential: 

dl      (u^^n^\)dv^^{v^^^v^^\)du 

z  +         (Mo  +  i«+r)(tt  +  r +  1)        ~ 

oder  auch 5  wenn  man  in  die  partiellen  BrOche  zerlegt: 
dz     (ii  +  3)fZt;-Kp-f  l)</tf  _  dv  +  du 

2*  ttU+tt  +  t?  U+t?+l 

Durch  die  Integration  erhSit  man  die  Gleichung : 

-  .  -  .      „  t.       w  •        ziuv  +  u+v) 

,    fc+/(tir+«fr)  — /(w  +  t?  +  l)  =  fc,    oder       ^^v+l     "^  ^' 

■ « 

Das  allgemeine  Integral  hat  demnach  die  Form: 

ay  +a;z-\-yz  _ 
^  +  ^  +  2    "" 

Es  sei  nun  die  Aufgabe  gesteHt«  die  endliche  Gleichung  zwischen 
^en  vier  Veränderlichen   z,  y,  a: ,  w   anzugeben,  wenn  die  Diffe- 

feotialquotienten    j->     -j-    und   3—    als   Funktionen    der  Verän- 
^  dy      dx  dw 

zierlichen  einzeln  bekannt  sind.     Man  hat  dann  die  drei  Differen- 
tialgleichungen: 

1.  Zdz\  rdy  =  0, 

2.  Zdz^Xdx  —  Qr 

3.  Zdi+IFd«  =  Oj 


198    Weiier:    IntegruiHm  4er ' parUeUm  !n(rerenaai§iHekmi§m 

worin  Z,  F,  K  und  VF  bestimmte;  Fimkti^nc»  der  V«rladetlkhan 
sind»  oder  auch  die  vollständige  Differentialgleichung: 

Die  Integration  von  Zcfz  -(-  Fef^  =  0  führt  auf  die  endtiebe  GM- 
chung  a=zc,  worin  a  eine  bestimmte  Funktion  der  vifr  VerSn- 
dei'lichen  2,  y,  a:  und  ti;  ist^  e  aber  eine  frilikfibrllcbe  Funktioo 
der  beiden  VeräuderiichiBn  o?  und  ir«  .weil  dteee  in  der  Oifferen- 
tialgleichung  1.  als  Beständige  auftreten.  Man  schreibe  die  Glei- 
'Chiiiig  «=r:C  ia  der  Form  ^(a;cio)=sO«  und  bestimme  die  FiioktioD 
^^  in  der  Weise,  das«  zunächst  auch  der  Gleichong  2ib-|-jr4^>3s|0 
Genfige  geschieht.  In  dieser  Absicht  elimioire  man  die  Verfti- 
derlicbe  t  mit  Hilfe  der  Gleichung  «=:/(zy  xtü).    Man  bilde  daraus: 

da  df  dz      df 

dx       dt  dx     dx* 

dt 
Indem  man   den  Werth   -^   aus  der  Gleichung  2.  hier  eineetat. 

gelangt  man  zu  der  transformirten : 
2^.  Zrfa  +  (Jr^-Z^)cte:=0, 

•  ,  V  .  .  . 

deren  CoefBzienten  als  Funktionen  von  tt»  drund  w  sich  darstellen 
bssen.    Durch  die  Integration  findet  man  welter  die  endliche  GM- 
ehung  ß=^c,  wo  ß  eine  bestimmte  Fanktion  von  a,  x  und  w^  r 
aber  eine  willköhriiohe  Funktion  von  w  ist,  da  dies  in  der  Oili' 
rentialgleichung  2'.  als  Beständige  auftritt.    Man  schreibe  das  In- 
tegral der  Gleichung  2'«  in  der  Form  q>i(ßw)  s=  0,  und  bestinunne  die 
Funktion  <pi  in  der  Weise,  dass  auch  die  Gleichung  Zdzi-Wdw=:0 
erfüllt  ist.    Man  elimioire  desshalb  die  Veränderliche  z  mit  BiUe 
der  Gleichung  ß  =^fi(zpxw).    Man|differentiire  dies  nach  x  und  w» 
«nd  es  entsteht: 

dß  __  df  dz       df 

dw^  dz  dM     dm*  .         ^ 

Indem  man  den  Werth  ^—  aus  der  Gleichuag  3.  hier  einsetzt» 
erhält  man  die  transformirte : 

3'.  Zdß+(W^^Z^)dtc::.0,  . 

deren  Coeffizienten  als  Funktionen  ron  ß  und  w  sich  herauestet- 
len.  Die  Integration  liefert  das  allgemehie  Integral  der  voUstia- 
digen  Differentialgleichnug: 


4.  Zdx+rdy+Xda:+Wdw^O 

In  der  Porni  y  =  c,  wo  y  ^i»®  hestiramte  Funktion  Ton  ß  vnd  w, 
e  aber  eine  Ton  den  Tier  VerSnderlicfien  z,  y,  x  nnd  w  «oabhän- 
g^[e  Grosse  it»t. 

Wenn  die  vollständige  Differfotialgleichuiig: 

Zdz  +  Idyi^Xdx  f  Wrftr  =  0 

6HKb  Oiffefentiatlon  «eioer  «ndlielien  Gleickuag  entstaiden  UtU  «o 
'Inttebtii  iBiTiscb«ii  den  €oefO«ienteii  2»  F»  ^  nnd  IF  gewtuse 
fiesiefcmigeo,  w^obe  nii  Hilfe  4er  (ileicJiungen  1.,  %  hq4  3^ 

'f'.^-a     ^+^-0      '^*4."'-.) 

leicht  in  Form  von  Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Indem  man 
nSmIich  je  zwei  der  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  verbindet,  um  die 
jedesmal  vorkommenden  Differentialquotienten  von  2  zu  ellmi* 
ilfin,  so  ergeben  »ich  drei  verscbiedene  Bedingungsgleiobungen. 
in  der  obigen  B#dingwigsglciehung  (a)  nümlicfa,  welche  für  dl« 
fdftiadige  Diffecendalgleichung  mit  nur  drei  VeiändtrUcheo 
Uz+  Yd$f -\- Xdx :=si(ik  besteht»  kommen  noch'  zwei  ander«  hinan, 
«riebe  mam  aus  der  G^iebang  («)  ableite«  kann»  indem  ms«  da« 
^«Mmal  die  Buchstaben  X  und  aCf  das  aoderemal  die  BuclMilaben 
'  M<i  y  %^SP^  ^>«  Buchstabe«   W  «nd  w  vertauscht 

Man  übersieht  nun  auch  lefcbt»  wie  man  die  vollstSndige  Dif* 
rer^nlialgleichung 

mltii-l-i  Teränderlichen  zyxw,.,.  zu  integriren  hat.  DTe  Anzahl 
der  Bedingungsgleicbungen ,  welche  zwischen  den  CoefHzIenfen 
bestehen  müssen,  damit  sich  eine  endliche  Gleichung  findet,  ist 

nfn  —  1^ 

hj#r  durch  den  Ausdruck  ^"-y;^^   angegebe«.    Den«  di^  fi  Cl^ 

<{ll««C«il»  w«duicb  die  n  DlflferentiaJqu^tienten    -r%    ^f    dw"'* 

als  Funktionen  der  Veränderlichen  einzeln  gegeben  sind,  las««« 
ehe«  so  viele  Combinationjen  zu  je  zweien  unter  einander  zu. 
Jede  dieser  Conibmationen  führt  aber  eine  neue  Bedingungsglei* 
cbwg  herbei. 
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111.  ,  Inteipratiaii  ter  partiellen  BUrerentialirleielMuig 
.  .  Aeir  ersten  Ordnunfp  nnii  lie«  ersten  GrateiL 

Die  allgemeinste  partielle  Differentialgleichung  der  ersteo  Ord- 
nung und  des  erste»  Grades  ist: 

wo*  XYZ  irgend  Funktionen  der  drei  VerSnderlichen  zj^w^.mind. 
Man  gelangt  zu  einer  solchen  Differentialgleittbung,  indem  ohui 
die  endliehe-  Gleichung-  ix  =  0  vorerst  nach  z  und  ^,-  sodann-^  luich 
z  und  X  differentiirt,  indem  man  jeder  der  beiden  Gleichungen: 

da  dz      da ^ 

*•  5i  %  +  %"""' 

und 

da  dz      da  _^ 

eii^n  Faktor  giebt,  welcher  selbst  als  Funktion  der.  Veränderli- 
chen gedacht  werden  kann,  und  endlich  diese  beiden  GleicbungeR 
zu- einander  addirt.'  Allein  die  so  gebildete  Differentialgleichung 
entspricht,  wenn  a  eine  bestimmte  Funktion  der  Veränderlichen 
ist,  nun  nicht  mehr  allein  der  Gleichung  «==0,  sondern  auch  ei- 
ner unzähligen  Menge  anderer  Gleichungen  der. Art.  Wenn  nfini-' 
lieh  ein  und  dieselbe  Grösse  in  zwei  verschiedenen  Gleichung^ 
vorkommt,  und  man  beabsichtigt,  eine  andere  Gleichung  daran« 
abzuleiten,  worin  jene  Grosse  nicht  mehr  vorkommt,  so  addirt  roaa 
dieselben,  nachdem  man  jeder  von  beiden  einen  gewissen  Faktor 
gegeben  hat.  Die  vorhin  erwähnte  Biidungsweise  der  partiellea 
Differentialgleichung  stimmt  aber  mit  diesem  Verfahren  überein; 
und  desshalb  lässt  sich  in  dem  zum  Grunde  liegenden  Integrale 
eine  Grösse  annehmen,  welche  zwar  in  jenen  beiden  durch  die 
Differentiation  entstehenden  Gleichungen  noch  vorkommt«  weich» 
aber  durch  die  oben  bezeichnete  Operation  hinwegfallt  Gebt 
man  nun  von  der  Gleichung  |3  +  9)(a)  =  0  aus,  worin  a  und  ß  be- 
stimmte Fnnktronen  der  Veränderlichen  sind,  während  fp  eine  wili- 
kuhrliche  Funktion  bezeichnet,  so  hat  man  die  beiden  Difftireo- 
tialgleichungen: 

dz  dy      dy^  da  \dz  dy      dy)         ' 

dß  dz^'dß      di^/da  dz^      da\ 

ilz  dx     dx^ da \dz  dx     dxj        ' 


I  .   --  1,  . 
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GMt  maB  der  ersteren  den  Faktor  "J"  'JZ'^'JL»  ^^^  andereo 
den  Faktor  7*  ^  +  7-  >  so  f^lt  durch  die  Sabtraktion  die  will- 

kdirliche  Funktion  -^  weg,  and  es  zeigt  sich,  dass  man  anch  eo 
wieder  za  einer  Differentialgleichang  von  der  Form: 

dx  '       dy 

gehngt,  worin  X  TZ  bestimmte  Funktionen  der  drei  VerSnderK- 
cjwi  sind.  Man  kann  auch  von  der  mehr  symmetrischen  Gleichung 
9(a/))=:0  ausgehen,  wo  a  und  ß  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie 
Torhio.    Denn  durch  die  Differentiation  entsteht  hier: 

da\dz  dy^dif)^  dßKdzd^'^'Wy)'^^' 

o  dq>  /da  dz      da\      dtp/dß  dz      dß\ ^ 

-  da\dzdx^dx)^'dß\dzdx'^dx)'^^' 

iltn     fftn 

ttd  das  Resultat  der  Elimination  von  rr  *  "tä  ist  identisch   mit 

da    dp 

dv  vorigen.     Doch  ist  die  letztere  Form  nicht  allgemeiner  als 

db «rotere,  da  man  auf  diese  zurückkommt,  wenn  man  die  Glei- 

dttg  tp{aß)=zü  nach  ß  auflöst 

Will  man  a   und  ß  bestinimen,  in   der  Voraussetzung,  dass 

ttae  endliche  Gleichung  9(aj3)  =  0  besteht,  so  muss  man  erwägen, 

dais  die  partielle  Differentialgleichung  durch  die  Elimination  von 

dv  dfp  ^j 

71* 'jä  aus  den  beiden  Gleichungen   1.  und  2.   entsteht    Wenn 

.  dz 

■SB  den  Differentialquotienten  ^  zwischen  der  partiellen  Diffe- 

mtialgleichung  und   der  Gleichung  1.  eliminirt,  so  wird  man  auf 

die- Gleichung  2.  kommen;  und  wenn  man  die  Gleichungen  1.  und 

dz 
%  gleichzeitig  benutzt,  um   die   beiden   Differential quotienten  ^ 

dz 
nid  -j-    aus  der  partiellen  Differentialgleichung  zu  eliminiren,  so 

BOSS  eine  identische  Gleichung  zum  Vorschein  kommen.  Cm 
diese  Elimination  bequemer  durchzuführen,  setze  man  altkiirzend 
9(ft/))  =  T.    Dann  schreibt  man  die  einfacheren  Gleichungen: 

.  dt  dz      dt       ^ 

1.  -—  —  4-  —  =r  0 

dz  dy     dy         * 

TktU  XXXUI.  W 
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und  ^ 

,  dz  dx     dx       .  * 
und  durch   die  Elimination   der  lieiden  DifferentialqnotieDten  en 
(Steht  die  Gleichung: 

der  man  also  genügt,  wenn  man  r  als  Funktion  der  drei  VerSi 
derlicheu  einsetzt.    Da  nun  aber: 

dt  __  €l(p  da      d^  dß 
dz  "^  da  dt       dß  dt  ' 

dx  ^  dtp  da      d^  dß 
dy  ~"  da  dy      dß  dy  * 

c/t  ^  dcp  da      dq>  dß  . 
dJC  '^  da  dx      dß  dx* 

HO  geht  die  Gleichung  (a)  über  in;  ' 

s(*c+ --s+^s)  ^'S(4^  >f +^s)=» 

Wegen  des  willkührlichen  g?  kann  man  derselben  nur  dadarcl 
gcnOgen,   das«   man  jeden  der   beiden  Faktoren  von   -%    und  ^ 

fiir  sich  verschwinden  lässt.  Man  hat  demnach  zur  Bestinimnni 
von  a  und  ß  die  beiden  Gleichungen: 

dx         dy  dz 

Es  kommt  also  darauf  an,  zwei  verschiedene  Funktionen  der  Ve 

r 

linderlichen  anzugeben,  welche  beide  der  Gleichung  {a)  an  di 
Stelle  von  r  genügen.  Solche  Funktionen  sind  jederzeit  nulglic 
da  die  Unbekannten  a  und  ß  ohne  Beschränkung  alle  Gross« 
aufnehmen  dürfen,  welche  auch  in  den-Coef6zienten  der  Gleichui 
(w)  eine  Stelle  linden.  Auch  wird  sich  im  Laufe  der  folgend« 
Untersuchungen  noch  herausstellen,  dass  jedesmal  nicht  wenig 
als  zwei  derartige  Funktionen  bestehen.  Wenn  aber  dies  fea 
Mtebt,  so  ist  der  Beweis  geliefert,  dass  die  partielle  Differentii 

K^ichung  X  y-  -|-  Y  j-  =  Z  \n  allen  Fällen  aus  einer  endlidu 
Gleichung  (p(aß)  =  0  abgeleitet  iverden.  kann. 


X     v\M. ;;.  ers^r  und  zweiter  Orriittmjt*  IfiOS 

Eh»  aUgeneiher  Ausdrack  för  die  beiden  Fonktioneb  m  wmA 
ß,  welcher  In  allen  Fällen  der  Gleichung: 

Genüge  leistet,  wie  auch  immer  die  Veränderlichen  in  den  Coef- 
■  fizieoten  X  YZ  vorkommen  mögen ,  ist  unmöglich.  Jede  Lösung, 
za  der  man  gelangt,  stützt  sich  auf  gewisse  Vorausseteungen  in 
Besu^  auf  die  Form  der  Funktionen  Xy  Fund  Z.  Für  Z  =  0 
•  behält  man  zur  Bestimmung  von  ix  und  j3  die  einfachere  Gleichung: 

Man   genügt    hier   offenbar   durch   a  =  z,  da   dbnn   ^  =0»   und 

T-sO  ist«    Die  andere  Funktion  ß  ergiebt  sich  durch  die  Inte- 

grätlMi  der  Gleichung: 

Xdy —  Ydx  =  0, 

wie  auch  immer  die  Veränderliche  z  in  den  beiden  Coeffizienten 
Torkommen  mag. 

1     1.«     o.    ^..1.  dz       dz     ^^  ^ 

u    Für    die  Gleichung  y^ a:T-  =  0  hat  man  5 

/\  dT  dt       ^ 

Daraos  folgt  a  =  z,  und  ß  ergiebt  sich  slub  yjdy-i'a:da:=zO*  Man 
erlält  ß^=y^-{-x'^,  und  das  allgemeine  Integral  ist: 

_     _         ,    dz         j  .dz      ^ 

Man  erhält  die  Funktion  ß  aus  der  Gleichung: 

dy-{'tlf(z)da:=z  0. 
Dessbalb  ist  ß=^y+X''^(z);  und  das  allgemeine  Integral: 

■   /  ;  yi-a;,'ip(z)=(p(z). 

Veno  der  Coeffizient  Z  nicht  fehlt,  so  ist  die  einfachste  An- 
Mdunej  von  der  man  ausgehen  kann,  die,  dass  jede  der  beiden 
Fonktionen  a  und  ß  nur  irgend  zwei  von  den  drei  Veränderlichen 
^x  einschliesst  Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Be- 
stiininung  von  a  und  ß  unmittelbar  von  der  Integration  einer  Dif- 
fttentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen 


;   ♦ 
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ttbhSngig.  Nimmt  man  s.fii  an^  dasa  ilie  Funktnm  kiMtm  naik 
y  enthalte,  so  daas  also  ^=0  ist,  so  behält  man  zur  Bestim-, 
mang  dieser  Funktion  die  einfachere  Gleichung:      ' 

und  man  findet  a  durch  die  Integration  von 

Xdy—Ydx=z{i. 

Man  erhält  aber  so  eine  blosse  Funktion  von  x  und  y,  nur  f&r 
den  Fall,  dass  die  Veränderliche  z  aus  dieser  Gleichung  durch 
einen  Faktor    getilgt  werden    kann,    oder  wenn  das   Verhältni^ptf 

X 

^  von  z  unabhängig  ist.   Ganz  ebenso  schliesst  man,  dass  läickeipe 

Funktion  x  findet,  worin  nur  die  beiden  Veränd  er  liehen  z  und  9 

X 

eine  Stelle  finden,  wenn  der  Quotient  y  von  y  frei  ist;  und  dass 

Y 

eine  Funktion  von   nur  y  und  z  genügt,  wenn  der  Bruch    y  di« 

Veränderliche  x  nicht  enthält 

3.     Die  Gleichung  ^7^  +.V^  =  ax  giebt 

dt         dx         d%      ^ 

Nimmt  man    ^  =  0t  '^o  behält  man  zur  Bestimmung  von  t^^ 
Gleichung: 

xdy — ydx  =  0. 

Daraus  folgt  €t  =  ly — /jp  =  ^9    oder  auch   a=-«     Nimmt  iMi 
^  ^  X  X 

-j-  ==0,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  ß  die  detcRtong:      ''" 
ay 

xdz —  azdx  =  0. 

Mail  findet  ß=:h-^a.lx=il(zx-');  oder  auch  ß^tar^.    DasaÜ- 
gemeine  Integral  zeigt  sich  demnach  in  der  Form: 


=0:.^^), 


dt 
Nimmt  man  3Z  =  0>  so  erhält  man  eine  dritte  Fonktion  aus 

3Kb-«t«zrfjf=sO, 


.tsvwv- ^»  eriter  und  %wHter  Orämmp.  äO& 

icll  y  ae  zfjr^^    Man  «Seht  aber  leicht  eio,  daas  dies  y  «elbst 
Fnuktioii  Ton  er  und  ß  ist.    Man  hat  nämlich  ^  =  j3«'~«. 

L    Es  ael  nun  ^*5~+^*^  =  **«    Man  hat  hier: 


X 


2 


—  +««-+*«- =0 

dx     ^  dy         dz 


dz 
nt   man  --r  =0,  »o  Ondet  man  die  Funktion  u  aus 

1         1  //r 

ins  folgt  a  = .     Nimmt  man   aber  -j-  ss  0,  so  hat  man 

X     y  tty 

Bestimmung  von  ß  die  Gleichung: 

x'^dz — z*dx  =  0. 

erhält  j3=: •     Das  allgemeine  Integral  ist  demnach: 


X 


^\x     y     X     zj 


dx  II 

j- =  0  findet  man    eine   dritte  Funktion  y= .    Es  ist 

dx  y     * 

yÄ/5-a. 

5,    Es  sei  noch  (z-i -^)^''{z)'=\.    Man  hat  hier: 

if /  X  dx         „,  .dx^dt      ^ 

lat  man  das  einemal -y—ssO»   das  anderemal  ^rsO»  so  hat 
lur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  beiden  Gleichungen: 

dy  +  Tf;''(2)rf 2  =  0 ,     und     cfc  -  2Tf;''(2)rfx  =  0. 
ib  die  Integration  erhält  man: 

man  bat  das  allgemeine  Integral 

X'-z.  Tf;'(2)  + 1/;(2)  =  9(y  +  n>'{z)). 

in  die    eine  Funktion  a  des  allgemeinen  Integrals  9(a/})=0 
mot  ist»  SP  hat  es  keine  Schwierigkeit»  die  andere  Funktion  ß 


I 
I 
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aus.  einer  Dlfferentialglelchang  der  ersten  Ordnung  mit  nur  twei: 
Veränderlicheu  vx  betfitininieny  auch  wenn  dieselbe  die  drei  VeiS« 
änderlichen  z^  y  und  x  gleichzeitig  eioschtiesst.  Es  versteht  sichy 
dass  man  der  Gieicbuug 

,  X  dx       „dz       „dt      ^ 

nur  dann  durch  ß=zz  genügt,  wenn  der  Coeffizient  Z  verschwinde^^. 

Wenn  nun  in  dieser  Differentialgleichung  an  die  Stelle  von  z  jeo^^ 

Funktion  a   als    Veränderliche   eingesetzt  wird,  so  dass  also  dg^ 

allgemeine  Integral  r  =  0  nicht  mehr  als  Funktion  von  z,  y  und  ^ 

sondern  als   Funktion    von  a,  y  und  x  auftritt,  so  ist  die  Verä..^ 

derliche  a  selbst  die  eine  Funktion  des  allgemeinen  Integrals,  u      ^ 

dx 
daraus  folgt,  dass   der  Coeflßzient  von     -r-   in    der    transformirfc^j^ 

Gleichung  verschwindet.     Man  hat,  da  dann 

dx       dx  da       dx       dx dx  da      dx       dx dx  dtt 

dx  '^  da  dx      dx* '.  dy       da  dy      dy*     dz  "^  da  dz 

einzusetzen  ist,  die  folgende  Gleichung: 

I 

Da  nun  aber  nach  der  Annahme  die  identische  Gleichung: 

2:  — +F-  +  Z- =0 
dx  dy  dz 

besteht,  so  bleibt  In  der  That  die  einfachere  Gleichung:    > 

in  deren  Coeffizienten  noch  z  mittels  a  zu  eliminfren  ist.  DI  ^ 
Grösse  a  tritt  hier  als  Beständige  auf,  und  man  findet  die  zweifM 
Funktion  ß  durch  die  Integration  von: 

Xdy-rdx  =  0, 

als  eine  Funktion  von  x,  y  und  a.    Nachdem  man  irgend  wie  Alt 
ei«e  Funktion  a  aufgefunden  hat,  entwickle  man  daraus  eTne  yoik 
den  drei  Veränderlichen  z,  y  und  Xp  wie  dies  gerade  am  besten 
geschehen  kann,  und  setze  diesen  Werth  in  die  Koeffizienten  der 
Gleichung  (a)  ein.    Man  setze  dasjenige  Glied  gleich  NuH,  welches 
mit  dem  partietten  Differentialquotienten  von  %  naeh  der  m  «Ü* 
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niairenden  Veränderlicheo  Terbunden  ist;  und  mau  hat  dann  eine 
Diferentialgleichong  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränder* 
liehen,  um  die  zweite  Funktion  j9  zu  bestimmen.  Da  man  so  .je- 
denfalls zu  einer  Funktion  j3  gelangt«  welche  verschieden  ist  von 
der  Funktion  or,  so  ist  hiermit  zutrieich  nachgewiesen,  dass  es 
jederzeit  zwei  verschiedene  Funktionen  der  drei  Veränderlichen 
'  2)  y»  ^  giebty  welche  der  Gleichung  (a)  Genüge  leisten. 

6.  Es  sei  -p +  03- =  ^'(y  +  a^).     Man  hat  hier  die  Glei- 
chrog: 

Hau  erhält  a  aus  dy  —  adx^sO,  und  desshalb  ist  a  =  ^  —  ax. 
Hm  ellminire  y  und  man  behält  die  Gleichung : 

Durch  die  Integration  von  dz  —  if;'(a  -|-  2ax)dx  =  0  findet  man 
P=:2az — i^(a  +  2a:r)  =  2az  — if;(^  +  aa:) ;  und  das  allgemeine  In- 
tegral schreibt  sich  in  der  Form: 

2(12  =:  ip(y  +  aa:)  +  fp(y  —  ax) 

'  dz         dz  /v\ 

7.  Für   die  Gleichung  ^^'^t/jZ^^'^XZ)  ^^^  "**■• 


dy 

findet  zunächst  a  =  ^>      Durch  die  Elimination   von  y  ent- 
steht: 

dt   ,     ,  .dt      g. 

Die  Integration  von  cZz  —  i|>(a)  rfo:  =  0  liefert 

vid  das  allgemeine  Integral  ist: 

,==:.rt(|)+v(|). 

8.    Es  sei  nun  y -^ j;-y- =  az.    Man  hat  hier: 
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Die  Funktion  a  ergiebt  sich   aus  der  Gleichang  ^d$-\:»dx^^ 
nnd  man  bat  « =  y*-f-ar<.     Durch   die  Elimination  ¥00  f,  bd^a 

man  y^=z  Sfa — x'^  ein8etzt9  Ondet  sich  zur  Bestimmnng  von  ^  dit 
Gleichung: 

4/"' ä*^^  ■      ^*      A 

Daraus  folgt  - — — =0;  und  dqrcb  die  Integration  entstellt 

*       V  a  —  x^ 

X 

/J  =  &—a. aresin 77-,  oder  auch 

V«  ,v 

/?  =  &  — a.arcsin -^1===  ==  fo-.  a.arctg^. 

Das  allgemeine  Integral  kann  dem  nach  angeschrieben   werden  ii 
der  Form: 

,    X  i 

z  —  e  y.9(^+^. 

9.    Es  sei  noch  ^+  Tj^  +  Zx  + Zi=^0,   worin    FZZj  l^ 
gend  Funktionen  von  ^  und  y  bedeuten.    Man  hat 

Die  Funktion  a  entsteht  durch  die  Integration  voif  dy--  FcLr  =  0* 
Zur  Bestimmung  von  ß  aber  hat  man  die  Gleichung 

d2  +  (Zz  +  Zi)dxr=0, 

wenn  man  y  mittels  a  in  den  Coeffizienten  Z  und  Z^  eliminirt 
Man  findet  alsdann 

worin  aber  erst  nach  vollzogener  Integration  an  die  Stelle  von  «  &B 
Funktion  der  Veränderlichen  y  und  x  wieder  eingesetzt  werden  darC 

Man  sieht  nun  auch  ein  y  dass  es  nicht  mehr  als  xwei  ve^ 
schiedene  Funktionen  x  giebt,  welche  der  Gleichung  (a)  genflgen» 
Denn  man  weiss,  dass  sich  för  eine  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen,  wie  sie  bei  der  BeaÜa- 
mung  der  zweiten  Funktion  ß  vorliegt ,  nur  eine  einzige  Fankäon 
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dier  Ibeldeo  Vi^rftnderlicbeD  findet.     Da  nan  q){u  /})  =  0  die  allge. 
meinste  Form  der  endlichen  Gleichung  ist»  woraus  man  die  par- 

tfaUe  Differentialgleichung  ^  JZ'^  ^d~^  ^  ableiten  kann,  da  Ter« 

ner  nur  eine  einzige  endliche  Gleichung  der  Art  möglich  ist,  so 

sdiliesst  man  weiter,  dass  dies  als  allgemeines  Integral  der  par* 

ti«Uen  Differentialgleichung  angesehen  werden  muss.    Wenn  also 

cachr  als  zwei  Funktionen  vorliegen,  welche  der  Gleichung  (a)  an 

Stelle  von  t  Geniige   leisten,   so  ist  deren  Verschiedenheit 

imsr  eine  scheinbare;  und  bei  der  genaueren  Untersuchung  wird 

■vh  herausstellen,  dass  jede  eine  bestimmte  Funktion  von  irgend 

eien  der  übrigen  ausdrückt,  so  dass  man  immer  wieder  zu  der* 

)lben  Gleichung  g>(a  /3)  =  0  gelangt,  welche  von  den  vorliegenden 

anktionen  man  auch  an  der  Stelle  von  a  und  ß  gebrauchen  mi^« 

an   kann  aber  auch  umgekehrt,   wenn   einmal  zwei  Funktionen 

«ar  und  ß  bekannt  sind,  aus  diesen  zwei  andere  Funktionen  (pi(aß) 

"«aand  <Pt(€iß)  ableiten,  um  dadurch    einfachere  Formen  zu  erhalten, 

"«aid dann  die  möglichst  einfache  Integralform:  9>(7>i(orj?),  9>2(aj3))=0 

^benustellen. 

Während  man  die  besonderen  Integrale  der  partiellen  Diffe* 
veotialgleichung  aus  dem  allgemeinen  Integral  (p(aß)=zO  dadurch 
vUeitet,  dass  man  die  willkuhrliche  Funktion  g>  angemessen  be- 
•inrot,   so  kommt  diese  andererseits   bei    der  Bestimmung  der 
kflft>nderen  Auflösungen  niemals  in  Betracht    Man  erkennt  die* 
^ben  unmittelbar  aus  irgend  zwei  Funktionen  a  und  ß,  woraus 
^as  allgemeine  Integral  zusammengesetzt  werden  kann.      Denn  es 
Ikoiiimt  bei  dieser  Bestimmung  bekanntlich  auf  diejenigen  Glieder 
^er  Gleichung  g>(aß)  =  0  an,  welche  mit  einem  Faktor  i"  ver- 
bünden sind,  worin  m  ein  zwischen  0  und  I  liegender  Zahlenwerth 
>^t.    Wenn  man  aber  alle  diejenigen  Gleichungen  5  =  0  ausschliesst, 
^elcbe  der  partiellen  Differentialgleichung  als  besondere  Integrale 
Stufigen,   so  behält    man    die    besonderen    Auflösungen;  und  zu 
^^n  letzteren   gelangt  man  jedesmal,  indem  man  die  so  eben  an« 
S^deutete  Untersuchung  auf  die  beiden  einfacheren  Gleichungen 
*^  s=:a  und  ß=^b  beschränkt,  worin  a  und  b  als  willkuhrliche  Be* 
^%ändige  gedacht  werden. 

Die  Bestimmung  von  a  und  ß  ist  schwieriger,  wenn  sie  beide 

^HT  als  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  sich  darstellen  lassen« 

neb   hier   gelangt  man  zur  Lösung  der  Aufgabe,  indem  man  sie 

:«f  die  Integration  einer  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 

lit  nur  zwei    Veränderlichen    zurflckfQhrt.     Dies    lässt  sich  zu« 

^lidist  dadurch  erreichen,  dass  man  die  Veränderlichen  z,  y  und 

^  gegen  andere  vertauscht,  welche  als  bestimmte  Funktionen  der 
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erßteren:  gedacht  werden»  E«  kommt  darauf  an»  di«  nma/i^  y% 
äuderlicheii  i^on  solcher  Beschaffeoheit  anaugel^ii,  d^|i  if9A| 
stens  die  eine  Funktion  a  nur  zwei  davon  aufnimmt.  Demi  nac 
dem  man  diese  Verlinrlerlicben  in  die  Differentialgleichung  eing 
führt  hat»  so  muss  sich  dieselbe  in  der  Weis»  umgestalteo»  da' 
eine  vou  den  drei  Veränderlichen  daran«  wegßLllt,  so  bald  m4 
den  entsprechenden  ^Differentialquotieoten  von  t  gleich  NuU  seti 
Man  behält  dann  zur  Bestimmung  d$r  Funktion  u  in  der  .  Tb 
eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordoung  mit  nur  zvrea  V< 
äoderlichen* 

Die   Transformation  selbst  hat  keioen  Anstand,   so  bald  d 
lieuen  Veränderlichen  u,  v  und  w  als  Funktionen  von  i»  y  iind 
gegeben    sind.     Da    nämlich   das  allgemeine    Integral    r  =  0  a 
Funktion  von  u,  v  und  w  sich  darstellen  soll^   so  hat  man   : 
setzen: 

dt <rfr  ^,f^^,  f^  dw 

,    '  dz       du  dz      dv  <iz      dvo   dz  * 

dx dxdudx  do       dx  dw 

dy      du  dy     dv  dy      dw  dy  * 

dx       dx  du  _^d'^  dv       dx  dw  ^ 
dx'^  du  da:      dv  Sx     dw  dx  * 

und  die  Gleichung  (a)  geht  über  in: 

^    dx^     dy         dz' du 

worin  noch  die  Elimination  von  zyx  auszufSbren  ist. 

Aus  der  Lehre  von  der  Integration  der  DiffereAtialgleicboog^ 
mit  nur  zwei  Veränderlichen  sind  die  Untersuchungen  bekaoD' 
woraus  folgte  dass  alle  besonderen  Integrale  und  besonderen  A« 
I5snngen  der  partiellen  Differentialgleichung: 

besonders  geeignet  sind,  eine  Transformation  in  der  beabsieb^t 
ten  Weise  berbelsufübreB.     V^enn  fA  eine  Funktion  tod  «  «od 
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Uki  üPelche  die  partielle  Differentialgleichung  an  der  SteHe  von 
^ 'Miiedis^  so  wird  man  anstatt  z  die  neue  Veränderliche  z— p=v 
gebrauchen.     Wenn   aber  mehrere   Funktionen   der  Art  vorliegen» 
ili' Uer  Form  t^^fiyxai)^  ^^^fiyxn^^   u.  s.  w.,   welche  sich  nur 
durch  die  Beständige  a  von  einander  unterscheiden,  so  wird  man 
ani  vortheil härtesten  die  Gleichung   z:='f{j/xa)  nach   a  auflösen» 
and  dann  die  so  bestimmte  Funktion  a^=  q>{zyx)  als  neue  Verftn- 
derliche  an  die  Stelle  irgend  einer  der  ursprünglichen  in  die  üif- 
fferentialgleichang   einföhren.     Es   bandelt  sich  also   hier  nur  um' 
die  Bestimmung  von  besonderen  Integralen   und    besonderen  Auf- 
lusongerf.     Da  übrigens  auch   solche   Funktionen    bei  der  Trans- 
formation förderlich  sind,  worin  die  Veränderliche  z  nicht  vorkommt,, 
Bf  dass  also  auch  von  einem  veränderlichen  Werthe  z  keine  Rede 
Bein  kann,  oder  da  vielleicht  aus  der  fraglichen  Funktion  eine  der 
beiden  andern  Veräderüchen  y  und  x  leichter  entwickelt  wird  ftls 
die  Veränderliche  2,  so  mag  hier  die  Bemerkung  nicht  unpassend 
sein,  dass  die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen: 

dif  dz 

dx  dv 

iut  der  oben  gegebenen 

dx         dy 

^'nerlei  Integral  haben.    Denn  wenn  es   sich  um  die  Bestimmung 
fitte  Integrals  r==0  handelt»  so  gilt  jedesmal  die  Gleichung: 

■ 

''Qne  anderen  partiellen  Differentialgleichungen  aber  werden  sich 
^ei  der  Versuchs  weihten  Ermittelung  der  besonderen  Integrale  und 
4er  besonderen  Auflösungen  unter  Umständen  iM>rtheilhallter  ge- 
otaachen  lassen  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung. 

10.    Es  sei  (2J +y)  ^  ^  +  (* + ^)y  3^  =  (^ +^)«-    Man  bat  hie^  ' 
^e  Gleichung: 

(a)  (*+»)^^  +  (*+^)y§+(y+^)*£  =  «. 

^^  man  z^=zmy  ein,  so  geht  die  Differentialgleicbmg  ilber  in 
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ii~])  =  0.     Unter  dereelbeo    Bedingaiig   genügt  man   dordli 
z  map.    Mao  nehme  de^shalb  anstatt  w  und  y  die  neuen  Terln- 

Z  2 

jrlicben  v=:-  und  u=— •    Die  Gleichung  (a)  gebt  datui  Aber  in: 

e-')£+a-')5-(.+'4'=»- 

oder,  -wenn  man  y  und  jr  eliminirt«  in: 

Man  bestimme  a  aus  (u — \)dv^{v — l)rfii  =  0.    Dann  ist  «= — •• 

Um  aach  die  andere  Funktion  ß  su  erhalten^  so  eliminire  man 
tf  mittels  a.  Man  hat  11  =  0(0  —  \)-\-\f  und  dessbaib.  aur  Bc^ 
Stimmung  von  ß  die  Gleichung: 

dz  du  dv  ^ 

Wenn  man  hier  in  die  partiellen  Brüche  zerJegt,  so  efitsteht: 

dz      dv,    2rfo  adv        __ 

Daraus  folgt  aber  ß  =  -(^(^_,)^i)  =  — ^^^  • 

Nimmt  man»  um  zwei  symmetrische  Funktionen  zu  erbalten» 
ßa^z=:— anstatt  a,  und  setzt  man  zugleich  die  ursprüng- 
lichen Veränderlichen  an  die  Stelle  von  u  und  v  wieder  ein,  so 
hat  man  das  allgemeine  Integral: 


11.    Es  sei  nun  («2 — y)j. ibz—x)^:=by — ax.     Man   ht 

die  Gleichung: 

■ 

(a)  (ai-y)^-(bz-x)^^(b}f-aa:)£  =  0. 

Man  genügt  durch  x=my-\-nx,  und  findet  zur  Bestimmung 
M  oiid  n  die  beiden  Gleicbui»gen: 


r 


i'^  -^«^  •  erMr  und  %wtiier  Ordnung.  älä 

(im  *— 6m)m  =  n -f  6, 

(6m — an)n  =»1  +  0. 

Daraas  folgt  i?i-|-a=iO  und  n-|-6==Ö,  und  man  gelangt  zu  dem 
besonderen  Integral  z -\- ay  ■{- bx  ^=^  Q,  Man  setze  nun  an  die  Stelle 
▼on  z  die  neue  Veränderliche  w^i^z-^-ay-^-bx  ein»  und  die  Glei- 
choog  (a)  geht  über  in  die  folgende:    • 

oder  auch^  wenn  z  eliminirt  %vird,  in: 

((a*  +  l)jy  +  flÄo:  -  flto)  ^  -  ((6«  + 1)0:  +  ciÄ^  -  6tc)  5^  =  0. 

DtnuM  ergiebt  sich  ir  =  try  und  dann  die  andere  Funktion /S  durch 
dl»  Integration  der  Gleichung: 

((a«  +  l)y  +  flÄor  -  aw)dtf  +  ((6«  +  \)x  +  aby'-bw)dx  =  0. 

Man  findet  j5  =  (0«  +  l)^«+2a6a:y+(6«+I)ar«  — 2(a^+6ar)w.  Nimmt 
Man  anstatt  ß  lieber  den  Ausdruck 

H«»  =  (a*  +  l)y*  +  "iabxy  +(6«+l)a;«  +  (z  -  ay—bx)w  =  z*+yH^*» 

'0  zeigt  sich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form 

z;  +  €iy  +  6a:  =  <)p(z«+y«+ar«). 

11    Es  «ei  j?«^  +  (z+yÄ)^  =  (aa-l):rV    Man  hat: 

(a)  ^^£  +  ('+y^)$+(«*-l)^v£  =  0. 

'^«tzt  man  x=zfnxy,  so  besteht  die  Gleichung  (m-f  1)^  =  aK    Man 

^«kme  desshalb  anstatt  z  die  neue  Veränderliche  u>=, — .     Die 

yx 

^eichong  (a)  geht  dann  fiber  in : 

«dr      ^  .dt      /(2  +  v^)*       •  \dr      ^ 

^ler,  wenn  man  nun  %  eliminirt. 
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Die  Funktionen  a  and  ß  ergeben  «ich  demnach  aas  den  Gle 
chungen : 

dx  dw  dy  ,     (to  +  l)rfto ^ 

Die  letstere  liefert  ß^'2,ly'\'l{iw^lf—a%  oder  auch 

Um  die  eretere  Gleichung  zu  integriren,  schreibe  man  sie  In  d 
Form: 

^  dx  ^        dw  dw  ^ 

X       tr+1  —  a     w-tl+a 

Daraus  findet  man  a  =  2alx + l(w  +1  —  a) — l(w  +  J  +  a),  oder  au  < 

igssj?^*.  ^    ,  ,  . — .    Man  nehme  aber  anstatt  dieser  Funktion 
w  +  l  +  a  . 

a  und  ß  die  beiden  einfacheren  V^o  und  V  -,  und  man  hat  d 
allgemeine  Integral 

13.    Es  sei 

({a^b){z^yHcx)-^-\-  ((a-c)(i-a:)  +*ir)^  =  (Ä-c)(y-a:)+« 

Setzt  man  hier  z  a=  m^  -f*  n^  «in»  &<>  erh&lt  man  zur  Bestinimam 
von  m  und  n  die  beiden  Gleichungen: 

((fl -6)(«-l) +(«-c)(m  +  l))(ni-l)  =  0, 

((a-6)(«  +  l)  +  (a-c)(iii-l))(»-l)  =  0. 

Daraus  folgt' n  =  1  und  m  =  —  1 ,  m  =  1  nnd  n=^-— 1,  »iä: 
und  n  =  L  Man  hat  also  die  drei  besonderen  Integrale  z-f-y — ^^^ 
s—.y-f-x  =  0  und  2 — ^  — «=sO.  Man  bringe  noo  in  die  61c 
chung 

(a) 

j  JM  JM 

an  die  Stelle  von  x,  y  und  z  die  neuen  Veränderlichen: 

i«  =  z  +  y— ar,        r  =  z  — ^+0:,        w  =  — z+y  +  ar. 
Dieselbe  geht  dann  über  In: 
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•■'■■'     ilr  ■ 

(0  +  6— c)(«+y-a:)^ 


^^^^  wenn  man  die  Ver ander liclien  1,  ^  und  o:  eliminirt^  in: 

.Pie  .Fenktionen  a  und  /?  ergeben  sieb  aus  den  Gleichungen: 

( —  a  +  6  +  c)wdv  —  (a  —  6  +  c)vdw  =  0, 
( —  a  +  Ä  +  c)wdu  —  {a-{-b  —  c)wdw  =  0. 
■Man  findet  die  Werthe: 

t^a  — ft-f-e  l^a  +  ft-c 

'Man 'setze  die   ursprungliehen    Veränderlichen    wieder   ein»    und 
nian  bat  das  allgemeine  Iniegral: 

Wenn  nun  auch  das  vorhin  angegebene  Verfahren  ganz  geeignet 
"■«t,  die  GrG«se  a  al«   Funktion  der  drei  Veränderlichen  z^y  und 
^  zu  bestimmen,  so  gieht  es  doch  auch  FMlIe,   wo  die  Kenntnlss 
^on   besonderen    Integralen    und    besonderen    Auflösungen    nicht 
ausreichen  wurde,  um  durch  die  vorgeschriebenen    Transformatio- 
■^en  eine    Differentialgleichung  der   ersten   Ordnung  mit  nur  zwei 
Veränderlichen   herbeizuführen.     Andererseits    kommen   hier  auch 
diejenigen  Fälle  in  Betracht,  wo  die  besonderen  Integrale  und  die 
besonderen    Auflösungen,   wenn  auch  vielleicht  in  der  genannten 
Absicht   n>rderlich,   doch    nicht  einfacher  sieb    darstellen  als   die 
Funktion    a  selber,    zu    deren    Ermittelung    dieselben    verwendet 
^ercjen  sollen.    In  solchen  Fällen  ist  man   veranlasst,  die  Grösse 
^  unmittelbar  als  Funktion  der  drei  Veränderlichen  versuchsweise 
2u  bestimmen.     Da    aber  eine   derartige   Bestimmung  auf  Unter- 
suchungen  gegründet  ist,    welche  sich  besser   verfolgen    lassen, 
^eiin  sie  sogleich  auf  die  allgemeine  partielle  Differentialgleichung 
mit  0-f-1    Veränderlichen  bezogen  werden,  so  ziehen  wir  es  vor^ 
^^\  weiter  unten  darauf  einzugehen,  und  betrachten  jetzt  die  par- 
^«Üe  Differentialgleichung  mit  mehr  als  drei  Veränderlichen. 
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Das  allgemeine  lotegral   der  partiellen    DiSereDtialgleichuog 
mit  vier  VeräoderlicheD :         - 

aw         dx  dy 

fi'orin    TT,  A»    F  and  Z  Irgend  Funktioaen  der  Vertederlieheii 
Wf  Xy  y  and  z  sind,  iSsst  sich  in  der^Form  9(a/3)f)=0  anschrel» 
ben,  wo  q>  eine  willkuhrliche  Funktion,  a^  ß  und  y  aber  bestimmte 
Funktionen    der    Veränderlichen    bezeichnen.      Denn    dies   ist  die 
allgemeinste  endliche  Gleichung,  voraus  die  vorliegende  Differen- 
tialgleichung  abgeleitet  werden  kann.    Durch    Differentiation  ent- 
stehen die  drei  Gleichungen: 


1. 


'.' 


dq) 
di 


(da  dz      da\      d(p/dß  dz      ^ß\  .  <^y  fdy  dz    -     dy\  ^-.  i 
di  dy^d^)^  d§\did^^  dy)^di\Sid^  ^dyj'^^'t 


2. 


dtp/da  dz       €la\      dtp  /dß  dz   .dß\      dtp  fdy  dz       dy\  _^ 
^\di  dx'^  dx)  ^  dß\dz  dx^  dx)^  dyKjR  dx^di)'^- 

3.  I 

dtp/da  dz  da\  d^  fdß  dz^  dß\  d^ /dy  dz  dy\  ^^,^ 
da  \dz  dw      dwj      dß  \dz   dw  ■  dwj      dy  \dz  dw  '  dwj  "*  /^ 

Ausser  den  willkuhrlichen  Grossen  -^t  ^  und  -^  lässtsleh- 
aber  hier  nichts  weiter  eliminiren. 

Wir  betrachten  nun  die  partielle  Differentialgleichung 

als  das  Resultat  der  Elimination  von  g>  ans  den  drei  Gleichn^ea: 

h,  2.»  3.  und  beschäftigen  uns  mit  der  Bestimmung  der  Fonktier-jr 

nen  a,  ß  und  y.    Es  versteht  sich,  dass  die  Elimination  der  Uiff 

dz      dz        .    dz 
ferentialquotienten  ^>  -j-  und  ^    zwischen    den    Gleichongse 

I.,  2,,  3*  und  der  partiellen  Differentialgleichung  zo  einer  identi? 
sehen  Gleichung  führt.  Man  stelle  das  allgenieine  Integril. 
<p{aßy)  =0  abkürzend  in  der  Form  t  =  0  auf«  und  die  GleichüB* 
gen  1.,  2.,  3.  zeigen  sich  dann  in  der  folgenden  Form: 

*•  dxdy^dy^^' 


*rWi«r  und  %itett€r  OtOI^^.  2lT 

dz  dx*  dx        * 

g  dx  dz      ^^  „  n 

dz  dw     dto  "^ 

weh   die    ElimiDation    der    DifferentialquotieDteo    entsteht    die 
Gkichung: 

kf  man  also  genügt,  sobald  tp(a  ß  y)  an  die  Stelle  ron  x  kommt. 
Wegen  des  willkfibrlichen  9  muss  diese  Gleichung  fortbestehen, 
teoD  man  anstatt  q>(€t  ß  y)  irgend  eine  der  drei  Funktionen  a,  ß 
ttd  f  einsetzt*  Es  kommt  also  darauf  an,  drei  verschiedene 
Fraktionen  der  Veränderlichen  z,  y,  a:  und  to  anzugeben,  welche 
IB  der  Stelle  von  r  der  Gleichung  (a)  Genüge  leisten.  Dass  der- 
irfige  Funktionen  jedesmal  möglich  sind,  dies  unterliegt  keinem' 
breifei»  da  dieselben  ohne  irgend  eine  Beschränkung  alle  dieje- 
ii|eD  Grossen  aufnehmen  dürfen,  welche  auch  in  der  Gleichung  (a) 
wkommen. 

Dieselben  Rechnungsoperationen,  welche  vorhin  bei  der  Be- 
•fl|mung  des  allgemeinen  Integrals  einer  partiellen  Differential- 
gUdiung  mit  nur  drei  Veränderlichen  auseinander  gesetzt  wor- 
in sind,  erweisen  sich  auch  hier  als  forderlich.  Vor  Allem  ver- 
Riaffe  man  sich  einen  Ueberblick  darüber,  in  welcher  Anzahl 
fie  Veränderlichen  in  den  gesuchten  Funktionen  vorkommen. 
Renn  Z  =  0,  so  genügt  man  der  Gleichung  (a)  durch  a  =  z,  weil 

iuD  T- =0,    ^  =  0  und  ^  =  0  ist.    Wenn  mau  von  den  vier 

^rtiellen  Differeutialquotienten  von  r  irgend  zwei  gleich  Null  setzt, 
ud  wenn  dann  die  übrig  gebliebenen  Glieder  der  Gleichung  (a) 
w  beiden  jenen  zwei  Differeutialquotienten  entsprechenden  Ver- 
Iderlichen  nicht  mehr  enthalten,  dann  genügt  eine  Funktion  der 
Mini  andern  Veränderlichen.  Wenn  man  nur  einen  von  den  vier 
D|l|M'jßiitialquotienten  von  r  gleich  Null  setzt,  und  wenn  dann  die 
Hlqirecbende  Veränderliche  in  den  übrig  gebliebenen  Gliedern 
'«  Cleiehnng  (a)  nicht  vorkommt,  dann  findet  sich  eine  Funktion, 
witrii  eben  diese  Veränderliche  fehlt. 

Man  wird  bemüht  sein,  die  Anzahl  der  Veränderlichen,  welche 
hd^  gesuchten  Funktion  vorkommen,  durch  Transformation  zu 
^v^Mmdem,  indem  man  an  die  Stelle  der  Veränderlichen  z  y  x  und 
*  bgend  Funktionen  davon  als  neue  Veränderliche  einsetzt     In 

Tkiü  XXXIIL  \b 
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dieser  Absiebt  wird  man  alle  besonderen  Integrale  und  besondt 
ren  Auflösungen  der  partiellen  Differentialgleichung  benutzen,  wdeli 
man  durch  Probireu  aufgefunden  hat.  Insbesondere  aber  bediem 
man  sich,  wenn  schon  die  eine  oder  die  andere  der  FnoktioMi 
u^.ß  und  y  bekannt  ist,  eben  dieser  Funktionen,  weil  dieselben 
in  der  genannten  Al^sicht  jedesmal  förderlich  sind.  Fflhrt  man 
nämlich'  an  die  Stelle  irgend  einer  der  Veränderlichen,  so  wie 
dies  gerade  am  bequemsten  au^sführbar  ist,  etwa  an  die  Stelb 
von  10,  die  Funktion  a  in  die  Gleichung  (a)  ein,  so  geht  die« 
über  in : 

Da  aber  nach   der  Voraussetzung  die  Fnnkfion  a  der  Cleicbung 

dx 
(a)  genügt,  so  verschwindet  der  Faktor  von  ->—,  und  es  bleibt  dii 

einfachere  Gleichung: 

dx         dy         dz 

deren  Coeffizienten  nun  Funktionen  von  z,  jy,  x  und  a  sind.  Die 
letxte  Grosse  tritt  hier  als  Beständige  auf  und  ß  zeigt  sieb  ab 
Funktion  von  nur  drei  Veränderlichen.  Ebenso  findet  sich,  vit^ 
die  beiden  Funktionen  a  und  ß  bei  der  Elimination  von  x  und  II 
benutzt  werden,  zur  Beslimmung  von  y  die  Gleichung: 

,,€/t  dx      ^ 

deren  Coeffizienten  Funktionen  von  z,  y,  a  und  ß  sind.  Die  Fanktiov 
y  bestimmt  sich  dann  aus  einer  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

Bei  der  Bestimmung  der  Funktionen  a,  ß  und  y  hat  man  woL 
zn  beachten,  dass  nicht  die  eine  davon  eine  bestimmte  Funktioi 
der  beiden  anderen  sei,  weil  sonst  fp{aßy):=0  nicht  mehr  dai 
allgemeine  Integral  vorstellt.  Tni  zu  erfahren,  ob  er,  ß  und  y  dr€ 
verschiedene  Funktionen  der  Veränderlichen  sind,  so  eliminir^ 
man  zunächst  irgend  eine  der  Veränderlichen  2,  i^,a:  und  tr  mittel 
a  aus  der  Funktion  ß.  Wenn  bei  der  Elimination  nicht  auch  Ü 
drei  andeni  Veränderlichen  wegfallen,  so  weiss  man,  dass  a  DU' 
ß  verschiedene  Funktionen  sind.  Man  eliminire  duo  weiter  irgeii 
zwei  ^^n  den  vier  Veränderlichen  mittels  «  und  ß  avs  der  FiidI> 
tion  y.  Wenn  durch  diese  Elimination  zugleich  die  beiden  andei^ 
Verfinderlichen  wegfallen,  «o  ist  die  Funktion  y  tmr  ehie  Verbii' 


:<>!\«v.:  '  er»ter  und  xweiter  Ordnung.  219 

img  der  Funktionen   a  und  ß.    Wenn    aber    nach    vollzogener 
Bifliioalioii  die  eine  oder  die  andere  Veränderliche  in  y  zurück- 
Meibt»  .80  hat  man  die  Gevrissheit,  dass  dies  y  eine  dritte  Funk- 
te der    Veränderlichen  Torstellt      Man   sieht   ein,    dass  diese 
Bedingungen  sich  erfüllen »  wenn  man  die  jedesmal  anrgefnndene 
!    Fvnktion  sogleich    als    neue   Veränderliche   an   die  Stelle   irgend 
'  -«ioer  der  ursprünglichen   in   die  Gleichung  (a)   einführt,    da  sich 
[  ihinn  die  nächste  Funktion  durch  die  schon  bekannten  Funktionen 
«d  die  noch  übrigen  Veränderlichen  ausdrückt. 

»>!     1?        .     dz         dz  dz 

Zur  Bestimmung  der  Funktionen  a,  ß  und  y  hat  man  die  Gleichung: 
/  \  dr  ^     dr  .     dt   ^      dt     ^ 

Es  finden  sich  zi^ei  Funktionen ,  von  denen  die  eine  nur  o;  und  y, 
die  andere  nur  z  und  w  einschliesst.  Dazu  dienen  die  Gleichungen : 

^dy  —  acda:  ==  0    und   zdz  —  wdw  =  0. 

Dirch  die  Integration  entsteht: 

a=^«— a:*    und    /3  =  2«  — tr*. 

iHbinirt  man  damit  y  und  z,  so  behält  man  zur  Besliinmung  von 
jide  Gleichung: 


Man  schreibe  dieselbe  in  der  Form : 

dw  dx 


Vß  +  w^        Va  +  sc^ 
M  die  Integration  liefert : 


=0, 


■  ■  -.p 


w + yf  ß  +  w* w-\-z 


l^e  allgemeine  Integral  aber  ist : 

;    16,    Es  sei  wg^  +  a-^  — (ay+wz)2-  +  ««+«y=0. 
Man  .hat  hier  die  Gleichung : 
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I 

/x  dt  '     dt       .      ,      .dt  .di     f. 

Man  erhält  a  aus   wdx  —  a;dw=zQ  oder    o=— •      Eliminirt  m 
damit  o:,    80   entsteht  die  neue  Gleichung:  ><. 

Man  genügt  durch  i —  myz=.0,  denn  vrenn  man  dies  einsetzt, 
hat  man  zur  Bestimmung  von  m  die  Gleichung  7it^  =  a.     Vertäust 
man   nun  y  und  z  gegen  die   neuen  Veränderlichen  u:=^x -{•'%{ 
und  0  =  2  —  ^V<Xy    so  erhalt-  inan  zunächst : 

dx  dx  dx      g. 

Die  Elimination  von  y  und  z  fährt  auf  die  Glerchung : 

und  die  Funktionen  ß  und  y  ergeben  sieh  aus: 

du      fa  ^        \  .        \         ^     df)      /n  \  , 

Die  Integration  liefert:  . 

ß  =  Mii?«e"'V«    und     y  =  tfo<'e"""'V". 

Wenn  man    die   ursprünglichen  Veränderlichen    wieder    einseli 
so  ist:  . 

/5=(r  +  y  y  -)tr«eVi^    und     y  =(z  — iy  V  ~)to«e-1^»»^ 

16.    Es  sei  noch 

dz  dz  dz 

Man  hat  hier  die  Gleichung: 

(a) 

(*+»+:r)^+(r+y  +  «)^  +  (z  +  ^+«,)^  +  (y+a:+«,)^  = 

Die  partielle  Differentialgleichung  liefert  die-  besonderen  InteghJ 
z  =  jy,     z  =  a:,    z  =  w,     z-f  y-{-a;-|-ti7::±:)0. 


•■■■■  .\  . 
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Mail  gebrauche  desshaib  die  neuen  Verfinderlicben : 

Die  Gleichung  (a)  geht  zunächst  über  in : 

Eliminirt  man  nun  die  Veränderlichen  z,  y,  x  und  to,  so  hat  man: 

rt  dx        dx        dt        dx      ^ 
du        dr       ds        dt 

Dirans  ergeben  sich  leicht  die  fraglichen  Funktionen.   Man  erhält: 

u=ir^u,    ß:=ziflu,    yz=i*u. 

Wenn  man  die  vorigen  Veränderlichen  wieder  einsetzt »    so  lässt 
sich  das  allgemeine  Integral  anschreiben  in  der  Form: 

Man  übersieht  nun   leicht»    wie    das   allgemeine  Integral   der 
piHidlen  Differentialgleichung : 


dx 


du) 


Ah  gestaltet,  worin  Z  VX  W....  irgend  Funktionen  der  n-|-l  Ver- 

Merlichen    zyxw,,,,    sind.     Dasselbe  ist   dargestellt  durch  die 

Gleichung  fp(ci  ß  y'»")^0,  wo  q>  eine  willkuhrliche  Function  und 

^ßy.;.n  bestimmte  Funktionen  der  7t-|-l  Veränderlichen  vor^tel- 

'en.    Um  diese  Funktionen  zu  bestimmen,  hat  man  die  Gleichung: 


w 


^s+''l+4:+'^s+-=<^ 


'ede  von  den  n  Funktionen  aßy,...  muss  dieser  Gleichung  genij- 
S^n»  wenn  sie  an  die  Stelle  von  x  eingesetzt  wird. 

17.    Es  sei  z.  B. 

^     «  .      .  .      «v  r      dz    ,       dz    ,      dz .      , 

Das  allgemeine  Integral  ist  <pi<u  ß y  ^  b  ^:=zQ ,  und  zur  Bestim- 
nong  der  sechs  Funktionen  hat  man  die  folgende  Gleichung: 
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Man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass  die  vier  verscjiiedenen  FanktioHen; 

und 

^nflgen.  Um  noch  zivei  weitere  Funktionen  zu  erhalten^  elini 
nire  man  die  vier  VerAnderlichen  u>i,  jti»  ^i  und  w  mit  Hilfe  de 
vorliegenden  FunktiMien,  In  dieser  Absicht  bilde  man  zunächi 
die  Wtrtbe: 

(•0*  +  «r«  +  y«)  toj  =  ««.—«x  + /5y, 

(•e*  +  jr«  +  3f«)a:i  =aw  +  ix''Yg, 

(te«  +  *«  +  y*)yi  =-/?«? +y*+«y. 

und  die  Elimination  von  tri ,  X|  und  jfi  fuhrt  auf  die  neue  Gleicbam 

•II 
Um  nun  auch  w  zu  eliminiren,  hat  man  die  Gleichaag: 

An  die  Stelle  von  jc  und  ^  R&hre  man  ahcr  zuvor  noch  die  MM 

Veränderlichen  r  =  V^tc*  f  Jt*+3/*  und  «=-  ^n.  Man  hat  im 
halb  einzusetzen: 

und  man  erhHlt  die  folgende  Gleichung: 

da  nümlich  l^  =-(«+/&)  ist.  Zur  Bestiamui^  der  fllnlitei  ■ 
sechsten  Punktion  hat  man  demnach  die  beiden  ClmiM^ie« 
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lo  dem.  ßisberigen  ist  nach  und  nach  für  drei»  vier  und  mehr 
Veränderliche  gezeigt  viordeu»  dass  die  Funktionen  a  ß  y....,  weiche 
der  partiellen  Differentialgleichung : 

Genüge  leisten,  in  vielen  Fällen  aus  einer  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen  erzielt  wer- 
den.  Wenn  nun  aber  dies  nicht  möglich  ist,  da  nämlich  die 
Grussen  aßy.,,,  unmittelbar  als  Funktionen  von  mehr  als 
iwei  Veränderlichen  dargestellt  ^verden  müssen ,  so  schlage  man 
den  folgenden  Weg  ein.  Man  gebe  der  unbekannten  Funktion 
Teff.<nch8vveise  eine  bestimmte  Form  in  Bezug  auf  eine  oder  auf 
mehrere  von  den  Veränderlichen  ly  a:  tr....    Man  schreibe  also  z.  ß. 

CK=U  +  tt»     a  =  7 — : —  +  V,   wo  X,  u,  V  noch  unbestimmte  Funktio- 

neo der  übrigen  Veränderlichen  y  x  w ....  sind.     Diese  Funktionen 
«etxe  man    in  die  Gleichung  (a)  an   die  Stelle    von  r  ein.     Man 
«dne   nach   Potenzen  und    nach    den   sonst  noch  vorkommenden 
Tiaktionen  derjenigen  Veränderlichen,  deren  Vorkommen  festge- 
lUIt   vrordeii  ist,    um    dann  den   gemeinsamen  Faktor  jeder  ein- 
Ätnen   Funktion  für  sich   verschwinden  zu  lassen.      Anstatt  der 
fileichung  (a)  hat  man  dann  mehrere  andere  partielle  Differential- 
/^ichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades,    woraus 
«ie  no^h  unbekannten  Glieder  der  fraglichen  Funktion  zu  bestim- 
'Uen    sind.     Die    angenommene    Form    der   Funktion    muss   aber 
^^  eingerichtet  sein,  das«  die  vorliegenden  Differentialgleichungen 
^Urcb   schickliche  Eliminationen   in   andere    partielle  Differential- 
Stdchungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  übergehen, 
^<^n  der  Art,  dass  dieselben  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  sich 
'^tegriren  lassen,    da    dann   von  den  noch  unbekannten  Gliedern 
Jedesmal   nur  ein  einziges    als  abhängige   Veränderliche   auftritt, 
'^ies  lässt  sich  in  allen  Fällen,    und  um   so    eher  erreichen,  je 
^Aehr  Veränderliche  zy  x,,,,  in  der  gesuchten  Funktion  schon  durch 
^16  Voraussetzung  festgestellt  sind.     Es  kommt  nur  darauf  an,  dass 
"^Kian  auf  diesem  Wege   für  die  unbestimmt  gebliebenen   Glieder 
^^erthe   findet,   welche   allen   Differentialgleichungen  Genüge  lei- 
sten.   Denn   wenn   man  nicht   allon  jenen   Differentialgleichungen 
SeiflgeD  kann,    so  muss  man   die  Vora-ussetzung,-  von  der  mau 
^Qsgfaig»  verlassen,   uhi   dieselbe  Untersuchung  auf  eine  andere 
Yoraiissetziing  shi  gründen. 
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Insofern  bei  der  so  eben  angedeuteten  ReehmiMg  ein  and  die- 
selbe unbekannte  Gn'isse  gleichzeitig  in  ipebreren  parfidlen  Dif- 
ferentialgleichungen auftritt,  hat  man  es  noch  mit  einer  anderen 
Aufgabe  zu  thun,  deren  Lüsung  einer  besonderen  Betrachtnng 
bedarf.    Wenn  nämlich  ausser  der  partiellen  Differentialgleichmg 

noch  eine  andere  partielle  Differentialgleichung  mit  denselben  Ver- 
änderlichen 

oder  auch  noch  mehr  derartige  Differentialgleichungen  vorliegen, 
so  darf  man  nicht  erwarten,   dass  sich  immer  eine  Funktion  fin- 
det, welche  gleichzeitig  die  verschiedenen   partiellen  Differential- 
gleichungen erfüllt.     Wenn   aber    die  Coeffizienten    dieser    Diffe* 
rentialgleichangen    die   erforderlichen   Bedingungen  eingehen,  f» 
kann  es  vorkommen,    dass  nicht   allein  eine  derartige  Funktion 
überhaupt  besteht,  sondern  dass  diese  auch  willkührliche  Funktion 
neu  der  Veränderlichen  einschliesst.    Wie  man  zu  der  allgemein« 
sten  Gleichung  gelangt,  welche  den  verschiedenen  partiellen  DIA 
ferentialgieichungen  gleichzeitig  Genüge  leistet ,    dies  soll  nun  noch 
gezeigt  werden. 

Die  Methode,  der  man  sich  dabei  bedient,  kann  leicht  |if 
jede  Anzahl  partieller  Differentialgleichungen  übertragen  werte 
wenn  sie  einmal  für  zwei  partielle  Differentialgleichungen  fcstp" 
stellt  ist.    Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  beideu  Gleichungea: 

^=>'|+^s+"'^  + 

Die  endliche  Gleichung,  welche  gleichzeitig  genfigt,  sei  t=:  O* 
Man  kann  dann  diese  Gleichungen  auch  in  der  Form: 

anschreiben.     Das  allgemeine  Integral   der  Gleichung  I.  ist  b« 
kanntlich  9 (a  /3  /....)  =3 0,  wo  9)  eine  willkührliche  Funktion,  aßy.m     ** 
aber  n  bestimmte  Funktionen  der  n-f  1  Veränderlichen  %yxw.^ 
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4rf', '  freielMi  A%f  GleichimS  (a)  an  der  8telle  fön  x  Genffge  lei- 

flen.  Nvn  hat  man  aber  die  weitere  Aufgabe^  die  Funktion  > 
•  ir»  möglich  so  anzugeben  >  dass  ^=0  auch  die  Gleichung  2.  be- 
■  friedigt    In  dieser  Absicht  betrachte  man  die  Grösse  x  auch  in 

der  Gleichung  (b)  als  Funktion  der  Veränderlichen  dßy....  und 

setze  also : 

dx  __  dx  da       dx  dß       dx  dy 

d*  "■  di  S  +  3^  5t  +  dy  rfi +••••' 

dx dx  da      dx  dß       dx  dy 

dy"^  da  dy      dß  dy  ^  dy  dy 

dx      du  da       dx  dß       dx  dy 
dx^^ da  dx      dß  dx^  dy  dx^"''' 

l'  o.    s.     w. 

Schreibt  man   die  Gleichung  (b)  abkürzend  in  der  Form  (r)  =::  Q, 
ao  hat  man  die  transformirte : 

dx  dx  dx  ^ 

tan  eliminire  in  den  Coeffizienten  (a),  (ß),  (/)••••  von  den  ft>-fl 
■  Veränderlichen  zyxw...,  irgend  n  mit  Hilfe  der  Funktionen  aßy.,.. 

Fenn  bei  (dieser  Elimination  zugleich  die  letzte  Veränderliche 
l^inausfällt,  so ^  hat  man  die  Gewissbeit^  dass  sich  q>  in  der  ange- 
gebenen Weise  bestimmen  lässt  Aber  auch  dann,  wenn  nach 
vollzogener  Elimination  die  letzte  Veränderliche  in  der  transfor- 
mirten  Gleichung  (b')  zurückbleibt,  kann  es  vorkommen,  dass  eine 
endliche  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  aßy....  besteht^ 
Welche  Genüge  leistet.  Denn  ordnet  man  alle  Glieder  nach  Po- 
tenzen und  sonstigen  Funktionen  der  zurückgebliebenen  Verän- 
derlichen, so  zerfällt  die  Gleichung  (b')  in  mehrere  andere  par- 
'^ieile  Differentialgleichungen,  aus  deren  jeder  die  Grosse  x  als 
blosse  Funktion  von  aßy....  hervorgeht.  Diejenige  Funktion  aber, 
,  Welche  auf  dem  soeben  angegebenen  Wege  dargestellt  wird,  da- 
^it  sie  alle  diese  partiellen  Differentialgleichungen  befriedigt, 
S^nügt  auch  den  beiden  Differentialgleichungen  1*  und  2. 

18.    Es  seien  ^u  integriren: 
1.  wdz  +  xdy  =  0, 


dz  dz      _ 
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i 

Das  allgemeine  Integral   der  Olofiehong  1.  Ist  g9(a:r  w)=B:fl^ 
vrorin  u'=^voz\xy.    Die  Gleiebang  2.  geht  dessbaib  über  io: 

(b)  ,^_+^_^(^^  +  ^^)_-,0. 

Die  Elimination  von  i  mitteis  a  giebt: 

rfr  .     dx   ^     dx     ^ 

woraus  x  in  der  That  als  Funktion  von  to  x  tt  gefunden  ivird.     Das 

^üP      et  \ 
allgemeine  Integral  (pl  —  9    —  )  =  0,   oder  aueb  die  Gleichung 


wi^a:y  =  (p(^J 


ist  zugleich  das  allgemeine  Integral  der  beiden  Gleichungen  J.  und  2 

I 

Id.    Es  sei 
und 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  I.  ist  g>(avw  a:)t=1i,  tror'Sii 

«=: . 

Die  Gleichung  (b')  zeigt  sich  in  der  Form : 

Dm  z  mittels  a  zu  diminiren»  schreibe  man: 
Daraus  findet  m»B  -die  Wertbe: 


Setzt  man  dies  ein,  so  erhält  man  die  neue  Gleichung: 


a. 
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\k\&tf  a  als  Beständige  auftritt;   so  zeigt  sieb  das  allgemeiDe 
itegral  in  der  Form : 

nd  diese  entspricht  gleichzeitig  den  beiden  Differentialgleichan- 
eo  ].  und  2. 

20.    Hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

-  dk         dz         dt'     f. 

n  dz  ^         dz  ^      dz  ^        dz    ^       dz    ^      dz       ^ 

M  schreibt  man  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung 
in  der  Form  2;=  (p(cc  ß  wi  Xi  ^i),  worin  a  =  —  und  /5=^   zu  setzen 

M.  Die  andere  Gleichung  geht,  wenn  x  und  y  durch  die  neuen 
Veränderlichen  a  und  d  ersetzt  werden,  über  in: 

lio  muss  hier  zerlegen  in  die  beiden : 

2'.  — +«— +ß— =0. 

^  letzteren  genfigt  man  durch  z=(p(a  ß  y  S),  worin  )f  =  otx  ^  cno^ 
ttnd  d=:yi  —  ßwi  ist  Wenn  man  arj  und  yi  durch  die  neuen 
Verinderlichen  7  und  ö  ersetzt,  so  geht  die  erstere  Gleichung fiber  In ; 

dz        dz  dz        dz.       ^ 

ydic+^dß-''^^ydy+^dö>^^' 

Aber  diese  Gleichung  zerföllt  wieder  In  die  beiden : 

Aus  der  letzteren  erhhit  man  z^=q>(aßs),   worin  s  i=  -  zu  setzen 
^    Die  erstere  kommt  dadurch  In  die  Form: 
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dz  ^     dz      ^ 

und   liefert  8o    die  Gleichung   z  =  ^(c, /?  —  as),    welche   zugic 
das  allgemeine  Integral   der  Differentialgleichungen  1.  und  2. 
Wenn  man  die  orsprunglicben  VerSnderrichen  wieder  einsetzt«  soi 

Das  allgemeine  Integral  zeigt  sich  dann  in  der  Form: 


^  \WXi  —  XWi  *      WXi  — XVOiJ 


■  \ 


l^T*    Intesration  versebiedener  Systeme  von  BIffere 

tialfflelehnnu^eii. 

Es  seien  die  n  Veränderlichen  y  xw*...  als  Funktionen  ein 
andern  Veränderlichen  z  zu  bestimmen ,  da  nämlich  die  n  &s 
chungen: 

u.  s«  w« 

vorliegen,  worin  die  Grössen  Z  FA^  TF....  irgend  Funktionen  i 
n-fl  Veränderlichen  zyxw.,..  vorstellen.  Um  zunächst  die-E 
bekannte  y  zu  bestimmen,  uird  man  die  übrigen  n — 1  abhängig 
Veränderlichen  xw.,,.  eliminiren.  Denn  auf  diesem  Wege  gelai 
man  zu  einer  Differentialgleichung  der  7iten  Ordnung  mit  den  b 
den  Veränderlichen  z  und  y,  woraus  dann  die  Grösse  y  als  Fat 
tion  von  z  hervorgeht.  An^  der  Gleichung  1.  bilde  man  dui 
wiederholte  Differentiation  die  Gleichungen:     ^ 

Y        Y  Y  Y 

^-     5?""  dz^  dy  Z^  dx    Z^  du>    Z+ '^»' 

■    ,      d^y     dY,,dY,  Y      dnY,X     dYj^W          _ 
/*•     dz^-^^^  dy    Z  ^  dx  Z^  dw   Z  + '^»' 

II«      6.      W. 
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wd  Kuletzt  auch  die  Gleichung : 

"•        di^^     dz     ^'^y      Z^     dx     Z^    ilw      Z^'- 

Alsdann  elihiinire  man  die  n  —  1  librijiren  Unhekaiinten  aus  den 
(lieichungen  1.,  2'.,  Z',y,.^,f\'j  und  dies  fuhrt  auf  die  erwähnte 
Differentialgleichung  der  itten  Ordnung  mit  den  beiden  V^eränder- 
liehen  y  und  z.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Differential<zlei- 
ehong  mit  seinen  n  willkührlichen  Beständigen  liefert  den  allge- 
meinsten Werth  y  als  Funktion  von  z  dargestellt,  ii elcher  den 
Gleichungen  1.,  2.,  3., ....  n  entspricht.  Wenn  man  dasselbe (;i — l)mal 
nach  einander  der  Differentiation  nach  z  unterwirft,    und  dann  an 

du  d^y       d"~*y 
die  Stelle  der  n  —  1    Differentialquotienten    "J^"  ya  ••••  w"n^    °'® 

aus  den  Gleichungen  1.,  2'.,  3' (ii  — 1)'  sich  ergebenden  Werthe 

einsetzt,  so  hat  man  noch  n  —  1  andere  endliche  Gleichungen, 
Heraus  auch  die  n  —  1  übrigen  Unbekannten  j;,  tr....  als  Funk- 
tbneh  von  z  und  det  n  willkührlichen  Beständigen  sieb  entwickeln 
lassen. 

Es  ist  bekannt,    dass  man   das  allgemeine  Integral   einer  Dif- 
ferentialgleichung   der   i?ten    Ordnung    mit    zwei    Veränderlichen, 
Hmmt  den  n — 1  Differentialgleichungen,   welche   durch  it — 1  auf 
CiBander    folgenden    Differentiationen    daraus     abgeleitet    worden 
«iiid,   auch  durch   die   n  ersten   lotegralformen  jener  Differential- 
J^feichung  der  iiten  Ordnung  ersetzen  kann.     Nachdem  man  diese 
^  ersten  Integrale   oder  die  n   verschiedenen  Differentialgleichun* 
l?en  der  (n — ])sten  Ordnung,  durch  deren  einmalige  Differentiation 
i^M  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  zum  Vorschein  kommt, 
in-  den  Formen : 

(tziza^    ßz=:b,    y:=.c,    VL    s,  w. 

^ufvefnnden  hat,  worin  o,  6,  e,....  die  willkfihrJichen  Beständi- 
ge sind,  so  wird  man  darin  an  die  Stelle  der  Differentialquo- 
tienten ^->    Tzf-""/"«-!  diejenigen  Werthe  einsetzen,  welche  aus 

den  Gleichungen   1.,  2'.,  3' (n  —  1)'  sich  ergeben,  um  wieder 

%n  den  endlichen  Gleichungen  zu  gelangen,  woraus  die  n  Unbe- 
kannten y»  Xi  w,,,.  als  Funktionen  von  z  und  von  n  willköhr- 
lichen  Beständigen  entwickelt  werden  können. 

Id  einzelnen  Fällen  wird  es  übrigens  vorkommen,  dass. die 
Gleichungen  L,  2\  3' ....  (tt — 1)'  nicht  alle  erforderlich  sind,  am 
^Elimination  der  tz  — 1  Unbekannten  x,w,...  zu  Stande  zu 
^gen^   da  bei  der  Elimination  von  irgend  einer  zogleicb  noch 
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woria  «j  liine  noch  nnbeluifinte  Funktion  von  xy  y'..«.  i|f(**^  1 
Die  hierbei  vorkommefide  Integration  läsnt  «ich  sogleich  Msfll 
ren,  da  %  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  y("*^)  hestiniflit  ii 
Man  schreibt  /  IWjf^^^)  =  0|  und  die  Gleichung  2.  geht  dai 
fiher  in: 

*•  dz  ^  dfi^^  dy'  ^  +  ••••  +  rf^C- «)  * 

da,      da^  dcci  da^ 

=  ^*'^lh^d^^'^Ty^^---d^(i^)9^'^^^' 

Weil  die  VerSnderliche  yf«— ')  in  cr^  nicht  vorkommt^  «o  wir 
man  hier  nach  den  verschiedenen  Potenzen  und  den  sonstige 
Funktionen  von  y*-^)  ordnen^  um  dann  den  gemeinsamen  Fakt( 
jeder  einzelnen  Funktion  fdr  sich  verschwinden  zu  lassen,  Di 
Gleichung  4.  zerfallt  auf  diese  Weise  in  mehrere  andere  partiell 
Differentialgleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  o^  und  ii 
flbrigen  unbestimmten  Glieder  von  x  zu  benutzen  sind. 

Man  kann  die  Rechnung,  wodurch  man  zu  dem  ersten  Inti 
gral  a  =  c  gelangt ^  poch  anders  einrichten.  Man  kann  näulif 
die  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  Fy")-f  ^  =  0  sogleic 
als  partielle  Differentialgleichung  der  ersteu  Ordnung  mit  de 
n  -f  1  Veränderlichen  zyy' «...  y(^-^)  auffassen.  Man  eüroinire  ai 
den  beiden  Gleichungen : 

^  da      da  ,      da  da 

2-  rfi  +  d^»  +  573^  +  ••••  +  ip^  3''"-'>  =  ^* 

die  Unbekannte  x,  und  man  gelangt  so  zu  der  partiellen  Dil 
rentialgleichung : 

(b) 
•r/<^«  ^  da   ,  ^  da     „  ^  da       ,     ..\      r,     da         ^ 

woraus  die  «Funktion  a  versuchsweise  ermittelt  werden  kan 
Die  n  verschiedenen  Funktionen  a,  welche  dieser  Gleichung  g 
nugeuy  sind  gleichbedeutend  mit  den  n  ersten  Integralformen  di 
Differentialgleichung  nter  Ordnung  Fy<")  -f  Z  =:  0. 
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Wenn   man   veranlasst  ist,    iiei    Her  Intr^gration    einer   Diffe- 
rentialgleickuiig    der  itfen   Ordnnng   mit  zuei   Veräoderlichen   die 
Malbade  <]es    integrireiiden    Faktors    dieoem    anderen    Verfahren 
vorsviehen,  welches  das  erste  Integral  ohne  die  Hilfe  jenes  Fak« 
foiH  unmittelbar  darstellt,    so  lasst  sich  nnr   dies  dafür   anfuhren, 
dus  der  integrirende   Faktor   geuohnlieh    durch  eine    einfachere 
Funktion  dargestellt  ist  als   das  erste   Tntegral   seiher ;    und  dass 
abo  auch  auf  dem  ersteren  Wo^^e  im   Allgemeinen  die  einfachere 
Toraussetzung   zu  demselben  Ziele  fiihrt.    In  der  Tliat  hat  man 
vorhin  gesehen ,   dass  die  Annahme  des  integrirenden  Faktors  % 
den  Werth   o=/Yxdf^("~^) -f- cr^   zur  Folge  hat,    was  denn  doch 
gewöhnlich  ein  weniger  einlacher  Ausdruck  sein  wird,    als  jenes 
«selbst    Man   sieht  ein^  dass. das  eine  und  das  andere  Verfah- 
re nicht  wesentlich  von  einander  abweichen ,  da  beide  doch  immer 
nir  von  der  veisuchs weisen  Bestimmung  derjenigen  Funktir  n  ali* 
hijigeoy.  welche  der  partiellen  Differentialgleichung  (h)€reniige  leisten. 

Bis  dahin  also  hat  die  Vergleichung  der  zwei  verschiedenen 
Aifgabcn^  auf  welche  die  Integration  eine^  Systems  von  Differen* 
tülgleichungen : 

Zf-=zl,    Z-j-znX,     Z~j-—W   U.S.W. 

vrtckgefiQhrt  werden  kann,  noch  keinen  hinreichenden  Grund  er- 
fCkn,  den  eineti  oder  den  anderen  Weg  vorzuziehen.  Doch  liegt 
dl  solcher  Grnnd  nun  nicht  mehr  fern.  In  dem  ersteren  Falle 
hl  man  nämlich  die  partielle  Differentialgleichung: 

/  V  r,da  ^   ..da      _, da  .    ___ da    ,  ^ 

'eren  Coeflizienten  unmittelbar  ge&reben  sind.  In  dem  anderen 
l^ille  aber  hat  man  die  partielle  Differentialgleichung: 

vfda  .  da   ,       dn    „  ^        .      rf«        ,     „\       „     <'«         « 

n& +57/  +  ^2''+""  +  5^-«)3''"-V-^rf^.>=«. 

'cren  CoefBzienten   Y  und  Z  durch   weitliiuftige   Differentiationen 

Vkd  Eliminationen  zu  entwickeln  sind.     ^  enn  die  Funktionen  der 

Gleichnng  (b)   vortheilhafter   sich   darstellen   lies^^en,   als  die  der 

Ckiehung  (a),  so  könnte  dies  schon  Veranlassung  sein,   diejeni- 

|Mi  Rechnungen  durchzuführen,  wodurch  die  ersterc  GJeichiing  (b) 

^titeht    Wenn  man  sich  aber  erinnert,    in  welchem  Zusammen. 

hige  die  Funktionen  der  Gleichung  (b)  zu  denen  der  Gleichung  (a) 

*tehen,  so  sieht  man  ein,  dass  die  erstere  nur  eine  Transfornia- 

Tkiu  XXXIII.  \^ 
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tion  der  letzteren  ist.    Diese  Transformation   kommt  dadureb 
Stande,  dass  man  an  die  Stelle  der  Veränderiieben  a?«o....fi^ 
andere  Veränderliche  y*  %f' ....  j(("-M  in  die  Gleichung  (a)  eiifiet 
von  solcher   Beschaffenheit^    dass  die  Coeffizienten  der  DUTerf 

tialquotienten  j-t  ^^••••XTiH«)    '"    ^®'    transforrairten  Gleichn 

der  Reihe    nach    die    neuen  Veränderlichen  ^y" ••••^^*^^^  selb 

sind,  nachdem  man  den  Coeffizienten  von  -r-   der  Einheit   gleit 

gesetzt  hat.  Die  hierin  ausgesprochene  Anforderung  an  die  A 
schaffenheit  der  neuen  Veränderlichen  ist  aber  eine  durchaus  9 
waltsaine^  da  sie  in  gar  keiner  Beziehung  steht  zU  der  Form  d< 
Funktionen  a  ß  )^....;  welche  der  ursprünglichen  partiellen  Differei 
tialgleichung  (a)  Genüge  leisten.  Man  darf  desshaib  auch  nkdl 
envarteji ,  dass  die  n  Funktionen  «i  A  7i  •  •  •  • »  welche  der  Depi 
partiellen  Differentialgleichung  entsprechen,  einfacher  sich  Ml 
drficken ,  als  die  Funktionen  aßy.,,.  Mit  demselben  Rechte dibft 
man  annehmen,  dass  dieselben  im  Gegentheil  schwieriger  iid 
darstellen,  als  die  ursprünglichen  Funktionen.  Wenn  mau  i^eUl 
in  Erwägung  bringt,  dass,  nachdem  man  die  ersten  Integrale  de 
Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  Yy^^)  +  Z  =  0  dargestrij 
hat,  die  vorhin  erwähnten  Eliminationen  im  umgekehrten  Sni 
sich  wiederholen,  da  nämlich  an  die  Stelle  der  Differentiafaii» 
tienten  y' y"  •  * •  >  y^^"^"^  jene  n  —  1  Veränderlichen  xw....  wiata 
eingesetzt  werden  sollen,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  <h0 
man  die  Integration  des  obigen  Systems  von  DifferentialgleiAiB'. 
gen  vortheilhafter  von  der  Integration  der  partiellen  Differeottilr 
gleichung 

abhängen  lässt. 

Wenn  wir  uns  in  diesen  Blättern  nur  auf  solche  Dntersuchun||l^ 
einlassen  wollen,  welche  dem  eigentlichen  Zwecke  der  m 
gralreohnung  förderlich  sind,  so  war  es  denn  doch  nicht  fln 
flfissig,  auch  die  andere  Methode,  welche  das  System  von  DoM 
rentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  auf  eine  DiffefentialgleldNit 
der  nten  Ordnung  zurückführt,  in  ihren  Einzelnheiten  auis  eUW 
der  zu  setzen.  Denn  wenn  wir  uns  jetzt  fSr  den  CiebraiHb-fc 
Gleichung  (a)  entschieden  haben,  so  stützt  sich  dieser  AnmtNiid 
doch  auf  die  Voraussetzung,  dass  man  bei  der  Integn^löo  de 
Differentialgleichung  nter  Ordnung  }^(«)  4.  Z  =  0  zunächst  €fa 
erstes  Integral  bestimmen  müsse.  Es  giebt  aber  eine  Gra|i|M 
von  Differentialgleichungen,  ßlr  welche  dies  nicht  Dothirendig  M 
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U  mab  eine  andere  Methode  der  Integration  kennt»  welche  un* 
Uttelbar  die  endliche  Gleichung  mit  Ihren  n  frillkührlicheo  Be- 
Mndigen  herbeiführt«  Dies  sind  die  linearen  Differentialgleichung 
pm.  Da  man  es  bei  deren  Integration  nicht  mehr  mit  der  Dar- 
ftelhmg  einer  Funktion  von  n-i-1  Veränderlichen  zu  thun  hat, 
fiadern  sogleich  eine  Funktion  mit  nur  zwei  Veränderlichen  er- 
iilt,    so  fiegt  hier  allerdings  eine  einfachere  Aufgabe  vor»    als 

^die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  it-fl 
.Inderlichen  ist.    Wenn  also   das  System   der  Differentialglei- 
fhingen : 

hreh  die  Elimination  der  abhängigen  Veränderlichen  aw,,*,  auf 
lÜDe  lineare  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung  Fy(")-f  Z  =  0 
Urt»  80  können  diejenigen  Rechnungen»  welche  zur  Entwicke- 
hlBg  dieser  Differentialgleichung  erforderlich  sind,  durch  die  Vor- 
ige jener  anderen  Methode  aufgewogen  werden,  deren  man  sich 
iflir  Integration  der  linearen  ^Differentialgleichungen  bedient. 

.|, .  Insofern  man  nun  veranlasst  ist,  die  Differentialgleichung  der 
INQII  Ordnung   F^(")-f-Z  =  0   der  partiellen  Differentialgleichung 

iiider  Integration  des  Systems  von  Differentialgleichungen 

'VWsuziehen,  wird  man  auch,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung 
.derjenigen  Funktionen  hai^delt,  welche  der  partiellen  Differential- 
.ibichung  (a)  genügen ,  vortheilhafter  aus  jeniem  System  von  Diffe^ 
'MiHalglelchungen  die,  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung 
■t^+Z=:0  ableiten,  um  dann  jene  n  Funktionen  auf  dem  früher 
^mngebenen  Wege  zu  erzielen.  Damit  erhält  man  denn  ein  neues 
i|PJlBitteI  fär  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
4i|r.  eraten  Ordnung,  welches  nicht  selten  vor  den  in  dem  vori- 
Plk  Abschnitte  gegebenen  den  Vorzug  hat. 

Wenn  n  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung : 

•1 

1-    -;^=:  F,  2.     ^=J^,  3.     ^=:?Fu.S.  W 

"■'!    .' 

*iplegen,  worin   YXW....  bestimmte  Funktionen  der  Vetänder- 
Uka  tffxu)  ••••  und  der  Differentialquotienten   erster   Ordnung 

i  \^* 


'.ij 
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y%  x%w%  ..».  8ind,  und  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  GrOMip 
yjrtr....  als  Funktionen  von  :  zu  bestimmen ,  «o  kann  die»  iU|n| 
die  Inte^ation  einer  Differentialgleichung  der  2iiten  Ordoung  ■ü 
nur  zwei  Veränderlichen  geschehen.  Denn  wenn  man  mas  dci 
obigen  n  Gleichungen  die  n  — 1  Unbekanoten  ar-w,,..  elimiiiirt,  n 
behftit  man  eine  Differentialgleichung  mit  den  beiden 
und  2.  Man  bilde  desshalb  vor  Allem  die  folgenden  Dil 
gleirhungen : 

^s     d^^^Y,     dY,         dY,  ^d^iYx^X^    -Y£ 

u.     s.     «V. 
und  zulettt  auch  die  Differentialgleichung: 

(2»  — 1)' 

Daraus  lassen  sich  die  *ln — 2  Grossen  xw*,..x%uim elimiiiifi^ 

und  es  entsteht  eine  Differentialgleichung  der  Sttteo  Ordnung  iit 

den  zwei  VerSnderlichen  y  und  z.    Nachdem  man  das  allMNiN 

Integral   dieser  Differentialgleichung   aufgefunden    hat,    wird  Mi* 

dasselbe    C2it  —  1)mai  nach  einander  differentiiren,    um  in  des  N 

entstehenden    Differentialgleichungen    die    aus    den    GleichnogM  j 

1.,  2^,  3'. (2» -2)'    sich    ergebenden    Differentialqaofieiiii 

cfy    d'^y     if^"~~^tf  ^     ] 

d^*  ^»""V/"^«-^'  einzusetzen.    Man  hat  dann  im  Ganten  SiiCh^  < 

chungen,  zwischen  den  Veränderlichen  zjfj^w....  und  den  Dife  ' 
rentialquotienten  der  ersten  Ordnung  y%  x%  w%  ....  Die  EliroiMtiM 
dieser  letzteren  aber  liefert  die  n  endlichen  Gleichnngen,  iijani|i 
die  Unbekannten  yx9D„,.  als  Funktionen  von  z  und  von  2»  wHi' 
kQhrlichen  Beständigen  sich  entwickeln  lassen.  Z«  demselbfli 
Resultat  gelangt  man,  wenn  man  anstatt  des  allgemeinen  lotegnb 
sammt  den  2it  —  1  daraus  abgeleiteten  DifferentialgleiehongeD  iKa 
2it  ersten  Integralformen  jener  Differentialgleichung  der  2iiteo  (M^ 
nung  gebraucht. 

Man  schlage  dics^on  Wog  ein,  wenn  die  Dilereolbl' 
(^Icichung  der,  äuten  Ordnung  linear  ist  In  allen  fibr^gef  FU' 
ieo  wird  man  auch  hier  wieder  vortheiihafter    die   |iartielle  Mi' 
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rerentialgletchung  der  ersten  Ordoung  bilden,  woraus  unniittelbar 
\fmm  fti  Funktionen  hervorgeben,  welche  aus  den  2n  ersten  Inte- 
Ipilfermen  jener  Differentialgleichung  der  2Rten  Ordnung  eiitbtehen> 

frebn  man  an  die  Stelle  der  Differentialquotienten  -^t    rf^"*'7S2n^ 

fle  Weithe  ans  den  Gleichungen  1.,  2'.,  3^, ....  (2m— 2)'  einsetzt 
Bteeichnet  luan  irgend  eine  jener  ersten  Integraiformen  durch 
i^ssa^  so  entsteht  durch  die  Differentiation  nach  :  die  Gleichung: 

(a) 
i»  ^  da      ^  da  da  mt  da   ^  ^  da    ^    ^..  da   ^  ^ 

Ihchdem  man  die  2it  Gleichungen: 

a=zay     ß:=zöf    y  =z  c,    u.  s.  w. 

•«gestellt  hat,  welche  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ge- 
tflgen^  bedarf  es  nur  der  Elimination  der  Differentialquotienten 
\JltX%w%,.,.,  um  zu  den  n  endlichen  Gleichungen  zwischen  den 
Verlnderlichen  lyxw,,..  und  den  2n  willköhrlichen  Beständigen 
■  tc«.  zu  gelangen. 

.  d^y ay  d^x ax 

'       1-     Es  seien :    ^  —  ^^^  y,  ,ß)\ '     rf?  -  (^r«  +  y^)i  * 

^^.g  Man  hat  hier  die  Gleichung: 

...  .    "    rf«  ,  d«       .da  a         ,     da  da        ^ 

ÜP'  S^oSgt  derselben  vor  Allem  durch  yx% — xy%-=:h*  Denkt  man 
l^ift  hon  die  fibrigen  Funktionen  von  z  und  von  den  neuen  Ver- 
|4liH<tch«n 

^BUhgigf,  80  geht  die  partielle  Differentialgleichung  über  in: 

^^^'-'dm     yy%-{-xXx  da     yx—sxz  da      '■Iayy%+xx»da     ^ 
»kn^,^+         r         dr^       x       rf*"*"r«  r        31"""' 

IWbqs  folgt,    dass  man  durch      y    -f-  ~2   ^  =  0     oder    durch 

i^r'^c  genügt.    Um  nun  die  Differentialquotienten  y»  und  x% 
■iit  HHfe  der  beiden  bis  dahin   bekannten  Funktionen  zu  elimini-^ 
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ren,  and  zugleich  y  und  x  durch  r  und  $  zu  ersetzen,  so  beoieri 
man  zuoHchst,  dass 

oder  auch ,  wegen  der  verlangten  Trannforniation : 

(yy,  +  aro:.)«  =  er«  -  2«r  -  6* 
ist.    Man  erbSit  dann  die  neue  Differentialgleichung: 

^+  r  c/r  r«     ■  A"'"' 

Die   beiden  Funktionen,    welche  hier   genügen,    entstehen  dw 
die  Integration  der  Differentialgleichungen: 

rdr ds ~  bdr 

und  dies  sind  zugleich  die   beiden  Gleichungen^    woraus  roür 
und  X  als  Funktionen  von  z  zu  bestimmen  hat. 

Wenn  die  vorliegenden  Differentialgleichungen  nicht  alle  v« 
der  zweiten  Ordnung  sind,  sondern  wenn  darunter  m  der  erst) 
Ordnung  vorkommen,  da  nämlich  von  den  m  abhängigen  Veil 
derlichen  rst,..,  nur  die  Differentialquotienten  der  ersten  Orda« 
auftreten,  so  versteht  es  sich,  dass  man  eine  partielle  Dübm 
tialgleicbung  mit  nur  2n-f  1  — m  Veränderlichen  erhält,  warn 
dann  2» — m  verschiedene  Funktionen  hervorgehen.  Aus  dieic 
2r — m  Funktionen  hat  man  dann  noch  die  n — m  Differentialfi 
tienten  der  ersten  Ordnung  y%Xzw%„..  zu  eliminiren,  um  zu  (l< 
it  endlichen  Gleichungen  zu  gelangen,  welche  zwischen  den  S\ 
änderlichen  zyxw,...,  rst,„.  und  2n  — m  willkiihrlichen  Btsd 
digen  bestehen. 

Wenn  endlich  ein  System  von  n  Differentialgleichungen  T' 
liegt,  worin  eben  so  viele  abhängige,  aber  nur  eine  unabhängi 
Veränderliche  vorkommen ,  welche  aber  der  Reihe  nach  der  mt 
pten,  ^ten  u.  s.  w.  Ordnung  angehören,  so  konnte  man  dm 
die  Elimination  von  irgend  n  —  l  abhängigen  Veränderlichen  ] 
Bestimmung  der  letzten  noch  übrigen  eine  Differentialgleicbii 
von  der  (m-f/i-f^-f- ....)^^"  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlicli 
herstellen.  Doch  wird  man  auch  hier  wieder  vortheilbafter  < 
partielle  Differentialgleichung  -der  ersten  Ordnung  gebraucb< 
deren  in-f/^-f i^-f....  verschiedene  Funktionen  aßy....  unmitteli 
das  allgemeine  Integral  des  vorliegenden  Systems  liefern,  we 
man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  : 
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«s=a»    ß=^b,    y=3c    u.  s.  w. 

«He  m  -f  .p  4-  9  -f  •  •  •  •  —  ^  Differentialquotienten  der  verschiedenen 
•Miogigen  VerSiiderlicben  eliminirt. 

Han  hat  jetzt  gesehen,  dass  die  Integration  eines  Systems 
00  n  Differeutiaigleichungen  beliebiger  Ordnung  jedesmal  durch 
ie  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nog  zu  Staude  kommt,  wenn  nur  eine  einzige  unabhängige  Ver- 
iderlicbe  da  ist,  so  dass  also  jede  der  endlichen  Gleichungen 
8  Funktion  von  nur  zwei  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann, 
oders  verhält  es  sich,  wenn  die  Differentialgleichungen  mehr 
8  eine  unabhängige  Veränderliche  einschliessen,  und  desshalb 
ifeudUebe  Gleichungen  hindeuten,  worin  jedenfalls  mehr  als 
vei  Veränderliche  vorkommen.  Die  partiellen  Differeutialgiei- 
Mingen,  deren  System  dann  zu  integriren  ist,  müssen  eine  ganz 
geqtbOmliche  Beschaffenheit  haben,  damit  die  Aufgabe  mit  der 
itegration  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
ng  in  einen  so  einfachen  Zusammenhang  trete.  In  der  That 
it  eine  solche  Reduktion  nur  für  das  folgende  System  möglich : 

ijii-' 

,  .  dz         dy         dx  * 

u.     s.    w., 

wIb  Übrigeos    ZYX..,.,    TSR....    irgend   Funktionen    aller 
^Vioderlichen   lyx,...^    t$r....   sein  können. 

Denkt  man  sich  da  die  it  endlichen  Gleichungen  in  der  Form 
=0  und  gleichzeitig  die  n  abhängigen  Veränderlichen  tsr.... 
pd  die  m  unabhängigen  Veränderlichen  zyx.,*.  einschliessend, 
•^'ergeben  sich  daraus  die  m  Differentialgleichungen : 

dx      drdtdtdsdvdr          ^^ 
Tz^di  Jz^  dsdz^drdz^ "' 

dt      ^^  ^  ■  ^  l??!  ^  J^  1         A 

rf?/  "*"  dt  dy    ils  dy     drdy^ 

dt       dx  dt^n}jj^  ^i^ ,  ^  ^            _/| 
#?i:  '  didx^dsdx^drdx  * "' 

u.     s.     \v. 
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Multiplizirt  man  dieselben  bcztiglicb  ir.it  Z  Y X...»  und  add 
aU»daiin  Alles,  bo  findet  sich,  weiin  zugleich  RQckceicht gemnÜK 
wird  auf  das  vorliegende  System ,  die  partielle  DiffereutialgleichMi: 

lind  es  niiterliegt  keinoni  Ziveifel,  das»  j'^de  Funktion,  wdci 
hier  an  der  Stelle  von  r  genügt,  zugleich  das  vorliegende  Syste 
befriedigt.  Das  allgemeine  Integral  der  Irifferentialgleichung  ( 
ist  bekanntlich  eine  viillkiibrücbe  Funktion  von  m.  \- n  —  1  verschi 
denen  veränderlichen  Grössen»  welche  einzeln  der  Differeoti) 
gleiehung  1.  Genüge  leisten.  Die  n  verschiedenen  endlich 
Gleiübungen,  welche  dem  vorliegenden  System  ton'  partiell 
Differentialgleichungen  entsprechen ,  zeigen  sich  desahalb  in  ibi 
allgemeinsten  Form  als  eben  so  viele  wiltkührlicbe  Funktion 
derselben  m-y-n  —  1  veränderlichen  Grössen  aßy....  und  sind  dur 
die  .Gleichungen : 

if;i(a/5  y .."..) =0,     i\f>i{cißy  ,,,,)r:=^{iy     i|;3(a /3/ .•..)=0  u. s. ir* 

dargestellt,  worin  die  willkübrllchen  Funktionen  tf/^  '^%  '4^3  ••••  ^^ 
aus  unabhängig  von  einniider  gedacht  werden  können.  Diese 
Gleichungen  werden  fibrigens  durch  eben  so  viele  andere  erleb 
in  deren  jeder  von  den  m^->l  —  1  veränderlichen  Grössen  a/J/.... 
qcx.,,.  irgend  n — 1  fehlen,  da  sich  diese  letzteren  jedesmal  iv 
den  ursprünglichen  Gleichungen  eliminiren  lassen.  Man  fcnw 
desshalb  auch  schreiben : 

Demnach  wird  man,  um  das  allgemeine  Integral  des  vorliegeu^ 
Systems   partieller  Differentialgleichungen  darzustellen,   Irg^ofl 
von  den  m-\-n — I  Funktionen  der  partiellen  Differentialglciclnft 
(a)  willkührlichen  Funktionen  der  m  —  l  übrigen  Funktionen  er  jS 7" 
gleichsetzen. 

2.     Hat  man  z.  H.  die  beiden  Gleichungen : 

dt        dt     ,,  d$        d$ 


$ 


ä^-tj-=o  "oa  s^-tg:^o. 


80  findet  man  zur  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  die  < 
fache  Gleichung: 

dt        dx      ., 
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Maa  genilgt  liier  durch   r=<,    ü  =  i    aod    a'^^t-fii^    und  du« 
algMiaiDe  Istegral  ist  ausgedrückt  durch  die  beiden  Gleichungen 

t=^i(y<+zi)     und     t  =  rj^^iy^  +  ^»)' 

Wenn  die  partiellen  Differentialgleichungen,  deren  System  zu 
integriren  ist,  dem  obigen  Schema  nicht  untergeordnet  sind,  so 
bleibt  nichts  übrig,  als  zu  einer  Elimination  von  abhSngigen  Ver- 
Soderlichen  zu  schreiten.  Dies  fiihrt  aber  auf  partielle  Differen- 
(Ittlgleichnngen  höherer  Ordnung,  die  alsdann  integrirt  werden 
vBniPB« 


V- •  Integration  der    partiellen   Uifrerentiaifrleiehiuiff, 
erster  Ordnung  von  btftaerem  Orade. 

Wenn  die  Differentialquotienten  Zx  und  Zy  in  einer  Gleichung 
inter  höheren  Exponenten  stehen,  so  t^-ird  man  vor  Allem  unter- 
nchen,  ob  die  linke  Seite  der  Gleichung  tlf(zyZxzyx)^s:0  if  das 
Produkt  einiger  Faktoren  zerlegbar  ist,  welche  in  Bezug  auf  die 
.Pifferentialquofienten  nur  von  dem  ersten  Grade  sind.  Denn  wenn 
.des  mciglich  ist,  so  wird  die  vorliegende  Aufgabe  dadurch  auf 
fie  schon  oben  geloste  zurückgeführt.  Man  setze  nämlich  jeden 
Mzelnen  dieser  Faktoren  für  sich  gleich  Null  und  man  hat  dann 
tken  so  viele  Differentialgleichungen  von  der  Form  Xzx-\-  Tzy-siZ, 
worin  Ä  Y  Z  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  or^z  sind.  Das 
allgemeine  Integral  jeder  dieser  Differentialgleichungen  wird  für 
•ich  die  partielle  Differentialgleichung  tlf(zy  Zx  z  y  a;)  =^0  befriedigen.- 

Entwickelt  man  den  Werth  des  einen  Differentialquofienten 
■  >;i  aus  der  Gleichung  '^{zy  zxzy  a[)z=zO,  und  gelangt  man  dadurch 
9L mehreren  Werthen  zx  von  der  Form  Yzy-\-Z,  worin  Fund  Z 
„flimktionen  der  drei  Veränderlichen  i,  y  und  x  sind,  so  bat  man 
tt  mit  dem  so  eben  erwähnten  Falle  zu  thun,  welcher  also  nichts 
weiter  Bemerkensivertbes  bietet.  Wenn  man  aber  durch .  die  Ent- 
^ickeJung  von  Zx  nicht  mehr  zu  einem  Werthe  Vzy  -|-  Z  gelangt, 
Bondern  zu  irgend  einer  anderen  Funktion  des  Differentialquotien- 
teo  Zy,  so  dass  also  jetzt  eine  Gleichung  ZT=^'4>(zyzyx)  vorliegt, 
*o  hat  m^n  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  von  eigentbümlichen  Dn- 
t^rsnchungen  abhängig  ist. 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 
'^'»+Fiy=Z  hat  jedesmal  die  Form  {p(aß)z=:0,  wo  q>  eine 
^lUkfihrliche  Funktion,  a  und  ß  aber  bestimmte  Funktionen  der 
'^«i  Veränderlichen  2,  y  mui  x  sind.     Was  nun  die  partielle  Dif- 
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fereottalgleichuDg  zt^i^(zy2yx)  angeht,  so  Ut  es»  wie. «ich  ii 
Laufe  der  Untersuchangeo  ergeben  wird,  uninSglich,  .das  allgi 
meine  Integral  als  endliche  Gleichung  zwischen  den  Veränderlich« 
z,  y  und  x  aufzustellen  mit  irgend  willkührlichen  Funktionen  t^ 
bestimmten  veränderlichen  Grössen.  (Jeher  die  Katur  der  WB 
kährlichen  wird  man  erst  durch  die  Integration  selber  AobchliK 
erhalten.  Die  allgemeine  Integration  kommt  aber  dadurch  xu  Stan« 
dass  man  diejenige  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  d 
partiellen  Differentialgleichung  und  dem  Differentialquotienten 
aufstellt,  welche  auch  durch  die  Differentiation  aus  dem  allgCTa 
nen  Integral  abgeleitet  werden  konnte.  Denn  wenn  Zy  ak  Vvkw. 
tion  der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  x  bekannt  ist»  so  ergi« 
sich  auch  Zx  als  eine  solche  Funktion  durch  die  partielle  Dlfl 
rentialgleichung  zx  =  flf(xyzyx);  und  das  allgemeine  Integral  c^s 
steht  durch  die  Integration  der  vollständigen  Differentia|gleichiii]g 

dz  =  Zydy  -f-  Zxdx. 

Man  wird  sich  erinnern,  dass  die  beiden  Werthe  Zy  and  i» 
welche  durch  die  Differentiation  einer  und  derselben  eodlidiMi 
Gleichung  entstehen,  in  d^r  Weise  ?ou  einander  abhängen,  dass 
jederzeit  die  Gleichung: 

dz. 


dzy  dzu      dzx  dzx 


erfiBllt  ist  Wenn,  man  den  Werth  Zx=s^(zyzyx)  hier  einsetiC 
so  erhält  man  eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Oi# 
nnng  und  des  ersten  Grades,  durch  deren  Integration  die  vcT 
langte  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  z,  y  und  x  uns 
dem  Differentialquotienten  zy  erzielt  wird.  Man  erhält  die  par 
tielle  Differentialgleichung:  ,- 

dzy       c/tp  dzy  dt^f       dzy d}\)        dij; 

dh'^dTy  ^  +  ^*""^**^3z"—  di^^'d^ 

mit  den  vier  Veränderlichen  Zy^  z^  y  und  x.  Das  allgemeine  Iia 
tegral  dieser  Gleichung  hat  desshalb  die  Form  q>(a  ßy)=sO,  wotU 
a,  ß  und  y  bestimmte  Funktionen  der  vier  Veränderlichen  sind 
welche  der  Gleichung 

dr       d^  dr   .  ^         f/^     ^  dj      fdjb  di[;\  dx       ^ 

an  der  Stelle  von  r  genügen. 

Nachdem  man  den  Werth  <>•  ans  der  Gleichung  9)(«/3y)=i 
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berediBet  hat,  bedarf  es  our  noch  der  Integration  der  volktftn- 
(ttgea  Dilerentialgleichung 

om  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 
^x^=:^{xy  zy  x)  als  Funktion  der  drei  VerSnderlichen  z,  y  und  x 
darzustellen.  Da  übrigens  die  Grösse  ty  im  Allgemeinen  gleich- 
seitig in  den  drei  Funktionen  (tßy  vorkommt,  so  kann  deren  Werth 
ans  der  Gleichung  (p(cißy)=^0  erst  dann  ermittelt  werden,  nach- 
dem man  der  willkfihrlichen  Funktion  (p  eine  bestimmte  Form  ge- 
gegeben hat ;  und  die  Integration  der  Gleichung  (b)  müsste  dess- 
halb  Ar  jedes  einzelne  q>  besonders  vorgenommen  werden.  Nun 
teigt  es  sich  aber,  dass  diese  Integration  durchgeflihrt  werden 
kann^  noch  ehe  die  Grösse  z^  mitHille  der  Gleichung  (pi€tßy)ssQ 
eliminirt  worden  ist.  Nachdem  man  das  Integral  der  Gleichung  (b) 
als  Funktion  der  vier  Veränderlichen  Zyzyx  aufgestellt  hat,  dann 
Ist  die  Elimination  von  Zy  mit  Hilfe  der  Gleichung  {p(a  ß  y)=^0 
der  einzige  noch  öbrige  Tbeil  der  Rechnung,  welcher  fdr  jede 
einzelne  Funktion  ip  besonders  vorzunehmen  ist.  Die  folgenden 
Cntersuchungen  werden  aber  auch  das  Ergebniss  liefern,  dass 
man  nicht  nöthig  bat,  aus  der  Gleichung  (a)  die  drei  Funktionen 
oßy  abzuleiten,  um  damit  die  Integralform  g)(aßy)^=0  herzu- 
stellen, sondern  dass  man  zu  diesem  Zwecke  mit  der  einzigen 
Funktion  a  ausreicht. 

■ 

Dm  die  Gleichung  (b)  in  der  angegebenen  Weise  zu  integri- 
rai,  schicken  wir  die  Integration  fSr  den  besonderen  Fall  voraus. 
Hl  welchem  die  Gleichung  q)(aßy)=:0  in  die  einfachere  a  =  or] 
übergeht,  worin  cr|  als  Beständige  gedacht  wird.  Man  bestimme 
in  dieser  Absicht '  den  Werth  xy  aus  der  Gleichung  a  =  a|  als 
Fonktion  der  drei  Veränderlichen  zyx  und  der  Beständigen  ef|. 
Nachdem  man  diesen  Werth  Zy  in  die  Gleichung 

(b)  dz  =  Zydy  +  ^(zy  zyx) dx 

^gesetzt  hat,    lässt  sich  dieselbe  mit  Hilfe  eines  integrirenden 
^Aktors  in  das  vollständige  Differential 

^Wandeln.    Durch  die  Integration  erhält  man: 

^^  9(tt|)  die  Stelle  der  durch   die  Integration   eingefährten    wi||- 
*uiriichen  Beständigen  vertritt.    Man  hat  diese  Infegralform^  worin 
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die  beiden   nillküfarlichen  Bfftithndigea  ai    und   q3(tri)  Torkorfimeii; 
ein    vollstäiidigeä   Diffvreiitiul    der   piirtielleu    Uifferentiulgleichniig 

ti=:ii\i{iyiy  x)   geuaiHit. 


r.       Man  setze  nun  in  dei 
fi,   die  Funktion  o  ein  nn 

n  yollRrSiidi^eti 
A  differehtiire. 

Integral  m 
Dadurch 

1  die  Stelle  TOD 
entsteht: 

^ 

%- 

Gleichung 

■<p'(o:))  da: 

-   i 

IfUet  und  2U- 

Wenn 

mar.  die 

«Icicb 

^-t 

theilt,  »o 

»ird  die  vorÜeg 

ende  DifferenlJali-leicbj^^^ 

'  Wieder 

umgenu 

ixlelt  in  Ji 

e  oliinet 

fl 

'/'  (U) 

ÜiT=: 

'.,,d,j-\-ii>{i,,i;fa:)Jx. 

W 

wenn  in  der  «lekhung  !y=z'J-:'J,  «eiche  durch  die  Eijt- 
M'itkelung  von  :y  aus  der  (iicichuiig  u  =■  tx^  eu(8lan<Jen  ist,  an 
lue  Stelle  von  «,  die  Funktion  a  tritt,  so  bat  man  offenbar  «ine 
'Ideptiscbe  Gleichung;  vor  sich ;    und  dasselbe  ereignet  sieb  dana 

Kauch  für  die  Gleichnng  ^,(zszyx)-^if_.  Hieraus  folgt  xu- 
nSchst,  dass  man  den  Werth  zg  aus  der  Gleichung  -j  —v'{u)=9 
jm  he&timmen  bat,  nenn  das  Integral  der  Gleichung  (h)  in  der  Form 

ausgedn'ickt  werden  soll.  Da  nun  aher  jene  frühere  Gleichung 
ip(ttßy)  =  0  den  allgemeinsten  Werth  ;,,  liefert,  fflr  nelehen  die 
TollslHndige  Differenlialgleicbun;;  (b)  überhaupt  eine  endliche  Glei- 
ihnng   zwischen   den  drei   Veränderliebeii  t,  y  uud  x    zur  Folge 

Spat,  so  muss  jene  Gleichung  7n,~  ?''f'*)  ~  **  *'*  besonderer  Fall 
in  der  Gleichung  <p(aßj)=^0  enthalten  sein.  Es  nnlerliegt  also 
keinem  Zireifel,  dass  die  Gleichung 

f{zyxa)  =9!(a) 
^ax  lutegral  der  Gleichung  (b)  ist,    für  den  Fall,  da.«c  jene  Glei- 


man  steht  nun  auf  dem  Punkte,  einzusehen,   dass  durch  dieselbe 
endliche    Gleichung    da^    Integral    der    volUtilndigen    Differential- 
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l^lcidiang  (b)  auch  dann  noch  ausgedrückt  ist»  weon  der  Wertfa 
Zy  aoB  der  aHgemeinen  Gleirhnng  qi{aßy)^Q  gezogen  wird.  Deeo 
setzt  man  abkürzend  f(2y  xa)=^ß,  so  lässt  sich  jene  Gleichung 
ßz=:tf>(u)  auch   in   der  Form: 

<p(ctß)=0 

anschreiben,  da  man  durch  die  Entwickelung  von  ß  hieraus  wie- 
der die  Gleichung  ß=zq}(tx)  ableitet.  Wenn  man  aber  die  Glei- 
chung (p(a  ß)  =0  nach  a  differentiirt,  um  durch  dieselbe  Betrach- 
tung wie  vorbin  diejenige  Gleichung  zu  erhalten,  woraus  Zy  bestimmt 
werden  müsste,  damit  (p(et  ß)=zO  das  allgemeine  Integral  derGlei- 
dinng  (b)  darstellt,  so  entsteht: 

ä^       dqp  dß 
da  +  äß  £/«  —  "• 

m  .       dß 

IMao  bezeichne  die  Funktion  zr  durch  y,    und   es  ist   offenbar^ 

dass  sich  die  vorliegende  Gleichung  als  vrillkfihrliche  Funktion  der 
drei  veränderlichen  Grössen  a,  ß  und  /  auffassen  lässt,  und  also 
identisch  sein  muss  mit  dem  allgemeinen  Integral  ip(aßy)=20  der 
CHeiehung  (a).  Man  hat  somit  die  allgemeine  Gleichung  q>(aßy)s=:0 
9MB  der  einfacheren  azizui  unmittelbar  abgeleitet,  und  man  siebt 
aach  ein,  dass  die  Gleichung: 

1d  der  That  als  ellgemeines  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung zx=^'^(zyzya:)  angesehen  werden  darf,  insofern  man  zur 
Elimination  des  Differeiitialquotienten  Zy,  welcher  dort  noch  eine 
iStelle  findet,  die  Gleichung 

gebraucht.  Diese  Elimination  kann  übrigens  erst  dann  ausgeführt 
v^erden,  nachdem  die  willkührliche  Funktion  (p  in  eine  bestimmte 
fibergegangen  ist.  Da  Zy  nur  in  der  Funktion  a  eine  Stelle  findet, 
>o  versteht  es  sich,  dass  die  Elimination  von  Zy  mit  der  von  a 
zusammenfallt.  Man  kann  de>shalb  auch  sagen,  dass  das  alige- 
^eine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  Zx  ^=  "ipizy  z  y  x) 
^U8  den  beiden  Gleichungen : 

//*  ' 

f(zya:a)  =  (p(a)     und      ^-=zq>\a) 

durch  die  Elimination  von  a  gewonnen  werde. 

Wenn  es  übrigens  nicht  gerade  darauf  ankommt,   denjenigen 
^erth  der  Veränderliehen  z  zu  bestimmen ,  welcher  zweien  gege- 
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inderen  Veräntlerlichen  y   i 
erlangt  wird,  dass  man  dii 


iid  i 
jedesmal 


benen  Weethen  der  beidei 
spricht,  sondern  n'enn  nur 

zusatnmengehüri^ren  Werthe  z,  y  und  x  auretellc,  so  bedarf  es 
nicht  einmal  der  Elimination  von  tc.  Man  denke  sich  dnun  die 
Crosse  a  und  zugleich  irgend  eine  von  den  drei  Veränderlichen 
I,  y  und  X,  ettra  x,  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen. 
Die  zugehörigen  Werthe  der  beiden  anderen  Veränderlichen  t  und 
y  berechnen  sich  dann  aus  den  beiden  Gleichungen: 


n^yx") 


=  9(«)     w"d     ^  =?>'(«)■ 


Ü 


Man  sieht  jetzt  ein ,  dass  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentiiilgleicbung  i,  =  i^(ij  i  y  rr)  auf  die  Bestimmung  eines  »oll- 
ständigen  Integrals  zurtick kommt.  Es  ist  aber  nicht  nothneodig, 
dass  das  vollständige  Integijyl  aul'  dem  oben  angegebenen  Wege 
mit  Hilfe  der  Gleichung  (a)  erzielt  iverde.  Die  Integration  der 
f)arliellen  Differentialgleichung  Zi ^=  \l^(z^ t y x)  nird  manchmal  we- 
sentlich abgekürzt,  indem  ee  gelingt,  auch  ohne  die  Hilfe  der 
Gleichung  (a)  ein  besonderes  Integral  der  partiellen  Differentisl- 
gleichung  anzugeben,  worin  zwei  fvillkührliche  Beständige  «i  nud 
qi{cii)  vorkommen. 

1.  Es  sei   i,=M-s)- 

Man  findet  hier  ein  vollständige« Integral  in  der  Form  i^By-f^ßx+j,^ 
'  woriti  a,  ß  und  .y  Beständige  siud.     Denn  setzt  man  dies  ein,   M 
bleibt  ß  =  it'(,a),  so  dass  also  a  und  y  >villkiihrlich   bleiben.     Mas 
setze  nun  y=:tp(a),  und  das  allgemeine  Integral  der  obigen  Glei- 
chung ergiebt  sich   durch   die  Elimination  von  a  aus   den    beiden 
.Gleichungen; 

i  =  tty  +  X'^ia)  +  <p{a)     und    0  =  y  +  x^' (et)  +  >p' (a). 

2.  Es  sei  nun  i"(l  +  i,»+is*)  =  ««. 

Zur    Berechnung   von   o    findet    sich,     da    i 
ist,    die  Gleichung: 


,  rft        dl , 


'"'  -  •  ¥x-^'y^+{h  -•)  7n  -  ^  ^=**- 


Uan  genügt  durch  die  einfachere: 

und  diese  führt  auf  das  vollstSndigo  Dlfferealial 
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2y       a 


^-I 


2« 


9*  'VT 

W^    Integration  liefert  «es — ?=j— r=    >,-ü_.     Man  hat  aI«o 

^   z* 

*y  ^==^ f  und  die  Gleichung  (b)  zeigt  sich  in  der  Form: 

C»»;)  <fi  = (ad},  +  V^I  -««.Ar). 

*"^llt  man  durch  ,  und   nimmt  man  sin«  anstatt  «,  so 

hA€    man  das  vollständige  Differential: 

r^  -  =  sina.cZty-f  cosa.ciar. 

V  a*  —  2* 

Duroh  die  Integration  entsteht: 

.  V  a* — 22  +  ysina  +  a:cosa=:  ^(a), 

uid  das  allgemeine  Integral  ist  ausgedrückt  durch  die  beiden  Glei- 
diiingen 

V\i« — z^-f^sina-|-arcoscr=:9}(a)     und      ycosa  —  X8iuaz=:g)'(a), 
3.    Es  sei  noch  y(zx'^  +  Xy*)  =  zxy. 

Man  findet^  da  hier  ix=^  V  — — 2^^   ist,    zur    Bestimmung 
vcHt  ce  die  Gleichung: 

(a) 

22«  €ty 

Iwin  genügt    derselben   durch  « =  ~^.     Daraus    folgt    2y  =  -=-> 

^nd  die  Gleichung  (b)  ist: 


aydy  .  4/"        a^w*  , 
i/2  =  -^  +  \  a-^^dx. 


^erlauscht  man   darin  V^  gegen  a,  so  findet  sich  das  vollstSn- 
^■8e  Differential: 

V^2«  —  «V 


dß     ,dß  /da     ^rf«\ 

dß     ,dß i,_-,fd<t      ,  da, 

dt*'^d^ 


=  "'<">  (5:*'  +  ^) 


ergeben.  LSsst  man  die  willkiihrliche  Funktion  tp  in  eine  nill* 
kuhrlicbe  Beständige  c  übergehen,  so  hat  man  offenbar  zwei 
Werthe  2^  nnd  zx  von  derjenigen  Allgemeinheit,  wie  sie  nach  der 
oben  gegebenen  Vorschrift  in  die  vollständige  Differentiaigiei* 
chung 

(b)  dz  =  Zydtf  +  zxdx 

eingesetzt  werden  milssen,  um  daraus  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  Xzx  +  Vzy  =  Z  ableiten  zo  können. 
Die  vorliegenden  Werthe  Zy  und  xx  wandeln  die  Gleiehnng  (b) 
um  in: 
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Durch  die  Integration  entsteht: 

V  2*  —  a*y^  =  aa;  -|-  9)(a). 

Das  allgemeine  Integral  i^üt   demnach  ausgedrCckt  durch  die  bei- 
den Gleichungen: 

Vi«— aV=«^  +  9(«)     «nd      0^2 ^  ^j« _ «9^2 . (x  +  ^'(a)) =0. 

Es  ist  unmöglich ,  eine  endliche  Gleichung  zwischen  den  Verän« 
derlichen  z,  y  und  x  anzugeben  mit  irgend  willkfihrilchen  Funktio- 
nen bestimmter  veränderlicher  Grossen,  so  dass  dieselbe  das  al-  / 
gemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  z=^(2y2  3f') 
darstellt.  Denn  das  allgemeine  Integral  hat  hier  zwar  die  Fora 
ß=z(p(a)9  wo  ß  eine  bestimmte  Funktion  der  Veränderlichen  zyx 
und  von  a  ist ;  allein  die  Grosse  a  ist  nicht  eine  bestimmte  Funk- 
tion der  Veränderliehen  2,  y  '"^^  ^>  sondern  von  der  willkflhrii- 
chen  Funktion  (p  selbst  abhängig,  da  dieselbe  ans  der  Gleichinig 

-p  =  (p'(oc)  ZU  berechnen   ist.     Die   Methode ,  woniach    man  die 

partielle  Differentialgleichung  Zx  =  ^(zyzyx)  integrirt,  ist  übrigeai 
allgemein  gültig,  und  muss  desshalb  auch  auf  die  Gleiehuif 
Xzx+  yzy  =  Z  anwendbar  sein.  Es  ist  nicht  schwer,  dasjenige^ 
was  man  von  dem  allgemeinen  Integral  dieser  partiellen  Dilb* 
rentialgleichung  weiss,  mit  den  so  eben  gemachten  Bemerkungen 
In  Einklang  zu  bringen.  Da  es  nämlich  feststeht,  dass  das  allge- 
meine Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  Xzx  i-  Yzyzsf 
in  der  Form  ß  =  (p(a)  auftritt,  worin  a  und  ß  bestimmte  Funktie* 
nen  der  drei  Veränderlichen  2,  y  nnd  x  sind,  so  müssen  sM, 
wenn  es  auf  die  Bestimmung  der  Werthe  Zj  und  Zy  ankommt,  die 
beiden  Differentialgleichungen 
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md  darch  die  Integration  eotsteht  |?  =  ac -f  ^(c). .  Das  allgemeine 
Integrat  der  partiellen  Differentialgleichung  Xix^  Yty'=z  Z  lässt 
sich  demnach  durch  die  beiden  Gleichungen: 

/J=:ay+9(y),     und     Ä  +  9'(y)=0 

usdrdeken.  Die  Elimination  von  y  zeigt  sich  hier  unabhängig 
voD  der  besonderen  Beschaffenheit  der  willkuhrlichen  Funktion  9. 
Denn  ans  der  Gleichung  a  +  9'(y)  =  0  folgt  offenbar  y=:/(ft).- 
W^nn  man  dies  in  die  andere  Gleichung  |?=ay  4-9(7)  einsetzt, 
M  gelangt  man  in  der  That  zu  jener  einfachen  Integralform 
|l=9>(tt).  Worin  a  und  /3  bestimmte  Funktionen  der  Veränderli- 
ckeb  2,  ^  und  o;  bezeichnen. 

Bei  der  Bestimmung  des  Differentialquotienten  Zy  als  Funktion 
der  drei  Veränderlichen  Xy  y  und  x  ist  man  in  dem  Bisherigen 
m  der  Voraussetzung  ausgegangen,  dass  der  Differenttalquotient  zx 
W der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichung  t/;(2:yZxzyj:)=.0 
■dk  entwickeln  lasse.  Wenn  nun  aber  dies  nicht  muglich,  oder 
Wi  nur  in  einer  unbequemen  Form  zu  bevrerkstelligen  ist,  so 
labe  man  eine  Gleichung  t=:0  auf  als  Funktion  der  Veränder- 
NIki  und  der  beiden  Differentialquotienten  Zx  und  Zyy  so  dass 
A beiden  Gleichungen  if;=:0  und  r  =  0  vorliegen,  wenn  es  auf 
ff.Bestimmung  der  beiden  Differentialquotienten  ankommt  Was 
m  die  Funktion  r  betrifft,  so  ergiebt  sich  diese  wieder  aus  ei- 
MT  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
«Uten  Grades.  Denn  die  Differentiation  von  r  =  0  liefert  die 
^deo  Gleichungen : 

dz  fdzy\       (h  /dzx\      ^dt\  _  ^ 
dzXdy)^dzx\dyJ^\dy)-^' 


d^ 

dZy 


\jä)^  dzx\itx)^\dx)^^' 


Mdejm  man    abkürzend    ^^2;^+ t- =  (  1- 1 »     ^z, -f-^  =  f^^ 


dt  fdx\ 

dx        \dx) 

ii*8;w.  setzt.'  -Ebenso    gjebt    die  partielle    Differentialgleichiing 

♦  ^0  die  beiden: 


d±(d^  ,  d±(d^      /dnr\  __ 

dzyUyJ  ^  dzXdyJ  +  \dyj  ""  "' 

d^/dzy\      d^lf/dzx\      fd'\\}\ 

dzy\dx/      dzx\dx/      \dxj "~ 

l'heil  XXX  JJJ.  ,  \i 
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Wenn  man  daraus  zunächst  die  Differentialqaotienten  I^J 
f  ^J  eliminiffty  so  behält  man  die  Gleichungen: 

dz^  dzs'^  dz,  d^AdgJ  +  dzXdyJ      W/^  " 

(^  Ä      d^  ^ V^^  M  ^^—\  —  f^^—  —  H 
«fei  dzy  ■"  if ^  dzj\dx)  ■*"  dzs\dxj      \dxjdz^  ~  ^' 

Mit   Rficksieht    auf  die    Besiebuog   T^J  =  C^y    •^^  * 
man  durch  die  Addition: 


dip /dx\  ^  d'^  fdx 
d%x\dx 


\.d^(dx\      (djr\dx^      (^t^^  —  a 
J  +  dt^  Kdy)  "Kdxjdz:,''  Kdyjdt^  -  "' 


oder  auch,  indem  man  die  Werthe  (^"jf^^)*^  wieder  eins! 
die  Gleichung: 


d'p  dx      dj;  dx       /d^         rftfr    \dx 
^"^^  dx,  dx  +  rfiy  rfy  +  ydis^^^dT^^J dz 

(d^  d^\  dx        fd^  di^\  dx 

'3^''''^  dxjd^^Kdi^^  dnJdx^ 


=:Qr 


Daraus  ergiebt  sioh  jene  Cf  leichuog  t=iO,  welche  in  Verbind 
mit  der  Gleichung  '4^  =  0  zur  Darstellung  der  beiden  Differefl 
quotienten  Zx  und  Zy  zu  Terwenden  ist  Man  sieht  auf  der  St 
dass  man  durch  t^'^;  genügt.  Wenn  man  die  Luaung  tp 
benutzt,  um  den  Differentialquotienten  Zx  zu  eliminiren,  so  ko 
man  wieder  auf  die  Gleichung  (a),  ^t  man  sich  oben  zur 
Stimmung  Ton  z^  bedient  hat.  Man  braucht  aber  nicht  grade  d 
Elimination  Torzunehmen,  um  zu  einer  zweiten  Funktion  x  za 
langen,  welche  der  Gleichung  (c)  genügt  Es  kann  Torkomi 
da89  diese  Elimination  unausföhrbar  ist»  oder,  dass  wenigs 
^ne  zweite  Funktion  r  =s  ce  Tortheilhafter  auf  andere  Weist 
der  Gleichung  (c)  abgeleitet  wird.  Nachdem  man  die  Wc 
Zx  und  Zy  aus  den  Gleichungen  ^  =  0  und  «  =  %  heteehnel 
erhält  mau  durch  die  Integration  der  Tollständigen  Differei 
gleichung : 

(b)  d%  ^  t^r/j  -|-  zxidx 

eine  Gleichung  /(«yarcv|)t=«9»(«r^).    Das  allgemeine  Integral  der 
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MÜ^ii  INffereiitialgleichimg  if>(cyi«x|f;r)c=  0  aber  Ut  wieder  das 
^sylt^  der  EBmiDatiaii  von  a  zwischen  den  beiden  Gieiphungen: 

df 

fizffxu)r=q>(fi),    und     ^  =  ^(«0. 

4.    Es  .eei  (df*+,v*)(r4r*+V)  =^  *^ 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion   ir  Ton  z  ünäbhän- 
;i^  s^^  hat  man  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung : 

(c) 

Ihn  genügt  aber  durch  a=zoszy — yz».    Daraus  folgt  zx=: — . 

^enn  man  dies  in  die  partielie  Diferentialgleidhutig  einaetziy  so 
lat  man  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  Zy,    Man  findet: 

aar  +  V^l— a^.y  ,  — tty  + Vi— a*.ar 

^=       ^M^      ,   und   zx  =  -^       ^^:j:p 

I  > 

ifortauscht  man  a  mit  sina^  so  bat  man  die  vollständige   Diffe^ 

imtialgleichung: 
-.  ,  ydy-\rmdx  .    ,       äcdy^^ndst 

(b)  &  =  C08«.g-|ä^,-H-«lD«.       ^^^F' 

hfaos  findet  man  als  allgemeines  Integral  '4er  partiellen   Diffe- 
pfialgleichung  die  beiden  Gleichungen: 

2  =  cosa.?V^y*+4?*  +  sini.arctg^  +  g>(ö) , 


I.  ■ 

;r 
■  { 


u 


sin  a.  /  Vy*+a?*  ==  cos« .  arctg  ^  +  q>'{a)* 

'Man  weiss^  dass  die  Integration  einer  partiellen  Differential- 
iMdbiing  des  ersten  Grades  wesentliche  Erleichterungen  erfährt 
IWfii  die  geeigneten  Transfonnationen  oder  durch  die  Einfiihruog 
iia  äeimn  Veränderlichen,  welche  als  Funktionen  der  vorkom- 
■Mea  Veränderlichen  gedacht  werden.  Dies  gilt  also  auch  für 
h  Gleichung  (c).  Was  die  Wahl  der  neuep  Veränderlichen 
betrifft,  so  geben  darüber  die  früheren  Untersuchungen  be« 
^rnmte  Vorschriften.  Ich  will  noch  ein  anderes  Hilfsmittel  der 
hatnrfermation  angeben,  was  gerade  hier  einen  besonderen  Vor- 
M  bietet,   wo  es  schliesslich   jedesmal  darauf  ankomvit,   die 


Inlegrallim  der  parliellen  DfffereniialglelchiifigeK 
beiden  Differentialquotienten  i^  und  x,j  als  Funktionen  der  Ver 


derlicbei 


r  darzustellen.     Man   setze   nilmlich    eine 


wisse  Funktion  der  in  der  partiellen  Differeiltialgleichung  ^  = 
vorkoninienden  Grüssen  einer  neuen  Veränderlichen  s  gleich;  n 
bilde  also  die  Gleichung  f{i.jiriyx)=!i,  in  der  Welse,  dass 
beiden  Differentialijuotienten  :,,  und  i«  ohne  Anstand  au8  ( 
Gleichungen  1(1=0  und  f{tyz,iyx)  =  ii  als  Funktionen  von  i 
und  von  i  entwickelt  werden.  Es  triflFt  sieb  dann  gewühnli 
dass  jene  Annahme  /=«  auch  der  Integration  der  Gleichung 
lorderlich  ist.  Um  diese  Gleichung  darnach  umzubilden,  se 
man  die  beiden  Werthe  iy  =  ^,(*iy3:)  und  it  =  '^i{ttyx)  in 
Gleichung: 


,  'i-s 


ihi 


md  es  entseht  zur  Bestinin 


-%  + 


ily 

t  die  Gleichunj;: 


Nachdem  man  ein  besonderes  Integral  o  =  ai  aufgefunden  i 
erhält  man  das  allgemeine  Integral  aus  der  vollständigen  Dl 
rentialgleicbuog: 

di  =  1//,  (s  I  y  x)dg  +  i/fa(j  =  y  'e)'i^> 

wann  der  aus  der  Glichung  d  =  o,  gezogene  Werth  t  einzusetzen  '» 

5.     Es  sei  nun  y»i«"— 2iji,is  +  (l— 5»)*s>  =  y*. 

Man  nehme  hier  <  =  ~-    Dadurch  entstehen  die  beiden  Werth 


V^y2-23:ys  +  (l-yV 


und 


g^ 


Vy^-aj^ys  +  CI-y»), 

«etzung,   dass   die    Veränderliche  i  in  a  nicht  v( 
komme,  schreibt  man  zur  Bestimmung  von  t  die  Gleichung: 


(C)  y*(y—,r,)^ 


Man  genügt  dersellien   durch  a  =  ^,   oder  s=-.     Man  gelangt  < 
zu  den  beiden  Werlhen;  [ 


2s  = 
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a  _  y 


^P  ^       ^  ,  ~,      und   >  Zu  =  —r-  y 

wd  dann  zu  dem  vollständigen  Differential: 

Durch  die  Integration  entsteht  z  +  V^a* — 2aa:-|-l — y*  =  9>(a);  und 
das  allgemeine  Integral  ist  ausgedrückt  durch  die  beiden  Glei- 
chnngen : 

z  +  V^a«—2aj?  + 1—3^2  =  (p(ci) , 
and 

a— .a;  =  9'(a).  V^a*— 2aa:  +  l — y^. 
6.    Es  sei  zix  =  (yi*  +  j?%)  (xy  +  V"zy*  —  t**). 

Man  nehme  hier  «  =  -^  +  Y  f^j  —1.     Daraus   folgt    dann 


!i  _  **+! 


^     >  und  dies  führt  auf  die  beiden  Werthe : 


1^ 


(*+p^ 


Alan  findet  unter  der  Voraussetzung,   dass  a  von  z  unabhängig 
Sei,  zur  Bestimmung  dieser  Funktion  die  Gleichung: 

(c)  ('-p'(^d^-*^)i+%+»<-,5^-^;=o- 

A4  an  genügt  derselben  durch  a-=y-i-sx  oder  i= -f  und  man 

gelangt  dadurch  zu  den  beiden  Werthen: 


1        (a  — 3^)  («2—^2 + Ä«) '  z  ■"  a«  —  2^«  +  a: 


*^ie  vollständige  Differentialgleichung: 

dz        dy  "^ydy  2xda;       ^ 

^öhrt  auf  die  endliche  Gleichung:  «*— 2/^  +  ^*  =  9W-^(«— y); 
^ftd  das  allgemeine  Integral  ist  ausgedrückt  durch  die  beiden 
Gleichunffen : 


I 

I 
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=  VM.    «»d    '.,/.:.,,.    =T'(»)- 


.(«-j)     -""' "      .(.-s)' 


1 


Wenn  die  Entwit-kliing  einer  der  beiden  DifferentialquntifiifC 
aua  der  Gleichung  i|i(ty  :j  tj^)  =  0  nicht  gut  ausgeführt  werde 
kann,  und  neun  eich  dann  eine  einfachere  Funktion  f  Gnde 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  man  den  einen  Uifferentia 
qunlienten  ohne  Anstand  aus  der  Gleichung  f(ii,ztiyx)-=»va 
wickelt,  so  kann  es  vorkomraen,  dass  dadurch  die  partielle  Ui 
ferentialgleichung  die  Form  ■^i{s  zyx)-=Q  annimmt.  In  diesei 
Falle  wird  man  mit  Vortheil  den  folgenden  Weg  einschlagei 
Man  entwickle  den  Werth  z-^i^[i  y  x)  aus  der  Gleichung  '^|^=:( 
und  btde  daraus  durch  Uifferentiiren  die  Werthe:  ^^ 


und    Ji  = 


ds"^dx- 


■    Mt 

Man  setze  nun  die  Wertbe  i,  ly  und  Zi  in  die  Gleichung  /= 
eltt.  Dadurch  gelangt  man  zu  einer  partiellen  Ui  fiteren  tialgleichn-] 
/i{»i,*x*y  a:)  =  0,  welche  nach  den  früheren  Regeln  ^ch  im 
griren  lässt.  Da  nünilich  der  Werth  ti  der  Voraussetzung  da 
ohne  Anstand  aus  der  Gleichung  f=s  entwickelt  wird,  so  ka 
dasselbe  auch  für  den  Differenliahjuatienten  ix  geschehen,  inli 
man  sich  der  Gleichung: /"((jj  ij*j  a;)  =0  bedient.  Nachdem  m 
das  allgemeine  Integral  der  letzten  Gleichung  aufgefunden  li 
bleibt  nur  noch  übrig,  die  Grüsse  t  mittels  ^|(ji^x)^0  zu    fl 


-)ax  +  ili(s),  nachdem  man  abkfirzead 


geaettt  hat. 

Man  bilde  aus  der  vorliegenden  Differentialgleichung  die  bei 
den  Werthe: 


2j,  =  ((I  -  hox  +  ^-(s)) ,^  +  ü(s  +  \). 


«+iäS 


Um    dieselben   in    die   Gleichung  i{zy  +  a)^ii  —  Vi,*  +  i^ 
eiDznfiihreri,    schaffe    man   hier    vorerst  die   Wunielgrüsse    vttf 
Man   erhält: 
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**(%  +  o)*— 2M«» + a)  =  2y«— a« , 
oder  auch  4  Dachdem  man  mit  s{iy  -h  o)  getheilt  hat,  die  GleichuDgi 

Wenn  man   oun  aber  die  Werthe  Zy  und  zx  einsetzt,  ao    erhSit 
nao  die  neae  Gleichung: 

dl  Id* 

^di-^'--?dy  =  ^- 

Das  allgemeine  Integral  zeigt  sich  in  der  Fom: 

1 

%  +  (*— -)^  =  9(*)' 

Das  allgemeine  Integral  der  ursprOnglichen  Differentialgleichung 
tber  ist  dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

22  =  (»  + -)aar  +  tf;(s) 

2y  +  (i  - -)aa:  =  9(s). 

Oftmals  ist  es  vortheilhafter,  sogleich  in  der  partiellen  Diffe- 

fMialglelchung  ^(2yz«zjf  ar)=0  an  die  Stelle  von  z,  y  und  a;  an- 

Jtftt  Veränderliche  einzusetzen ,  indem  man  diese  als  Funktionen 

i^OQ  2y  y  und  a;  so  zu  bestimmen  sucht,  dass  die  transfortoirte 

Gleichung  den  bis  dahin  gestellten  Anforderungen  entspricht. 


8.    Es  sei  Ix — 2y  =  Via«  +  (ix  +  Zy)^ .  tp'(a:— y). 

Man  setze  hier  an  die  Stelle  von  y  und  x  die  neuen  VerSn- 
^^Yüchen  v=^x-\-y  und  t«  =  j: — y.    Dadurch  entsteht: 

Zy'=^Zv  —  Zuy      und      Zx  =  Zi;  +  2tt, 

'^^«n  eilriUt  die  neue  Gleichung: 
^vr  Bestimmung  von  zo  hat  man  hier  die  Gleichung : 


,,  yf^T^^dx         dt         dt 

Man  genügt  durch  tt  =  2v,  und  hat  desshalb  die  vollständige  Dif- 
ferentialgleichung : 


256    Weiter:    JntegmUon  der  partiellen  DifferenUatgleichungen 

Das  allgemeine  Integral  ist  ausgedrückt  durch  ^ie  beiden  C 
chungen: 

'  z  =  ar  -f  Va«  +  ««.•!/;(«)  +  qp(a) , 

9.  Es  sei  zj  —  2;^  =  (^x  +  2y)*(^zx — ^fv)» 

Man  setze  wieder  anstatt  y  und  an  die  neuen  Veränderlu 
v^^x-jry  und  u=zx — y.     Daraus  folgt: 

Zu  =  2ri,*(i?Zii  +  f«!,). 

Daraus  entwickle  man  den  Werth 

_     2uzv^ 

Zur  Bestimmung  von  Zv  erhält  man  die  Gleichung: 

(a) 

(l-2«.>)»^^2«z..(3-2.z.«)J;-4«z„4^  +  4,«.»^^  =  0 

Man   genügt    derselben    durch    cl^=:z  —  —    oder    z»  = , 

"      •  %v  z  —  er 

man  findet  so  die  vollständig^  Differentialgleichung: 

(Z'^a)az'-'dv — ; r« — öT  =0. 

^         '  (2— a)^  — 2t? 

Das  vollständige  Integral: 

((j_  a)2— 2i?)C2(z  —  a)c/z  —  2dv)-'iudu  =  0 

führt  auf  die  endliche  Gleichung:  ((z-a)«— 2t?)«  — 4m2  =  ^ 
Und  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Dlfferentialgleichan§ 
dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

((z  —  a)a  —  2t?)«  -  4t*«  =  (p(a) , 
((z  — «)«— 2t?)4(2  — a)  =  (p'(it). 

10.  Es  sei 

1   =  ^Zy  +f  Zx  +  COSnV    1  +?^  +  5  •  V^l  +  Zy^  +  Z;r«. 
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Mao  bringe  hier  an  die  Stelle  von  z,  y  und  >  drei  neue  Ver- 
änderliche, iDdem  man  setzt: 

zzsrcosO',    y  ^irsind-cosSt    a:  =  rsin'9'sine. 

Um  die  neuen  Veränderlichen   in  die  Differentialgleichung  einzu- 
fiShren,  schreibe  man  dieselbe  vor  Allem  in  der  Form: 

dt        dt         dx 

= cos«  v^z^+p+F- Y(J)%(|)%(0. 

Da  nun  r  als  Funktion  von  r,  e  und  d^  auftritt,  so  hat  man: 

dt       dt  dr      dt  dB       dt  dQ'  ^ 

dz       dr  dz^  de  dz  ^  dd-   dz  * 

dt dt  dr      dt  de      dt  dd' 

dy       dr  dy^  de  dy'*'  dd'  dy  \ 

dt  ^_  ^^  ^»^  ,  ^"p  ^ß       dt  dd" 
•        dx       dr  dx^  de  dx'^d^dx' 

Um  hier  die  neuen  Veränderlichen  einzuführen,  schreibe  man: 

r=  Vz^^y^^x^y    tg£  =  ^,     cosO-rs*. 

I^araus  entsteht  durch  Differentiation: 

dr       z  *      «  .      «to       t»      1 

^  =  ;-  di  =  ^'  «'»*&=r-»-f' 

dr       y  \       de  x  .      d^       zy 

dy       r       co&H  ay  y^  ay        r^ 

dr       X  \      de       \  ,    ^dd'       zx 

-j- =  —  ;     — 5--!-=—;  sin-ö-T— =  — 

ax        r       cos  ^€  äx      y  dx        r 


8 


^an  transformire  zunächst  die  linke  Seite  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung, und  bilde  desshalb  die  folgenden  Ausdrücke: 

dr         dr         dr 

di         ds  ds 

'-d-z+yd^+''di=^' 

d^         dd'        d&      ^ 
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Um  aach  die  rechte  Seite  zu  traosformireDy  bilde  mao  weiter: 


^=0, 


/(Cfry    /*lV    /'^V^i  dr  dt_      dr  dB       dt  dB 

\dx)  ^\dy)  +VW  ""*'  55  c/z+e^^  +  i/a:  Ar 

/*y     /*V     /'^^V L ^^^      dr  da     dr  d^_ 

\^J  '^ydyj  +V^/'"rVm«^'    dz  dz  +2^  ^^  rte  rfa?"""' 

V&^y  +V^y  ""^U^/  ""r«'  *|rf«  ^dydtf  +  dx  da"^' 

Man  gelangt  eo  zu  der  transformirten  Gleicbang: 

Nimmt  man  l^er  r  als  die  abhängige,  b  und  >&  als  die  unabbSngi« 
gen  VerSnderiicben  an>  so  hat  man': 

Um  nun  den  Differentialquotienten  r«  als  Funktion  der  VerSndcr^. 
liehen  r,  6*  und  ^  darzustellen,  bilde  man^  indem   man  abkfi^ 

cbung  zur  Bestimmung  von  r«  zeigt  sich  dann  in  der  Form: 

(a) 
T^dr.     Tt     är  .    j.  .dr  _    ^      dr 


V 


'^-£^d+^i+''^£+''*"'w.'^^' 


Man  genügt  derselben  durch  eec::— .    Dsh'Imis  folgt  aberress^v; 
und  man  hat  die  vollständige  Differentialgleichung: 


(b) 


Nimmt  man  nun,  um  den  irrationalen  Ausdruck  zu  integriren,  V9tr 
erst  8in^  =  ti>  so  hat  man; 

Nimmt    man    weiter    —^ sr-  =  tJ^,  so  bat  man  tflzzz    >  ,  ;a* 

Desshalb  ist: 


V' 
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cSti9 — a^  du        tMv         p^o äMv         t^dy 

1-1««    IT  ""  a«H  »«"^o^  +  t?«""  a*  +  r«"' ««  +  ©«* 


ie  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichung  giebt  dess- 
edb: 

Ir  =  ae  +  a.  arctg-— a.arctg  -  +  q>(ju). 

Venn  man  dies  nach  a  differentiirt,  so  entsteht,  weil  auch  v  eine 

««  +  »* 
^onktion  von  t»,  and  zwar    3,0  =  sin^^  ist,  die  Gleichung: 

0=«  — arctg-  +  9'(a). 

ian  setze  diesen  Werth  €  in  die  erstere  Gleichung  ein,  und  bringe 
tngleicb  an  die  Stelle  von  v  die   Veränderliche  ^,   indem  man 

»  = ^ schreibt,    und   das  allgemeine    Inteffral  der 

cos  d'  00 

pirtiellen  Differentialgleichung  ist  ausgedrfickt  durch  die  beiden 
GW^bongen: 


,    Va*sin«^-a« 
e  =  arc  tg -^ 9  («)• 

Denkt  man  sich  hier  ^  und  a  als  die  unabblogigen  VerihiderR* 
dien,  so  ergeben  sich  die  gleichzeitigen  Werthe  r  und  e.  Wenn 
feler  die  zusammengehörigen  Werthe  r,  e  und  ^  bekannt  sind,  so 
biet  man  die  zusammengehörigen  Werthe  der  ursprünglichen 
Vcütoderlichen  aus  den  Gleichungen: 

:;=rrcos^,    iy=:rsin^cose,  ^c=rsindsine« 

Riehdem  man  das  aligemeine  Integral  der  partiellen  Dlfferential- 
SlcMittng  'ip(xyZxzyx)=^0  aufgefunden  hat,  kommt  es  daratif 
te»  alle  möglichen  Funktionen  anzugeben,  wodurch  man  dersel- 
Hn  genügt,  weim  man  die  abhängige  Veränderliche  daraus  eil- 
Aänlrt  Vor  Allem  vergegenwärtige  man  sich  diejenigen  Rech- 
iHi0g8operationen,  wodurch  man  die  partielle  Differentialgleichung 
Vu  dem  allgemeinen  Integral  wieder  ableitet.  Das  allgemeine 
litegftil  ist  hier  ß=zq)(a),  wo  ß  eine  bestimmte  Funktion  det  drei 
VtriBderlichen  z,  ^und  x  und  einer  Veränderlichen  a  ist,  welche 
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aus  der  Gleichung  -r-  =  g)'(ct)  berechnet  werden  rouss.    Ma»  bilde 

daraus  die  beiden  Gleichungen: 

■•  ■  « 

dß      ,dß^/dß        ,,  A/rf«      ^da\       . 


+(£-H(£-+S=o. 


dß      »dß^  fdß        ,,  \fd^       ,  da 


dß 
welche  aber,  da  ^— 9'(«)=:0  ist,  übergehen  in  die  einfacheren: 

*•  di'^y^dy"^' 

und 

dz  '     da;         '  . 

Durch  die  Elimination  von  a  erhält  man  daraus  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung. Die  Grösse  a  in  dem  allgemeinen  Integnl 
ß  =  fp(ci)  kann  aber  auch  als  Beständige  gedacht  werden,  so  6m 
also  (p(a)  einer  zweiten  willkührlicben  Beständigen  gleichkommt; 
und  es  versteht  sich ,  dass   dann  die  vorhin  zur  Berechnung  dei 

veränderlichen  a   benutzte  Gleichung -r- r=  ^'(a)  wegfallt,  da  we» 

gen  da=zO  doch  wieder  die  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  eflt- 
stehen,  woraus  die  partielle  Differentialgleichung  durch  die  Eli* 
minatioD  von  a  gewonnen  wird. 

Aus  dieser  Entstehungsweise  der  partiellen  Differentialgl^i' 
chung  schliesst  man  zunächst,  dass  man  nicht  zu  allen  besondere» 
Integralen  gelangt,  wenn  man  sich  auf  .diejenigen  Funktionen  b^ 
schränkt,    welche    aus    den    beiden    Gleichungen    ß  =  q)(a)  und 

■j-=zq)\ci)   durch    die   Elimination  von  a  sich  ergeben,  nachdem 

man  die  willkührliche  Funktion  g)  irgend  wie  bestimmt  hat.  Sbm 
hat  dabei  auch  alle  diejenigen  Funktionen  zu  beachten^  welche 
aus  der  einzigen  Gleichung  ß  =  (p(ä)  hervorgehen,  unter  der  An- 
nahme eines  beständigen  et.  Wenn  es  also  darauf  ankommt  daB 
Willkührliche  in  dem  allgemeinen  Integral  so  einzurichten,  dass 
dasselbe  eine  vorliegende  Funktion  liefere,  so  hat  man  zweierlei 
zu  untersuchen.  Das  einenial  fragt  es  sich,  ob  die  beiden  Grosse« 
u  und  g)(<)i)  als  Beständige  sich  so  angeben  lassen,  dass  die  vor* 
liegende  Funktion  der  Gleichung  ß  =  (p(a)    genüge.     Wenn  dies 
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aber  onmoglich  ist,  so  hat  man  es  mit  der  Bestimmung  der  will«- 
hfhrliehen  Funktion  fp  zu  thun,  in  der  Art,  dass  man  durch  die 
£Hmination   von    a   aus    den  {beiden  Gleichungen    ß=^q>{cL)    und 

dß 

T- =g>'(a)  die  vorliegende  Funktion  ableite. 

Wenn-  das  allgemeine  Integral  z.  B.   durch   die  beiden  Glei- 
oliungen : 

««2«  +  2aa;  =  ^  +  2g?(a) ,     und     «2«  +  a:  =  g)'(a) 

Ausgedrückt  ist,  und  dann  die  Frage  entsteht,  wie  man  demsel- 
ben durch  2^  =  3^^  genüge,  was  auch  die  entsprechende  partielle 
Differentialgleichung  y{zx^-\-T^i^)^=i^  befriedigt,  so  findet  man, 
dass  dies  für  a  =  0  und  2(p(of)  =  —  1  geschieht.     Man  geniigt  der 

partiellen  Differentialgleichung  auch  durch  die  Funktion  2^=   ^    ^^ 

Wenn  diese  aus  dem  allgemeinen  Integral  abgeleitet  werden  soll, 
•o  zeigt  sich,  dass  dies  unter  der  Annahme  eines  beständigen  or 
nicht  mehr  geschehen  kann.     Man  setze  desshalb  den  vorliegen^ 

Jen  Werth  2^  =  ^^  ^  in  jene  beiden  Gleichungen  ein ,  wo- 
^fch  dieselben  übergehen  in: 


a%* 


«^  +  2o^-jä:pp  =  ^+3^«+29)(a) 


«tid 


aa?* 


«  +  ^  —  :::2t::2  =  sp'(«)- 


^^9aD  eliminire   daraus  die   Veränderliche  7,    und   ordne  zugteich 
^ach  Potenzen  von  x.    Man  erhält: 

(ag?'  -  29))  («  ^  9)')  -h  (ft« — 'ltp)x  =  0 , 


zu  einer    identischen    Gleichung    wird,    wenn  man   ^q>=z€^ 
^«tzt      Unter    dieser    Bedingung    also     genügt    die    Gleichung 

5»4~2  auch  dem  allgemeinen  Integral. 

*  — _  * 

Das  allgemeine  Integtal  der  partiellen  Differentialgleichung 
^^Uzy  x)^=^  kann  auch  in  der  Form  a'=zq)^{ß)  angeschrieben 
Verden.  In  der  obigen  Form  ß  =  q>{ci)  bezeichnet  ß  eine  be- 
^fhnmte  Funktion  der  Veränderlichen  zyx  und  von  a.  Man  ent- 
*^>ckle  aus  der  Gleichung  ß^-=f{zyxu)  den  Werth  a:=:fi{z  y  x  ß). 
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I 

und  setie  diesen  in  die  andere  Form  arsiqkiiß)  0in,  fo  da90  lUao 

hier  a  als  bestimmte  Fanlctton  der  Veränderiiched  %fß:e  Und  Ton 

/?  auftritt;  und  man  hat  dann;  um  ß  su  eUminiren,  die  Gleichung 

da 

^  r=zq>^'(ß).    Durch  die  Differentiation  von  a  =:  9)1  (^  erhält  man 

die  beiden  Gleichungen: 

da         da       ^  .da     '■    da       ^ 

und  die  Elimination  von  ß  führt  wieder  auf  die  partielle  Differen- 
tialgleichung 'tp(zy  2xzy^)=^0  zurück.    Irgend  ein  besonderes  In> 
tegral  der  partiellen  Differentialgleichung  wird  nun   eben  so  wohl 
aus  der  Integralform  /Xz y  a:  a)  =^  (pia)^  als  auch  aus  der  Integral* 
form  fi{sy^ß)  =  ^i(ß)  sich  ableiten  lassen.    Doch  giebt  es  hier, 
bei    einen    Ausnahmefall ,    welcher    eine    besondere    Betrachtang 
verlangt.    Wenn  nämlich  in  der  letzteren  Form  fi{zyxß)^si^(p^ 
die  Grösse  ß  als   Veränderliche   gedacht  wird«  so  kann  denaefh 
die  willkührliche  Funktion  (pi{ß)  eine  Beständige  sein»  indem  die- 
selbe von  ß  unabhängig   gedacht  wird.     Ueberträgt   man  diesen 
Fall  auf  die  erstere  Form  f(zyxa)z=itp{a),  welche  aus  der  ande- 
ren dadurch  hergeleitet  wird^  dass  man  dort  a  an  die  Stelle  tHi 
q>i{ß)  und  qi{a)  an  die  Stelle  von  ß  bringt,   und  dann  nach  ff^ftj 
entwickelt,  so  sieht  man  ein,  dass  hier,   damit  die  vorige  Bedei* 
tung  der  Integralform   nicht   verloren  gehe,  die  Grosse  a  als  Be- 
ständige zu  nehmen  ist,  während  doch  tp{a)  veränderlich  sein  sA    ' 
was  unmöglich  ist.    Wenn  also  (pi(ß)  eine  Beständige  ist,  währoid 
ß  selbst  veränderlich    gedacht  wird,  so   liefert   die   Integralfoni 
/*i(xy:r  |3)  =  9)1  (|3)  gewisse  Funktionen,  welche  der  ersteren  Form 
f{i  y  X  a)  ^=^  q>{a)    nicht   mehr    genügen.      Man    müsste    demnach} 
wenn   es  sich  um    die   Bestimmung    dieser    Funktionen    bandeM^ 
auch  die  Form  f\{zyxß)=:ztpi{ß)  gebrauchen,  um  darin  die  will- 
kührliche Funktion  Kpi   einer  willkührlichen  Beständigen  gleichzu- 
setzen.    Allein  es  wird  sich  in  der  Folge  noch. zeigen,  dass  die 
letatere  Integralform  bei  der  Darstellung  der  erwähnten  besonde- 
t«n  Integrale  entbehrlich  ist,  da  sich  ein  anderes  Mittel  findet»      j 
4leMlben  auch  aus  der  ersteren  Form  /(z  y  3^a)^=z  <p(a)  abzulcdt^* 

Was  nun  die  besonderen  Auflösungen  der  partiellen  Dife* 
f^ntlaigleichung  ilt(zy  zxzya:)^0  betrifft,  oder  diejenige«  Funktio- 
H^lche  zwar  der  partiellen  Differentialgleichung,  nicht  aber 
«Ugeroeinen  Integral  Gentige  leisten,  so  kommt  es,  wenn  die- 
aus  der  Integralform  f{zyxa)znq>{a)  bestimmt  werdfls 
jurihft»  %uf  diejenigen  Glieder  von  f{zy  xa)  an,  welche  mit  #iiieiii 
0  und  1   liegenden  Exponenten   verbunden  sind*     AUs 
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FdnklioDen»  welche  unter  einem  solchen  Exponenten  stehen,  wer- 
den den  beiden  Gleichungen: 

und 

genfigen,  mag  nun  a  in  der  Funktion  ß  als  Beständige  oder  als 
Veriaderliche  gedacht  .werden;  und  man  weiss,  dass  diese  Fuuk- 
tionen  die  bezeichnete  Eigenschaft  auch  für  die  partielle  Diite- 
.  fentialgleichung  beibehalten,  welche  durch  die  Elimination  von« 
«18  den  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  abgeleitet  wird.  Nun  ist 
Mo  aber  veranlasst,  zwischen  den  so  bestimmten  Funktionen 
«oen  Unterschied  zu  machen,  da  dieselben  zum  T.heil  auch  wie- 
^  far  als  besondere  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung 
tegesehen  werden  müssen.  Um  dies  einzusehen,  muss  man  sich 
«rinnern,  wie  man  zu  den  besonderen  Auflösungen  einer  Di fle* 
ttotialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  ge^ 
Ivigt,  wenn  das  allgemeine  Integral  als  beliebige  Funktion  der 
willkührlichen  Beständigen  vorliegt.  Wenn  das  allgemeine  Inte- 
pal  in  der  Form  F(zy x ß)z=zQ  geschrieben  wird,  wo  entweder 
■^'«nd  y  oder  z  und  x  dio  beiden  Veränderlichen  sind,  und  ß  die 
^ffUkohrliche  Beständige,  so  bildet  man,  in  der  Voraussetzung, 
,)||lis  die  Veränderliche  z  in  den  besonderen  Auflösungen  vorkomme, 

'ftl  Gleichung  TT"  wä  +  ^^^ö*  ^*  kommt  dann  auf  diejenigen 
Xiiiklionen    an,   welche   dieser    Gleichung    unter    der    Annahme 

^;=0  genfigen.    Man  wird   aber  dieselbe  auf  zweierlei  Weise 

dF 
MHedigen;  das  einemal,  indem  man  -j-  =qo    setzt,  das  andere- 

dF 
•al,  indem  man  -^  =  0  bestehen  läjsst.    Nachdem  man  alle  Funk- 

091160  dargestellt  hat,  welche  derä  einen  oder  dem  anderen  Falle 
ebbprechen,  eliminirt  man  daraus  die  willkfihrliche  Beständige 
1^  ntt  Hilfe  der  Gleichung  F{z  y  x  ß)^Oy  und  man  gelangt  zu 
güHssen  Gleichungen,  unter  welchen  alle  besonderen  Auflösun- 
fli  der  vorliegenden  Differentialgleichung  vorkommen«  Aus  der 
Jitegr^lferm  f(ftyxa)z=:i<p(a)  der  partiellen  Differentialgleichung 
1t(fifiZxzya)=^0  entstehen,  mag  nun  a  beständig  oder  mag  es 
Nrioderlicb  gedacht  werden,  durch  Differentiation: 

*•  dz'y'^dy'^^' 
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und 

Um  die  besonderen  Auflüsnngen  dieser  beiden  Pifferentialglei; 
chungen  nach  dem  so  eben  angegebenen  Verfahren  aus  der  Glei- 
chung f(z  y  o)  (x)  =  q)(ct)  abzuleiten,  muss  man  vor  Allem  heachteOi 
dass  die  Grösse  (p{a)  hierbei  die  Stelle  der  willkührlicben  BesiSn* 
digen  vertritt.  Ausserdem  muss  auch  die  Grösse  o  aJs  Bestbe 
digje  gedacht  vrerden^  selbst  wenn  dieselbe  in  der  besooderep 
Auflösung  nachträglich  veränderliche  Bedeutung  erhalten  solitcs. 
Denn  nur  so  kann  die  Gleichung  f(zya:a)  =  q)(a)  als  das  allgQ- 
ineine  Integral  der  beiden  Differentialgleichungen  1.  und  2.  be- 
trachtet werden.     Da   dies   Integral   nach  der  willkuhrlicheo  Be- 

ständigen  g)(a)  entwickelt  ist,  in  der  Weise,  dass  man  -r-  =-^1 

erhält,  so  versteht  es  sich,  dass  sich  diesmal  aus  der  Gleichung 

dF 

-p-  =  0  keine  besonderen   Auflösungen   ergeben.    Dieselben  wer- 

^  dF 

den   dann   alle  aus    der   anderen    Gleichung  --r-  =  od  oder  anel 

~  =  OD   hervorgehen. 

Man  hat  schon  oben  die  Gleichung  f{zyxu)=-fp{a)  aach  it 
der  Form  fi(z y  x ß)  =  cpiiß)  angeschrieben,  und  diese  aus  M 
vorigen  abgeleitet,  indem  man  dort  (p(cc)  mit  ß  und  a  mit  9|(p 
vertauscht,  und  dann  nach  <Pi(ß)  aufgelöst  hat.  Wenn  man  siä^ 
der  Integralform  fii^ y  ^  ß)  =^  tpi(ß)  bedient,  um  durch  das  obel' 
angedeutete  Verfahren  die  besonderen  Auflösungen  der  Differen* 
tialgleichungen  1.  und  2.  zu  bestimmen,  so  wird  man  jedenfalls 
zu  denselben  Funktionen  gelangen,  welche   man  vorhin  aus  der 

Gleichung  ^  =:  oo    aufgefunden  hat.     Allein  man   hat,    weil  das 

Integral  fi(i y  ^  ß)  ^=  <Pi(ß)  <ler    Differentialgleichungen   1.  und  2. 
jetzt  nicht  mehr   nach  der  willkührlichen  Beständigen  ß  aufgeliist 

d-f 

vorliegt,    gleichzeitig  die   beiden   Differentialgleichungen    -rl  *='' 

-^^zzQo    anzusetzen,  um    dann  aus   allen  den   so   entstehende! 
dz 

Funktionen  die  willkührliche  Beständige  |3  mittels  fi(zya!ß)=^fPi(fi 

zu  eliminiren.    Nun  sind  aber  diejenigen  Funktionen,  welche  darch 

die  Elimination  von  ß  aus  den  beiden  Gleichungen  fi{z  y  x  ß)=ztpi(f) 

df 

und   -^  =  0  hervorgehen,  nichts  anderes  als  besondere  Integrale 
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der  partiellen    DüFerentialgleichung  ^(s^  s«s^^)  =  0>    da   deren 
allgenieines  Integral  auch  durch  die  beiden  Gleichungen: 

fi(%yxß)  =  <Pi{ß)    und    ^=^9>i'(ß) 

anss^edrSckt  ist;    und  zvrar  sind  dies  diejenigen  besonderen  Inte- 

grtle,  welche  der  Annahme  entsprechen,  dass  ^^iC/?)  von  ß  unab- 

Mngig  sei.    Schon  oben  ist  von  diesen  besonderen  Integralen  ge- 

wigt  worden,  dass  sie  aus  der  Integralform  f(pya:(x):=zg>(tt)  als 

wiche  nicht  abgeleitet  werden   können,    während   sie  doch  einen 

gestand theil  der  anderen  Iniegralform  fii^y  a^  ß)  =  fPi(ß)  ausmachen. 

Dträns  folgt,   dass   dieselben   nicht  unter  denjenigen  besonderen 

nitegralen^  sich  vorfinden,    welche    zugleich  mit  den   besonderen 

Avffusungen  der  Differentialgleichungen  1.  und  2.   durch  die  Glei- 

df 
drang  ^=:  Qc  dargestellt  werden ,^  da  die  letzteren  einen  Bestand- 

dieil  der  IntegralForin  f{%y  a:  ct)=:q)(a)  ausmachen.    Man  schüesst 
weiter,  dass  das  Resultat  der  Elimination  von  ß  zwischen  den  bei- 

^Gleichungen  fii^yJ^ß)  =  (Piiß)  und   -4i  =:0  jedenfalls  unter 

^jenigen  Funktionen  vorkommen  wird,    welche  man  als  beson- 
dere Auflösungen  der  Differentialgleichungen  1.  und  2.  mit  Hilfe 

df 
der  Gleichung  ^=qo   aufgefunden    hat,    oder   welche  auch  aus 

in  Gleichung  fi^y  xa)^::^q>(a)  unmittelbar  erkannt  werden,  indem 
auf  diejenigen  Glieder  Rucksicht  nimmt,  welche  mit  einem 
0  und  1  liegenden  Exponenten  verbunden  sind.  Somit 
btdenn  der  oben  ausgesprochene  Satz  nachgewiesen,  dass  diejeni- 
fliäi  Funktionen,  welche  man  als  besondere  Auflosungen' der  Dif* 
femtialgleichungen 

^  dß 

^'  d^^^^dy"^^ 

bttfeitipl»  zum  Theil  wieder  als  besondere  Integrale  der  partiellen 
Werentialgleichung  'f\f{%y%x^y  x)=:-Q  zu  betrachten  seien. 

'Dieselben  Bemerkungen  bieten  aber  noch  ein  anderes  Inter- 
6nej~  wenn  man  sich  erinnert,  dass  esv  den  Anschein  hatte,  als 
klnnten  'diejenigen  besonderen  Integrale  der  partiellen  Differen- 
tUgleichung  ^f{%y%x%y x)=::Q,  welche  aus  den  beiden  Glei* 
diimgen: 

llitU  XXXUL  18 
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fi(zy^ß)  =  9>i(ß)    und    ^  =  g,/(«         V  '\      ! 

hervorgehen,   wenn  ß  veränderlich,    (pi(ß)  aber  von  ß  unabhängi{; 
gedacht  wird,  nicht  auch  aas  den  beiden  Gleichungen: 

f(z  y  .T  a)  =z  (p(a)     und     ^^  =  (p\a) 

abgeleitet  werden.    Es  ist  jetzt  nachgewiesen,   dass  die  erstem 
Gleichungen  entbehrlich  sind,   da  die  hier  bezeichneten  besonde* 
ren  Integrale  jedesmal    zum  Vorschein   kommen,    wenn  man  alle 
Glieder  der  Gleichung  f(2yxci)  =  q}(a)  gleich  Null  sefst,   weldw  1 
unter  einem  zwischen  0  und  1  liegenden  Exponenten  stehen.    Hlli^  ; 
sieht  zugleich  ein»  dass  eben  diese  Gleichnngen  nur  dann  als  besoik 
dere  Auflösungen  der  partiellen   Differentialgleichung  sich  heraos*. 
stellen  können,  wenn  sie  auch  in  der  Integralform  f\  {ly  x  ß)^^l(lj 
unter-  einem  solchen  Exponenten  stehen.     Wollte  man  di#  besoih 
deren   Auflosungen   von    den   besonderen   Integralen  trennen,  00 
mfis^te  man  also  auch  die  andere  Integralform  fi{zy  ä:ß)  =  (pi0i 
untersuchen..   Insofern  es  aber  nur  auf  die  Bestimmung  derjeni- 
gen Funktionen  ankommt,    welche  der  partiellen  Differentialglei- 
chung überhaupt  genügen,  kann  diese  Untersuchung  als  überflüssig 
betrachtet  werden,  und  man  reicht  aus  mit  der  einzigen  Integral" 
.  form  /(:?  y  x  d)  =  (p(a). 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  DiffereDtialgleicbuii^ 

3.  y  {ix^  -h  2y^)  =  lly 

ist  ausgedrückt  durch  die  beiden  Gleichungen : 

Aus  dem  Vorkommen  der  Wurzelgrosse  schliesst  man,  dass  der  ; 
Werth  2*  =  c*y*,  wo  c  eine  willkührllche  Beständige  ist,  der  paN 
tiellen  Differentialgleichung  genügt.  Doch  ist  die  Gleichung  z=ey  . 
in  dieser  Integralform  nicht  enthalten,  weder  für  ein  bestandiges» 
noch  für  ein  veränderliches  a,  wie  man  auch  immer  die  Funktion f 
bestimmen  mag.  Vertauscht  nian  q>{a)  gegen  /?,  nnd  a  gegen  ^Jjf^ 
und  lost  man  dann  noch  q>i(ß)  auf,  so  erhält  man  als  allgemeiofli 
Integral  die  beiden  Gleichungen: 

Sf'^Ä^i^T^)^^ß^  \  ßx  =  (A«  +  y'^)tp(ß) , 

-;: '-^ T=^=^  —  x  —  (a^\-y*)  a>'(S). 
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MknF  mitt»  Wer  ^i(ß)  einer  B^stfiodigeo-  c  gWch»  nndf  desftbalb 
wCiS^'^^^%  and  man  erhält  durch  die- Elimination  der.  vorkommen« 
den  Wurzelgrosse  aninäcb^t  ß.:=.cx.  CJra  afa^r  /3  vollständig  zu 
Bliminiren,  setze  man  diesen  Werth  ß  in  die  letztere  Gleichung 
Bin;  and  man  findet  die  Gleichung  i^:=ic^y^  m  der  That  als  be- 
sonderes Integral  der  partiellen  Differentialfileichung. 

Aas  der  in  der  letzteren   Integralforni  vorkommenden  War* 
pdgrSsse  schliesst   man,    dass   die  partielle  Differentialgleichang    « 

Iqrch  den  Werth  2^=  g  f  ^  befriedigt  wird.  Doch  gelingt  es 
:>  3s   -f-  y 

Hf  keine  Weise,  die  Integralform  damit  in  Uebereinstimmung  za 

Uigen.    Setzt  man   aber   in   der  ersteren   Integralform  q)(a)=^C9 

nd  desshalb  9'(a)=0,  so  entsteht  durch  die  Elimination  der  vor- 

komaienden  Wurzelgrüsse  die  Gleichung  «=    g  ,    g*    Wenn  man 

a:  -f-y 

Aesen  Werth  a  in  eine  der  beiden  Gleichungen  einsetzt,  so  findet 
■in  in  der  That  die  Gleichung  z^=:  ^jl  2  ^^^  besonderes  Inte- 
|nl  der  partiellen  Differentialgleichung. 

Als  allgemeines  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

l  !f*Zx^-'2a:yzsZy+0--y^)Zy^=zy^ 

il^t  man  die  beiden  Gleichungen : 

«-fs+V  «*-2aa:+l-"p=g?{a)  und  a-ar^  V^a2-2aa?+  l-y^Cy '(«)-l). 

iKe  Wurzeigrusse  deutet  daraufhin,  dass  man  der  partiellen  Dif- 
büentialgleichung  durch  c^  —  2ca:-^l=:zy^  genügt,  wenn  c  eine 
^illlkfihrliche  Beständige  ist.  Auch  findet  sich  hier  ein  veränder- 
ittkes.a»  für  welches  die  Funktion  unter  dem  Wurzelzeichen  ge- 
tilgt. Denn  unter  der  Voraussetzung,  dass  u^ — 2fiur-f  1==^^  soi, 
Inht  die  zweite  Gleichung  über   in   a  -=  or.    Setzt  man  dies  et  in 

lie-erstere  Gleichung  ein,  so  entsteht  die  Wurzelgrosse  V^l— j:*— y*; 
mid  daraus  folgt,  dass  auch  die  Gleichung  a:^-t-y^=:l  der  par- 
Mken  Differentialgleichung  genügt.  Doch  lässt  sich  weder  die 
Widiong  x^  +  y^ss\,  noch  auch  die  Gleichung  c*  — 2ca?  +  l=:y* 
mit  der  obigen  Integralform  in  Uebereinstimmung  bringen.  Setzt 
man  aber  q)(ci)=^ß  und  az=(pi(ß),  und  entwickelt  man  dann  g>i{ß), 
to  hat  man  als  allgemeines  Integral  die  beiden  Gleichungen: 

•>-^L___  =  ^^(^  und   (^.^^.^)^        ^=9im 

18* 
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Setzt  man  weiter  .9i(i^s2c  nod  desshalb  gvi^OQ^O,  «o  gebt  ( 

letztere  Gleichang  über  in  z  — /S+ar=  V"— -1  +ar*  +  y*.  Diel 
mination  von  ß  aber  führt  auf  die  Gleichung : 

V  — l+a;«  +  y». (e— a;— V-  I  +a:«+p)=0> 

woraus  man  ersieht,  dass  die  beiden  vorhin  genannten  Funktioi 
in  der  That  besondere  Integrale  der  partiellen  Differentialg 
chung  sind. 

Wir  gehen  jetzt  über  zu  einer  allgemeineren  Aufgabe.  ^ 
beschäftigen  uns  mit  der  allgemeinen  partiellen  Different 
gleichung  mit  vier  Veränderliehen : 

-..in 

^(«y  »,  «10  «  y  ar  id)=0, 

in  der  Voraussetzung,   dass  die  Zerlegung  in  Faktoren  ntthtj 
partielle  Differentialgleichungen    des    ersten   Grades   zuruckt&li 
Wie  mau  zu  dein  allgemeinen  Integral  gelangen  werde,  dies  li| 
sich    aus    den    bisherigen    Untersuchungen    leicht    errathen. 
kommt   hier    darauf  an,    zwei    endliche    Gleichungen    <t=0  s 
r  =  0  aufzustellen  zwischen  den  Veränderlichen  der  partiellen  I 
ferentialgleichung    und   den   Differentialquotienten    Zy,   Zs  und 
welche  sich  auch  aus  dem  allgemeinen  Integral  durch  Differentiati 
ableiten  Hessen*     Denn  nachdem  man  diese  Differentialquotieol 
aus  den  drei  Gleichungen  a|;  =  0,   (>=0  und  r  =  0  als  Funktioi 
der  Veränderlichen    zy x   und  w  berechnet  hat,   gelangt  maa 
dem  allgemeinen  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  ^ 
durch  die  Integration  der  vollständigen  Differentialgleicbang : 

dz  ==  lydy  +  Zxdx  -f  Zwdw. 

Die  eigentliche  Aufgabe ,  welche  hier  vorliegt,  ist  also  die  Di 
Stellung  der  beiden  Gleichungen  (1  =  0  und  t=:0.  Man  beinerl 
dass  zwischen  den  Werthen  Zy,  Zx  und  Zw,  welche  aus  den  Gk 
chungen  tf^zzO,  (1=0  und  r=:0  sich  ergeben,  die  folgendeu  B 
Ziehungen  bestehen: 

\d^J-^\dw)'     \dyj-\dwj'     \dy)-\di)' 

.      I  ..  dzw      ,   dzw      /dzw\  . 

wo  man,    um  abzukürzen,     ";7~*'+  TF'^y  if~ )  "'  *•  ^*  8** 

hat;  und  es  lässt  sich  bald  übersehen,  in  welcher  Weiset 
bekannten  Hilfsmittel  zu  verwenden  sind,  um  die  vorliegende  Ai 
gäbe  zu  lösen.  Man  bilde  zunächst  aus  der  Gleichung  ^=:0  d 
folgenden  Differentialgleichungen : 
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it. (ih\   .  ^  fi^\  j.  ?f^ /'*!?^  -  fi^\-^i\ 
di^ydxj  ^dzXdx)^  dzu,\dx)^\dx)-'^: 

dzff  \dwj      dzs\dw/      dz^  \  dvo)      \dw) 

•1.  ■  I 

Ebenso  bildet  man  aus  der  Gleichung  r=0  drei  andere  Diffe- 
renHalgleichungen ,  welche  von  den  vorliegenden  darin  abweichen, 
dw8  (iberall  r  an   die  Stelle  von  if;  tritt.    Wenn  man  aus  diesen 

Kfeh']^' DiiFerentialgleichungen   die   Grössen     (t^)»     \d~}     ""^ 
eliminirt,  so  behält  man  die  folgenden : 

fdi^  dx      diif  dx\/dzx\ 
\d%x  äzy  ^ dzy  dzx)  \dy) 

(drif  dx      diff  dx\  fdzw\  ,   fdt\}\  dx      d^  (^'^\^a 
dz^dty" dzjf  dzwj  \dy )  ^  \dyj  dzy"^ dzy  \3y) "^    ' 


'  ■■  ■  •  I 


*.; 


■    i' 


(«fi/;   dx      d^p  dx  \  fdzy\ 
dzy  dzx     dzx  dzyj  \ax/ 

(dtlf  dt      di\}   dx \  /dxu,\      fd}\}\  dx       d^fdx\^^ 
dz^  dVs'' dTx  dz^J  \dx  J  ^  \ch/ d^  ' 


'«."•  /d^f  dx      d^  dx\/dKy\ 

\d%y  dz»     d%w  d%y/  V  dwj 


^\d%xd%uf      d%,c  dZx/ \dw /      \dwj  d%uf     d%u>\dw/ 

Dtrch  die  Addition  und  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  drei  Be- 
liehonfeen»  welche  zwischen  den  Differentialquotienten  %yt  %x  und 
^hesteben,  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 


'"■5?>... 


(a) 


1,   ip /ät\      dV>  /äx\      dii>  fdx\      /d\\>\dx      /rfif)\  dt 
.,..  <S^  \^J      dfx  \dx)      d»u  \iij/J  ~  \dwj  Si  ~  \dxj  rf»» 

\dyjd%y-»' 

^n,    da  ja  t/;  die  gegebene  Funktion  ist,    nur  die  eine  Unbe- 
luttüte  T  eine  Stelle  tindet.     Demnach  hat  mau   zur  Bestinimunii; 
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dieser  Funktion  t  ein^  partieHe  Differentialgleichung  der  erste 
Ordnung  und  des  ersten  Grades. 

Die  Gleichung  az^O  fuhrt  auf  eine  dritte  Gruppe  von  DiBi 
rentialgleichungen«  und  wenn  man  diese  in  derseU>eu  Weise  m 
der  ersten  Gruppe  verbindet,  wie  man  vorhin  die  zweite  Grupp 
damit  verbunden  hat,  um  zu  der  Gleichung  (a)  zu  ^gelangen,  » 
hat  man  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung: 

(b) 

diff  ^d(S\      d^  f^^\      ^^  (^^\       f^'^\  ^^       /^^\  ^^ 
S^  \iSwJ  ^  d%x  \dxj      ^siy  \dy)  "*  \JdwJi3i^'^\3ä:J^t 

'c/i/;\  da 


-( 


dy)  d%jf         ' 

Diiese  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (a)  und  (b)  ent- 
halten die  sieben  unabhängigen  Veränderlichen  f^,%xt  s^v,  s,  ^,  ^,  10 
and  das  allgemeine  Integral  ist  dargestellt  durch  eine  willkfilir 
liehe  Funktion  von  sechs  veränderlichen  Grossen.  Eine  von  dt» 
sen  veränderlichen  Grössen  ist  durch  die  vorliegende  Funktion  4 
unmittelbar  gegeben^  da  man  durch  ri=:t/;  und  <;=t^  genSgt.  Ih 
die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  ausserdem  nur  dtfiA 
die  abhängige  Veränderliche  sich  unterscheiden,  so  werden  mk 
die  fünf  librigeii  veränderlichen  Grossen  gemeinschaftlich  seh; 
und  wenn  man  dieselben  durch  a  ß  y  6  s  bezeichnet,  so  wüte 
jene  beiden  Gleichungen »  deren  man  sich  in  Verbindung  ihüt 
tf;  =  0  zur  Bestimmung  der  Differentialquotienten  %y,  Kx  ob' >W 
zu  bedienen  hat,  in  der  Form: 

(Pi{a  ß  y  ö  B  ilf)z=zO    und    q)2(a  ß  y  d  e '^)z=:0  , 

sich  darjstellen«  worin  q>i  und  q^  willkührlicbe  Funktionen  sind. 
Wegen  a|;=:0  darf  man  auch  von  den  einfacheren  Formen:. 

g?i(a /5y  3  «)  =  0    und    q>2(^  ß  y  S b)  =^ 0 

Gebrauch  machen.  Doch  darf  man  nicht  glauben,  dasB  die.bä 
den  Funktionen  cpi  und  q)^  unabhängig  von  einander  seien ,  da  A 
dann  zwar  die  Gleichungen  (a)  und  (b),  nicht  aber  gleichietti 
die  drei  Beziehungen: 

/^\  _  fd%s\       /<fear\  _  /Ay\       /!*f^_  ^^\ 
\dx)''\dw)'     KdyJ'-ydw)*     \dy)—\d^) 

erfüllen  würden.  Damit  diese  gleichzeitig  erfüllt  werden ,  müssen  jef 
beiden  Funktionen  9>|  und  tp^  ausser  den  Gleichungen  ^a)  und  ^1 
noch  eine  dritte  Gleichung  befriedigen,. welche  man  aus  d^-ob 
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9«»  Groppen  2.  und  3.  gans  ebenso  ableitet,  wie  man  auch  die 
Gleichungen  (a)  and  (b)  aus  den  Gruppen  1.  und  2.,  1.  und  3. 
abgeleitet  bat.     Man  erhält: 

(c) 

de  /dt\      da  /dx\      da  /dt\      /*fo\  dx      /'''*\  ''^ 
3Si  \düi)  "*". dzj  \dx)  '•' dHy  \dijj  ~  \dwj rfs» ~  \dx/  d%x 

Wenn  man  die  eine  Funktion  g^  wiilkührlich  Insst,  so.  folgt  bier- 
ai»  für  die  zvieite  Funktion  cp^  eine  bestimmte  Form.  Doch  be- 
kfimmern  wir  uns  vorerst  nicht  weiter  um  die  allgemeinen  Glei- 
chnn^ren  (pi=0  und  (p2=0,  da  sich  herausstellt,  dass  die  Gleichungen 
(a),  (b)y  (c)  entbehrlich  sind ,  nachdem  man  zwei  bestimmte  Funktio- 
nen a  und  ß  aufgefunden  hat,  welche  denselben  gleichzeitig  Ge- 
lAge  leisten.  Man  wird  dann  mit  Hilfe  der  beiden  Gleichungen 
fE=ff|  und  ß=zß^^,  worin  a^  und  ßi  willkiihrliche  Beständige 
lindy  die  allgemeinen  Gleichungen  (p,  =0  und  g>2  =  0  auf  einem 
milderen  Wege  weit  vortheilhafter  darstellen.  Dieselben  ünter- 
^faangen  werden  zugleich  das  Frgebniss  liefern,  dass  man  die 
illÄegration  der  vollständigen  Differentialgleichung 

'  dz = Zydy  -f  Zxda:  +  Zwdw 

techmffihren  im  Stande  ist,  noch  ehe  man  die  Differentialqno- 
litBten  Zyy  Zx  und  Zw  mit  Hilfe  der  Gleichungen  i/;==0,  a=0  und 
TsO  als  Funktionen  der  Veränrlerlichen  ausgedrückt  hat,  so  dass 
also  eben  diese  Gleichungen  erst  nach  vollzogener  Integration  zu 
der  erwähnten  Flimination  verwendet  werden. 

Wie  man  zu  zwei  bestimmten  Funktionen  a  und  ß  gelangt, 
^che  die  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  an  der  Stelle  von  6  und 
<  l^ichzeitig  befriedigen,  dies  soll  späterhin  gezeigt  werden. 
Zanärhst  aber  will  ich  annehmen,  dass  zwei  Gleichungen  a  =  €ii 
lad  ß=^ßi  von  der  bezeichneten  Eigenschaft  vorliegen,  so  dass 
>la«,  nachdem  man  die  Werthe  %,  Zx  und  %w  aus  den  drei  Glei- 
dnnr^n  fp  =  0,  o=0|  und  ß^=^ßi  als  Funktionen  von  zyxwai 
vnd  ^1  berechnet  hat,   die  vollständige  Differentialgleichung 

(d)  '  rf»  =  Ztfiy  +  Zxdx  +  Zwdw 

JQrch  einen  Faktor  in  das  vollständige  Differential: 
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umgewandelt  werden  kann.  Die  Integration  liefert  dann  die  Gleicbu 

f{z yxwa^  ßi)  =  q>(ai  ft), 

wo  f  eine  bestimmte»  g)  aber  eine  willkubrliche  Funktion  vorst 
Man  erhält  damit  e4n  besonderes  Integral  der  partiellen  Diffei 
tiaIgMchiing  i|;=:0,  worin  drei  willkubrliche  Beständige^  näni 
^19  A  v^  ^'(^i  ß\)  vorkommen.  Jede  derartige  Integralform  \ 
ehü  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  gena 

Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  DifferenHalgfetcli 
wird  aus  einem  vollständigen  Integral  abgeleitet.  IVlun  setzi 
die  Stelle  von  ctj  und  ßi  die  Funktionen  er  und  ß  'fnd\e^ 
Form  ein,  und  man  bat:  ' 

f(%ya:toaß)=zg>(aß). 

Durch  die  Diffei-entiation  entsteht: 

Wenn  man  aber  die  beiden  Gleichungen 

bestehen  lässt  und  dann  durch  j-  theilt,  so  hat  man  wiedpj 
Gleichung: 

(d)  :  dsi  =  Zydif  -f  Zxda:  -f-  Zwdw. 

Denn  wenn  man  die  Werthe  Zy,  Zx  und  Zw  aus  den  drei  Gleif 
gen  ij)  :=zc,  cf=:a|  und  ß=^ßi  entwickelt,  so  zeigt  $io^  j 
dieser  Werthe  als  bestimmte  Funktion  von  z  y  ae  w  c  ai  um 
Nimmt  man  darin  e=:  0>  so  hat  man  die  vorhin  berechneten  Wei 


■  -•»■  I 


.=^:^     %^^-M     «=i^:^.  , 
•^      dy*  dz*      '      dx*  dz*      "^      dw'dz' 

Bringt  man  aber  an  die  Stelle  von  a|  und  ßi  die  Ffinkti 
a  und  ßf  und  ausserdem  an  die  Stelle  von  c-=0  die  Funktfa 
so  hat  man  drei  identische  Gleichungen  vor  sich.  ^  Darau#^ 
also,  dass  man  der  partiellen  Differentialgleichung  ^f  =0  aueh  i\ 

f(zyxv}aß)^q){aß) 

geniigt,  wenn  man  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  beiden 
Qbungeni  ■-* 


erster  und  vweiier  (frdmin§.  ^3 

^  — ^    „«j     ^  —  ^ 
da  "da     ""'^     dß-^dß 

gebraacbt  Es  versteht  sich,  dass  dies  zugleich  die  beiden  Glei- 
choogen  0=0  und  t=:0  siad,  in  derjenigen  Form,  wie  sie  in 
Torbindung  mit  '4^=0  zur  Berechnung  der  Differentialquotienten 
%4  ix  nnd  Si0  sich  gestalten,  wenn  die  vorliegende  Integralform 
iis  der  vollständigen  Differentialgleichung  (d)  hervorgehen  soll. 
Hao  kann  aber  nachweisen,  dass  es  überhaupt  keine  allgemei- 
Ufp  Glelcliung  giebt»  durch  deren  Differentiation  die  partielle 
Kffereiitialgleichung  entsteht.  Denn  bezeichnet  man  abkürzend 
fy^xwaß)  mit  y,  so  hat  man  anstatt  der  obigen  auch  die  Inte 
gmlforra : 

g>(aßy)  —  0. 

Allein  die  beiden  Gleichungen,  welche  zur  Berechnung  von  a  nnd 
jH  dienen,  zeigen  sich  diesmal  in  der  Form: 

da      dy  da  dß      dy  dß 

dy  dy 

hm  der  ersteren  Gleichung  erhält  man  -/-,    aus  der  anderen    v^ 

ab  willkQhrliche  Funktion  von  a,  ß  und  /.  Wenn  nun  auch  diese 
beiden  willkührlichen  Funktionen  in  einer  bestimmten  Abhängig- 
koit  zu  einander  stehen,  so  darf  man  doch  anstatt  dieser  beiden 
.ädchungen  zwei  andere: 

Kcbraachen ,  worin  die  eine  Funktion  tp^  ganz  willkührlicb  gedacht 
wM.    Denn  man  kann  tler  zweiten  alsdann  jedesmal  eine  solche 

Bfdeotung  beilegen,  dass  man  durch  die  Entwickeinng  von  V-  und  ^ 

dieselben  Werthe  erhält,  wie  sie  aus  den  ursprünglichen  Glei- 
cbongen  hervorgehen.  Nun  hat  man  schon  oben  aus  der  Beschaf- 
fcibeit  der  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  geschlossen,  dass  die 
a^gtteeinsten  Gleichungen,  deren  man  sich  in  Verbindung  mit 
l^s^O  zur  Bestimmung  der  Differentialquotienten  »y,  %x  und  %„ 
Mienen  kann,  durch  willköhrliche  Funktionen  von  fünf  veränder- 
kbra  Grossen  ausgedrückt  sind,  wenn  auch  in  der  Weise ,  dass 
^  beiden  willkührlichen  Funktionen  in  einer  bestimmten  Abhän- 
l^eit  zu  einander  stehen.  Wir  schliessen  weiter,  dass  die  vor- 
^  aufgefundenen  Gleichungen  identisch  sind  mit  denjenigen, 
^^dche  auch   aus  den   Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  henrQtf|eh«ci) 
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wenn  man  bei  deren  Integration  der  Allgemehibeit  des  Recndtat 
nichts  vergiebt.  Durch  die^e  Betrachtungen  überzeugt  man  siel 
dasft  man  berechtigt  ist,  die  Gleichung: 

(Cr  das  allgemeine  Intea:ral  der  partiellen  Differentialgleichnn 
t/;  =  0  auszugeben,  sobald  man  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  dl 
beiden  Gleichungen: 

df dq>  df       dq> 

da.       da  dß       dß 

bestehen  lässt. 

Man  hat  jetzt  gesehen,  wie  man  ans  einem  vnllsth'ndigen  fn- 
tegral  die  beiden  Gleichungen  0  =  0  und  t  =  0  ableitet,  welche 
In  Verbindung  mit  der  partiellen  Differentialgleichung:  'V^^Ü  die 
allgemeinen  VVerthe  %y,  %x  und  %u>  liefern.  Es  bleibt  nur  necb 
übrig  >  die  beiden  Gleichungen  a^za^  und  ß  =:  ßi  darzutitellen, 
woraus  das  volUtnndige  Integral  abgeleitet  worden  ist.  Hierbei 
bemerke  man  denn  vor  Allem,  dass  die  eine  der  beiden  Gleichun- 
gen durch  jede  Funktion  a  ausgedrückt  werden  kann,  welche  der 
Gleichung : 

(a) 


dip 


i  fdx\        dp  /cfrN       dijf  fdx\       f^^\  ^'^        /rf^\  d% 
wKßfiö)       ds^x  \dx)  "*"  d%y  \d^J  "~  \dwj  ds^'^  \d^J die, 

fd^\  dt 

an  der  Stelle  von  t  genügt.  Was  die  andere  Gleichung  bi^triff^f 
so  lässt  sich  leicht  übersehen,  da^^s  dieselbe  dann  als  willköb^ 
Uche  F-iinktion  von  drei  veränderlichen  Grössen  sich  darMeUt 
l>enn  schreibt  man  das  allgemeine  Integral  in  der  Form: 

q>(aßy)  =  0, 

80  kat  man  zur  Bestimmung  von  or  und  ß  die  beiden  Gleicbun^eo* 

da^  dy^a^^    '''''^   dß^  dy  dß-^^' 

Nun  darf  man  aber,  wenn  es  darauf  ankommt,  aus  dem  Mg^" 
mewien  Integral  ein  besonderes  abzuleiten ,  die  eine  von  dieMU 
beide»  Gleidrungen  durch  a  =  ai  ersetzen »  während  dk  svreitä 
unverändert  beibehalten  wird.  Daraus  folgt,  dass  jene  andere 
4{leichung,  welcbe  nebon  as=a|  zur  Bestimmung  di^r  DiflVrentittl* 
qwötwnten  bemitzt  werden  kan*»  In  ihtef  «llgemeiiwten  FtMrm  deipcb 
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ffine  wiUkuliriiche  Funktion  der  drei  veränderlichen  Grossen  ß^  y 
tind  Jq  ausgedruckt  ist.    um  diese  Form  zu  erhalten,  wird  man 

zonäcbst  die  vier  anderen  Funktionen  ßiyi^ih  bestininien»  welche 
aasser  a  die  Gleichung  (a)  befriedigen.  Denn  auch  die  zweite 
Gleichung  o  =  0  zeigt  sich  als  eine  Funktion  der  fünf  veränder- 
lichen Grossen  a  ßi  /|  di  €|.  Diese  Funktion  muss  dann  so  be- 
atimmt  werden^    dass  dadurch  auch  die  Gleichung: 

(e) 

da  fdx\      da  /rfr  \      da  fdx\      ^da\  dx^       /<ftf\  dt 
£ü^  \jdw)      d%x  \da:J  •"*"  ds^y  \dy)       \dwj  dzw  ""  \<fcr/  flSi 

_(d0\dt^^Q 
\dyJ  dt^ 

erfällt  wird.  Desshalb  führe  man  an  die  Stelle  von  Zy9ix^w%y  opto 
fie  fünf  neuen  Veränderlichen  a  ßi  /|  ^|  e|  ein.  Schreibt  man  die 
Gleichung  (c)  abkürzend  durch  (ar)=zO  an,  so  entsteht  durch 
diese  Transformation  die  neue  Gleichung: 

"Man  weiss  im  Voraus,  dass  die  Coeflfizienten  als  Funktionen 
TOD  (tßiyi^ih  sich  darsteilen  lassen,  weil  das  allgemeine  Inte- 
gral durch  eine  willkührliche  Funktion  von  drei  veränderlichen 
Grossen  ausgedrückt  ist,  welche  selbst  bestimmte  Funktionen  von 
^j^i/i^i^i  sind.  Doch  handelt  es  sich  hier  nur  um  ein  beson- 
deres Integral  der  Gleichung  (c').  Wenn  es  sich  trifft,  dass  jede 
^er  drei  verschiedenen  Funktionen,  welche  der  Gleichung  (c')  ge- 
n^D^  die  vier  Veränderlichen  ßi  yi  d|  6|  einschliesst,  dann  be- 
<larf  man  allerdings  aller  dieser  Funktionen,  um  zu  einem  beson- 
deren Integral  ß  zu  gelangen.  Es  wird  aber  oft  genug  vorkommen, 
dass  eine  Funktion  genügt,  welche  nicht  alle  diese  Veränderliche 
A  gleicher  Zeit  einschliesst.  In  diesem  Falle  ist  die  Kenntniss 
der  fibrigen  Veränderlichen,  die  man  aus  der  Gleichung  (a)  abzu- 
leiten hat,  überflüssig.  Man  bestimme  desshalb  zunächst  nur  die 
eine  Funktion  ßi.  Wenn  dieselbe  nicht  auch  der  Gleichung  (c)  ge- 
141^,  60  bestimme  man  eine  zweite  Funktion  y^.  Wenn  man  auch 
Hätten  beiden  ßi  und  fi  nicht  ausreicht,  um  die  Gleichung  (c^ 
M  befriedigen,  dann  suche  man  eine  dritte  Funktion  81  «uf,  ii.9.'vr. 
In  dieser  Weise  ist  dann  die  Rechnung  möglichst  vortheilhaft 
^gerichtet,  weil  jeder  von  den  so  eben  erwähnten  Versuchen 
eiieoBestandtheil  des  nächstfolgenden  Versuches  ausnaanlbt»  ivid^iDc^ 
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jedesmal  die  Bildung  eines  weiteren  Coeffizienten  der  Gleichung  (c' 
verlangt  wird,  welche  ohnehin  alle  hergestellt  wf»rden  nius^sen 
wenn  die  geKuchte  Funktion  sogleich  von  den  vier  Veränderliche^ 
^\  y\  ^1  ^1   abhängig  gedacht  wird. 

11.  Die  Gleichung 

tiefert  ein  vollständiges  Integral  in  der  Form  2s=0^4-j$a?-f  ytü^ 
worin  a^y  und  d  Beständige  sind.  Denn  setzt  man  diei<  ib  tlTi 
partielle  Differentialgleichung  ein,  so  geht  dieselbe  über  in  y  aE±^<^^lil|9 
wodurch  also  y  als  Funktion  von  o  und  /?  bestimmt  wird.  Mc 
setze  nun  S  =  <p(ciß),  und  das  allgemeine  Integral  lässt  sich  da^ 
stellen  durch  die  drei  Gleichungen : 

f^         ,      diiß       dq> 

12.  Es  sei 

Zx  Zy  -f  ^^  ^to  =  1* 

Denkt  man  sich  z  als  Funktion  von  t>==:flr^-|-/?a:-Kto,  wo  a  nnif 
willkuhrliche  Beständige  sind,  so  geht  die  partielle  Differential- 
gleichung über  in : 

aßzv'^  +  222»=  1. 

Die  Annahme,  dass  es  einen  Werth  z  von  der  bezeichneten  Eif^' 
Schaft  gebe,  ist  zulässig,  da  die  neue  Differentialgleichung  in 'fh^ 
That  nur  die  beiden  Veränderlichen  v  und  %  einschliesst.  Pi^ 
Bestimmung:  des  vollständigen  Integrals  ist  dadurch  aber  auf  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränderlichen 
zurückgeführt.    Daraus  entwickelt  man  den  Werth  .  ly 

und  durch  die  Integration  erhält  man  /(2-|-  V^2^-f  a/?)<fo=o  f  ^(a/^ 
Das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  iÜA 
sich  demnach  ausdrücken  durch  die  drei  Gleichungen :      \  ^ 


.1  -■ 


j'  (»  +  V  »«  +  a/S)«fe=  uy  +jSar  +  «)  +  (p(«/J), 
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ß     /*»         dz  .dq>. 


27 


0  '^ 


13.     Es  sei  nun 

S|0  8j  =  a  -|~  wa:%if. 

«  Nimmt  man  hieran,  %  bal>e  die  Form  ofy-f  <«  worin  a  eine  will- 
kührllcbe  Beständige,  $  aber  eine  Funktion  von  tc  und  jr  ist,  so 
S^lkt  die  partieHe  Differentialgleicbung  über  in: 


»/ 


^^oraus  %  in  der  That  als  eine  Funktion  Ton  w  und  x  bestimmt 
^^^^rden  kann.  Das  vollständige  Integral  lässt  sieb  deronäcb  aus 
^•ner  partiellen  ^Differentialgleicbung  mit  nur  drei  Veränderlicben 
^hleiten.  Dm  eine  zweite  Gleicbung  r=0  zur  Bestimmung  der 
l^ifferentialquotienten  t^  und  %%  zu  erhalten,  bilde  man  die 
P^trtielle  Differentialgleichung  : 

T>arans  folgt  «** — aufl^=ß  oder  *x=V  atr*+|S.    Auf  diesem  Wege 
S^langt  man  zu  der  vollständigen  Differentialgleichung: 

. _ _        a  +  awx     , 

d$=da:y/aw^  +  ß+-i~==dw- 

V  «IC*  +  ß 

M%ii  schreibt  aber  vortheilhafter  «^  anstatt  a  und  a*ß^  anstatt  ß 
^iid  man  erhält: 

/ a  +  cfltox 

a&  =  ««rfa?  VwM^  +  77===  dtp. 

I^rch  die  Integration  findet  man: 

'^äs  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialglribhung 
^i9.ftx=='a4  trorSy  Ifisst  sich  demnach  ausdrficken  durch  die  drei 
Gleichungen : 


i 
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*   . 

0  =  cc^ß^x-^aw  +  ß.  V'i^H^.^  • 
14.     Es  sei 

Zur  Bestimmung  von  a  und  ß  bat  man  zunächst  die  Gleichung  / 

dt  ,      dt  .      dt.  .  dt 


(a)  («,H^H»»)(«.5i^  +  .«^  +  ^5^  +  ^ 

,    ^  .      ^  .     ^.  .     dt    _       dt  dt 


=  0. 


Man   genügt  derselben   durch : 

von  denen  die  erste  als  Funktion  a  benutzt  werden  soll.  Man 
findet  eine  vierte  Funktion  di  =^  w%„, -t- a:%x -i- y^ 9  und  wenn  man 
nun  r  als  Funktion  von  a,  ß,  y,  S  voraussetzt^  so  gelangt  man 
zu  der  Gleichung: 

"  dt  dt      ^ 

Man  genügt  derselben  durch  ß  =  di  und  auch  durch  ß=^ßi^^yi*> 
Behält  man  die  erstere  Gleichung  bei,  so  hat  man  zur  Bestim- 
mung der  Differentialquotienten  s^,  %x  und  Sio  die  drei  Gleichungen: 

Aus  den  ^beiden  letzteren  erhält  man  zunächst: 

(x^+y^)%y  =  y  (ß—w%w)  +  ax. 

Setzt  man  diese  Werthe  Zy  und  %x  in  die.  erste  Gleichung  ein.,  jbki 
hat  man  zur  Bestimmung  von  %w  die  quadratische  Gleichung: 

Daraus  findet  man  den  Werth: 


dem  ObigeD  ergeben  sich  alsdann  auch  die  beiden  Werthe: 

■"  ««2  _•  ^«  J.  .,.2        «.2  I  ^,2  • 


_      gj:  %  tot/        V(l^g2^|g2j  (^H  j^^)  -  «*«?^ 

^~:c2  +  ^2  +  ^a^^2^.y2— ^a^^2-  ii?2  +  a:2  +  ^2 

Man  gelangt  zu   einfacheren   Ausdrücken,    wenn    man  die  neuen 
Veränderlichen 


w  .      y 

X 


V  5-  +  y" 
gebraucht.    Denn  dadurch  entstehen  die  Gleichungen: 

■_  _^_  dt      ßibi      X^l-^ß^-^HTT^)  ds^ 
^-'  l+t^dy^r  dy^  1  +  52  d^' 

«_^      ß  dr       \^1— /32^a2(rTs2)   ds 

^''^l+t^da'.^r  dx^  l  +  «2  da?' 

_  ß  dr      V^n>/32>-«2(l  i-jfg)  <fa 

JMid  durch  die  Integration   erhält  man   das  vollständige  Integral; 


^=a.eLTctgHß.lriJ      \^s^  Us'^q>{aßy 

«         ■  . 

-    19.    Es  sei  noch 

Zur  Bestimmung  von  a  und  ß  hat  man  zunächst  die  Gleichung: 
dt        n     dt      .  %ti      dt     ,  »  ^    ^dt 

"Die  Annahme,  dass  man  durch  eine  Funktion  genüge,  worin  die 
Veränderlichen  x,  %  und  %x  fehien,  führt  auf  die  beiden  Gleichungen: 

dt         Zy     d%      Zy^cfu^to.  dt  ^_^  dt  dt      ^ 

*^5«^  +  ii^2- ^  +  "TilJs;;^  ;/.^  ^"'d^ho^^dzy-^ 
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Aos  der  letitem  folgt  Tss9>(<togf),  wortai  #is^-1iti  *8i»t 
dere  Gleichung  wird  dadurch  umgewandelt  in : 

dx  1      dx       costo  dx . 

dxß      sin^  rfy  '    ein'to  dt 

Daraus  findet  man  die  Funktion  oi=j2-|-  .  ^  .  DerGleichoDg 
genfigt  man  auch  durch  eine  Funktion ,  worin  nur  die  beiiden  V 
änderlichen  v  ^  —  und  %x  vorkommen.     Denn   unter  dieser  V 

X 

aussetzung  behält  man  die  Gleichung:  ' 

Nimmt,  man  noch  fi=S;r  — v  anstatt  %x^  so  entsteht  die  einfach 
Gleichung : 

1       2e 

Daraus  ergiebt  sich  die  Funktion  ^x^=^~\ * 

Man  reicht  aber  schon  mit  den  beiden  bis  dahin  aufgeÜDH 
nen  Funktionen  aus.  Denn  gebraucht  man  die  erstere  an  d 
Stelle  von  a,  so  hat  man  die  Gleichung: 

%w  dx      %w^  dz^   -   cosw  dx  __^ 

t 

der  man  offenbar  durch  t  =  j3|  genfigt,  weil  die  Veränderihk 
W9  y  und  %w  in  dieser  Funktion  fehlen.  Zur  Bestimmung  derD 
ferentialquotienten  %y,  Sx  und  %w  hat  man  demnach  die  drei  .Gl 
chungen : 


sin««,'    ^T^-^-.  -•^-^.    «-^^^^__ 


% 


Man  wird  mit  Vortheil  anstatt  %  die  Veränderliche  o  =  —  gebn 


d? 


eben.  Dann  ist  %w^=^xvwt  Zy^xvy,  Zx^^xvs-i-v  und  u=^%x — v^iS 
Man  hat  desshalb  zur  Bestimmung  der  Differentialquotienteo 
Vx  und  v^  die  folgenden  Gleichungen: 


9r$^  und  zweiter  Ordmm§.  JSt 

■ 
lm'!k&t  ktaiton  «Beicbmg  MgieM  «icb  d«r  Wetifc  ••.    Ad«  der 
»reiten  Gleichung  fiodet.niaD: 

e+V^e«+/l»       (e+V^BH»* 

I  ß—  1 

»^1     Wenn   man    nun gegen  «^  vertnoseht,  und  d«s«baUi  «r  gege» 

bfrl    /}»] 

f    •  ■  ^   9  do  hat  nia»  die  beiden  Werthe: 
Im 

9y  =  obrv;t    und    Vw^xva.y  '^"^*^51S%' 

btt«  vollständige  Integral  der  vorllegettden  partiellen  Differential- 
Kfeichung  ergiebt  sieb  demnach  ans  der  vollatändiged  Differea- 
tialgletchong  { 

Die  Integrationsmethode 5  welche  in  dem  Bisherigen  für  die 
P^Ttielle  Differentialgleichung  mit  drei  und  vier  Veränderlichen 
^^fgestellt  worden  ist»  lässt  sich  ohne  Weiteres  auch  auf  eine 
Partielle  Differentialgleichung  if;=0  mit  beliebig  Vielen  Veränder- 
■^oheu  Obertragen.  Es  kommt  hierbcfi  immer  nur  auf  die  Be- 
^^ttmniung  eines  vollständigen  Integrals  an,  oder  auf  die  Bestimmung 
^Ines  besonderen  Integrals,  in  welchem  eben  so  viele  wilikflhr- 
■i^he  Beständige  abc,,.,k  vorkommen,  als  die  partielle  Differen* 
^i^lgleichung  unabhängige  Veränderliche  hat.    Denn  schreibt  man 

vollständige  Integral  in  der  Form: 


f(%y  xtov....  ab  c....)  =  A, 

*<)  hat  man,    um  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differen« 

^ulgleicbung  daraus  abzuleiten,    nichts  weiter  zu   thun,    als  die 

^ilikflbrlicben  Beständigen  a6c..«*  durch  die  veränderlicben  Grlis- 

*^^  ußf>4,.  und  die  Beständige  U  durch  eine  willkuhrliche  Fmk« 

tioQ  dieser  Veränderlichen  zu  ersetzen.    Die  Gleichung 

f(%ya:w,,,,€cßy...,)=^q>(aßy»,,,) 

*et  dann  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  DifferenHalgleichülig 
^^iÖ,  sobald  man  zur  Bestimmung  der  Veränderlichen  aj3y.... 
^Q  rotgendeii  Gleichungen: 

df       dm       df       dfp       df       dm 
da^  da*     dß        dß*     dy        dy 

n     WtdM»  lässt. 

TheinCXXIlI.  1» 
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Das  TolUOndfge  lütegrral  ergielit  sieb  dorcb  die  IntagnUtt 
der  vollständigen  Differentialgleichung: 

d%.=:  %ydy  4-  %xdx+%w^+ihäv  -f-  •  •  •  • 

Um  aber  die  n  Differentlalqnotienten  s^SxS«Sv***-  als  Fanlctieiieü 
der  Veränderlichen  %ff  xwv,„.  angeben  zo  können,  sind  anmi 
^  =  0  noch  fi — 1  andere  Gleichungen: 

a^=za,    ß  =  b,    y  =  i?  u.  s.  w. 

erforderlich 9  worin  aßy.,..  bestimmte  Funktionen  der  VerinM 
liehen  und  der  gesuchten  Differentialquotienten ,  a6e....  aberwili 
kOhrliche  Beständige  sind.  Die  Darstellung  dieser  n— 1  IvliM 
ehungen  macht  den  eigentlichen  Gegenstand  der  Untersvcbml: 
aus.  Doch  lässt  sich  die  Regel,  wornach  dies  geschieht,  jed 
leicht  übersehen.  Man  nehme,  um  bei  dieser  Untersuchung  flid 
kürzer  fassen  zu  können,  beispieliveise  vier  unabhängige  .Veriii 
derlicbe  y or too,  und  bezeichne  vor  Allem  den  Ausdruck: 

■ 

dijf  fdt\      dij)  fdr\      dif;  fd^'f\      d^/dt\ 
e^\dvj  ^  d%w\dw)  "*"  d%x  \dx/      d%J\dy) 

(</^\  dv       /'diiß\   dz       fd'^\  «fr      /</tf;\  dt 
dvj  dzp^'\dwj  cfeli^  \dj:J  dzx'^xdyj  d%y 

abkürzend  durch  (^r)  =  0.  Man  bat  dann  zur  Bestimmung  to 
Funktionen  aßy^  zunächst  die  drei  Gleichungen: 

(a)  (t//«)  =  0,    (#)=0,    (t^y)  =  0, 

welche  sich  nur  durch  die  Unbekannte  von  einander  untetBcN- 
den.  Ausser  t^  giebt  es  noch  sieben  andere  FunkfiflflM 
Ol  ßi  yi  öl  Si  ii  rji ,  welche  diesen  Gleichungen  an  der  Steife  d^i 
Unbekannten  genügen;  aber  man  kann  sich  irgend  einer  dÄvoi 
bedienen,  um  die  Gleichung  a  =  a  darzustellen.  Auch  die  belifiii 
Unbekannten  ß  und  y  sind  Funktionen  von  a^  j?|  , . . .  tfg ;  h\i9p 
aber  vorerst  noch  unbestimmt,  weil  sie  ausser  den  Gleichün|;h 
(a)  noch  anderen  Anforderungen  entsprechen  sollen.  Es  üc^sftidll^ 
nämlich  zunächst  noch  die  beiden  Gleichungen : 

(b)  {a/3)=rO    und    (ay)=0.  j.,.. 


Um  die  Unbekannten  ß  und  /  hiernach  zu  bestimmen,  bringie  iu 
an  die  Stelle  der  Veränderlichen  %y%x^w^zy a;wv  die  Grösw 
^ ßiYi  '"••  Vv    ^^^  schreibe  den  Ausdruck: 
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oikkliMotf  dnrch  4a8  2«eicbeB  ((«r»  und  «an  bat  dann  die  beiden 
tmuforniirten  Gleichungen : 

(b')  ((««)  =  0    und    ((«/)):=  0, 

ndii  sich   auch  wieder  nur  durch  die  Unbekannten  ^  und  y  von 

^dunder  nnterncheiden.     Ausserdem  lassen  sich  da  die  neun  ur- 

«prfinglichen   Veränderlichen  jedenfalls   durch    a   und   die  sechs 

Moen  Veränderlichen  j^i/i*«*-^!   eliroiniren;    und  man  flndet  fünf 

ferschiedene  Funktionen  P^y%  ^2  H  £s>  welche  diesen  Gleichungen 

wHl  der  Stelle  der  Unbekannten  genügen.    Irgend  eine  dieser  fünf 

ilTlinktionen  kann  benutzt  werden,   um  die  Gleichung  ß=sb  her- 

.j^Bitellen.    Die  Unbekannte  y  ist  dann  zwar  auch  eine  Funktion 

ivüoii  /Slf  7a  ^  ^  tt»  allein  vorerst  noch  unbestimmt»  weil  sie  ausser 

fdtB  Gleichungen  (b')  noch  die  Gleichung 

lu  erfüllen  hat.  Man  setze  an  die  Stelle  der  Veränderlichen 
tfZxZwZv  zyxtov  die  Grössen  c^  /?  >^2  ^2  ^2  £2  ^^^  9  v^  ^^^  gelangt 
dadurch  zu  der  neuen  Gleichung: 

Die  Coelüzienten  lassen  sich  als  Funktionen  von  aß  und  der 
ihr  neuen  Veränderlichen  72  ^2  ^2  £b  darstellen ;  es  giebt  dessbalb 
dni  verschiedene  Funktionen  t,  welche  genügen.  Doch  bedarf 
■u  nur  einer  einzigen,  um,  die  Gleichung  y^zc  herzustellen. 

-  \  Auf  dem  hier  vorgeschriebenen  Wege  gelangt  man  also  jeden- 
Üls  zur  Kenntuiss  eines  vollständigen  Integrals,  indem  map  die 
lieben  verschiedenen  Funktionen  der  Gleichung  (a)  in  der  ange- 
Jjtbenen  Weise  benutzt.  Sehr  oft  wird  man  aber  schon  mit  weni- 
,ier  als  sieben  Funktionen  ausreichen,  und  es  kann  sogar  vor- 
;ilPI^Ben,  dass  schon  drei  von  diesen  Funktionen  zu  dem  gewünschten 
jJBele  fähren.  Wenn  aber  auch  die  sieben  verschiedenen  Funktio- 
i$f^.deT  Gleichung  (a)  und  dann  wieder  die  fünf  verschiedenen 
l^doktionen  der  Gleichung  (b')  nuthig  wären,  um  endlich  zu  einer 
•insigen  Funktion  der  Gleichung  (c')  zu  gelangen,  so  darf  man 
lech  nicht  glauben,  dass  man  desshalb  alle  jene  Funktionen  als 
Iffegrale  der  genannten  Differentialgleichungen  aufzusuchen  hätte. 
Ijum  braucht  vielmehr  för  jede  der  beiden  Differentialgleichungen 
[a)  und  (b')  in  der  Regel  nur  zwei  solcher  Integrale  darzustellen, 
da  sich  die  übrigen  Funktionen  durch  Differentiation  aus  irgend 
feiveien  darstellen  lassen.  Die  Funktionen  «|  ßi  yi  di  C|  ^|  tj^  der 
dtiehiuig  (a)  besitzen  nämlich,   was  schon  oben  hervorgehoben 

\9* 
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wordeB  Ist»  die  Eis^scfiaft,  dass  man  jedesmal  eine  Vuk^ 
davon  erhält ,    wenn   man    irgend  zwei  von    den   GrOs^en  (a||) 

(!^r\)y  («i^i) (A/i)'  (i^i^i)*--  (yi^i)    *"   ^«nem    Quoti«iil 

mit  einander  verbindet.  Dies  Icann  aber  nur  in  der  Vi>  eise 
Stande  kommen,  dass  jede  von  diesen  Grössen  ftir  sicil  wt 
Fnaktion  von  Rij^iyt....  übergeht.  Wenn  also  irgend  swei  Fii 
tionen  ct|  und  ßi  bekannt  sind,  so  bat  man  auch  eine  dritte  FimU 
y^  =::(crij3|),  und  dies  fährt  wieder  auf  zwei  weitere  Ponkll« 
(oTi/i)  und  {ßiyi)  u. s.w.  Nur  für  den  Fall,  dass  der  Ausdn 
(<X|/^)  in  eine  Funktion  von  0|  und  ßi  allein  übergeht,  wfireti  dl 
beiden  Funktionen  nicht  ausreichend,  um  daran«  durch  Diftt 
tiation  noch  andere  abzuleiten.  Man  wäre  dann  genöthigt,  znnäc 
noeb  eine  dritte  Funktion  y^  als  besonderes  Integral  der  iK 
chung  (a)  aufzusuchen.  Ganz  ebenso  erhält  man  auch ,  wenn  \xp 
zwei  Funktionen  ß^  und  y^  der  Gleichung  (b')  bekannt  sind,  t 
dritte  Funktion  8^  durch  den  Ausdruck  (ß%y^  und  alsdann  wTe 
noch  audere  in  der  Form  (^jd.2)  und  (/^^s). 


VI.    Inteipration  der  partiellen  Blffev«ntl»li^lel€lia 
der  Bwelien  Ordnani^  und  delr  ersten  StuTe*  '■ 

Das  atigemeine  Integral  einer  partiellen  Differentialgleicfei 
der  zweiten  Ordnung  wird  als  eine  endliche  Gleichung  gedat 
worin  zwei  von  einander  unabhängige  willkfihrliche  FunktiM 
vorkiHnmen.  Wenn  die  partielle  Differentialgleichung'  nur  d 
Veränderliche  hat,  so  ist  jede  dieser  bei<len  Funktionen  iü 
kührlich  nach  einer  einzigen  veränderlichen  Grosse;  wenn  dl 
n-fl  Veränderliche  da  sind,  so  hat  man  es  mit  willkilhrliok 
Funktionen  von  n  —  1  veränderlichen  Grossen  zu  thun.  Eine  €l 
liehe  Gleichung,  welche  die  bezeichnete  Eigenschaft  besitzt,  tri 
jedesmal  als  das  allgemeine  Intesiral  der  partiellen  Differ^tii 
gleichung  zweiter  Ordnung  angesehen ;  und  wenn  es  auch  'V( 
kommt»  dass  sich  gleichzeitig  verschiedene  endliche  GleicbuDg 
der  Art  vorfinden,  so  glaubt  man  doch  annehmen  zu  dürfen,. Jü 
die  Verschiedenheit  eine  nur  scheinbare  sei  und  dass  jede  day 
auf  irgend  eine  der  übrigen  sich  zurückfahren  lasse. 

Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  die  beiden  wHIküMM 
Funktionen  in  dem  allgemeinen  Integral  auftreten^  lisst  sicft  wü 
sagen,  was  allgemein  Gültigkeit  hätte.  "Nnr  dies  mag  znnfcl 
bemerkt  werden,  dass  nicht  jede  endliebe  Gleichong,  worin  «v 
wlllkühriiche  Funktionen  von  der  bezeiebneten  Eigenschaft  in 
keaunen,  als  das  allgemeine  integral  einer  partieflen  DMfereiM 
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iritiobliDg  der  xueiteD  Ordnung  betrachtet  werden  dürfte.  Uenn 
flveou  z«  B.  das  allgemeine  Integral  einer  partiellen  Differential- 
gMcbung  der  zf^eiteu  Ordnung  mit  den  drei  Veränderlichen  zy  x 
iik.-der  Form  t-^O  vorliegt,  so  hat  man,  um  daraus  die  partielle 
L^iferentialgleichung  wieder  abzuleiten,  vor  Allem  die  folgenden 
fiof.  Gleichungen : 

">••  (%><>■  ($)=»•  {^:)=0'  \b)'' 

Ij^n^stelVen.  Durch  die  Elimination  der  willkührlichen  Grössen 
wischen  diesen  Differentialgleichungen  und  der  endlichen  Glei- 
fhung  r  =  0  ergiebt  sich  die  partielle  Differentialgleichung  der 
iweiten  Ordnung.  Denkt  man  sich  nun  r  als  eine  bestimmte 
Funktion  der  drei  Veränderlichen  zyx  und  der  beiden  willkuhr- 
Mki\n  Funktionen  q>{a)  und  i/;(|3),  so  finden  sich  in  jenen  sechs  Glei- 

cbniigen  die  sechs  willkührlichen  Grössen  g?,  -r  >  ~T2^  ^'  ^*  "55* 

lor.  Man  kann  aber  ans  sechs  verschiedenen  Gleichungen,  nur 
ffinf  von  einander  unabhängige  Grössen  eliminiren;  und  daraus 
folgt,  dass  jene  Gleichung  t=0  nur  dann  als  das  allgemeine  In- 
iBfpral  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
«tt  drei  Veränderlichen  angesehen  werden  könnte,  wenn  die  bei" 
lau  wilikührllchen  Funktionen  in  der  Weise  auftreten ,,  dass  durch 
A0.  Elimination  von  irgend  fünf  Jener  willkührlichen  Grössen  zu- 
gleich die  sechste  hinwegiallt.  Man  kann  auch  sagen,  das  Vor- 
Innmen  der  beiden  willkührlichen  Funktionen  müsse  von  der  Art 
««h,  dass  in  jenen  sechs  Gleichungen,  welche  bei  der  Elimina- 
tiM  des  Willkührlichen  zu  verwenden  sind,  nur  fünf  verschiedene, 
voA  einander  unabhängige  Grössen  sich  vorfinden,  welche  allelu 
4if  Wilfkuhrliche  eiii^chllessen.  Denn  nur  »0  ist  es  möglich,  das 
Willkfihrliche  zu  eliminiren. 

Nun  giebt  es  aber  einen  Fall,  welcher  vor  Allem  bemerkens- 
wiBrth  ist  Wenn  nämlich  das  allgemeine  Integral  r  =  0  von  sol- 
cker  Beschaffenheit  ist,  dass  die  eine  der  beiden  willkührlichen 
Funktionen  q>  und  1/;  schon  nach  den  ersten  Differentiationen  eli- 
ttiärt  werden  kann,  so  dass  also  durch  diese  Elimination  eine 
Pirtielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  a=0  entsteht» 
Win  ovr  noch  die  andere  willkührliche  Funktion  vorkommt,  «a- 
bleicht  nachzuweisen,  dass  diese  partielle  Differentialgleichung' 
^ersten  Ordnung  aiszO  allein  ausreicht,  um  daraus  die  auge- 
toiige  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  abzu- 
^«itttu.  Denkt  man  sich  z.  B.  die  Gleichung  t  =  0  wieder  als  da» 
i%«tDeine  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  zwei- 
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'fNtrden  Ist.    die  Eieeiuchafl.   iIm»  wmt 
davon   erhält,    neun    muri    rriicnJ    i"<.'i    ■ 

(«in).   ("M,--  ißiY»)^  (M> 'Vi*' 

mit    Ginutuler    verbindet.      Uiett   hnnn   n>" 
Stande  kommet),   das«  jedtr  tno   d<- - 
Fmiktimi  vnu  «i^iyi....  (Ilwnifllit.     \' 
tioneti  M,  und /j,   liekiitml  bIiuI,  t-n  I>   ' 
yi  =  (a,ß,).    und   diea    füiin 
(of.y,)  und  (/J,j'i)  u.  s.  .v.     ,V.. 
t«,^,)  in  eine  Funktion  y>"  ■ 
heiden  Funkfiotien  nii'til  an^  > 
liation  noch  audere  abKiili-ii>  < 
»och   eine   dritte   Funhli»« 
chung  (a)  nulxuBucheii.    ii—i 
zwei  Funktionen  ß^  und  j, 
dritte  Funktion  d.,  diiftli   .1.   < 
•■weh  »tjdere  in  der  I'  m-t 


rTI'    Intecratlun   ilrr   |> 
der  Bweltcn  Orilx 

Dae  allgemoini-  1i  i< 
p  Kweil«»  Ordniii  l 
I    «w«i    v«n    i-i'i 
vorkfHiimrn.      Win,, 
Veränderlichfi    h.it, 
kührlich   nach   thiv: 
«+1    VerSiiderlirti. 
Fnnkfinnen  von  n 
Hube  tileithuiig.  «>< 
jedesmal   alo   diw    ' 
gleichung  /weifer  ' 
kommti    das»  »icli 
der  Art  vnrlinden. 
die  VerachiedetihtM' 
auf  irgend  eine  dui  :< 

lieber  di»  An 
Funktionen  in  dem 
sagen,  was  alla^ir> 
l>enierkt  werden,  •! 
Millkijhrlichfl  Fuoiii 
kviunien,   nJ«  <ln»  a.'i 
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\  ersten  Ordoaog  abgeleitet  vrerdeo  kann»  welche  dann  aelbst 
das  allgemeine  Integral  r=0  der  ersteren  Gleichung  liefert,  wenn 
dieses  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  eine  der  beiden  willkfibr- 
lieben  Funktionen  schon  nach  den  ersten  Differentiationen  zum 
Verschwinden  gebracht  werden  kann.  Wenn  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  zweiten  Ordnung  auf  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  zurückgeführt  werden  kann, 
welche  dann  selbst  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Gleichung 
liefert»  so  sagt  man ,  dieselbe  besitze  ein  erstes  Integral.  Es  roi^ 
Biii:  gestattet  sein ,  um  mich  kurzer  ausdrücken  zu  können ,  in  die- 
sem Falle  die  Differentialgleichung  eine  der  ersten  Stufe  zu  nennen. 

Die  Bestimmung  des  ersten  Integrals  ist  keinen  besonderen 
Schwierigkeiten  unterworfen.  Unter  den  partiellen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  betrach- 
ten wir  zunächst  die  Gleichung: 

^orin  X  V  Y  Z  bestimmte  Funktionen  der  drei  Veränderlichen 
^  y  a:  und  der  Differentialquotienten  Zy  und  Zx  sind.  Als  erstes 
Integral  hat  man  hier  jedesmal  die  Gleichung  ßz=:g>(a),  wo  tp 
^Ine  willkfihrliche  Funktion,  a  und  ß  aber  bestimmte  Funktionen 
der  fdnf  Grossen  ZyZxzyx  sind.  Denn  es  lässt  sich  keine  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung  angeben,  worin  eine  will- 
kfihrliche  Funktion  in  anderer  Weise  aufträte,  und  welche  zugleich 
^iiie  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  von  der 
^gegebenen  Form  zur  Folge  hätte.  Um  die  beiden  Funktionen 
tt  und  ß  zu  bestimmen,  schreibe  man  das  erste  Integral  j3'^9(«)=:0 
Abkürzend  in  der  Form  t  =  0.  Daraus  entstehen  die  beiden  Dif- 
'^ventialgleichungen : 

dv  dH      d%_    d^z       dx         dv  ^^ 
dzy  dy*  '  dzx  dxdy  "  dz^     dy"'    ' 

rfr    d*z        dx^  dH      dt        dx ^ 

dzy  dxdy      dzx  3^     dz  '     da: 

^^ITenn    nun    aber  die   partielle  Differentialgleichung  der   zweiten 
^>rdnang : 

^dx^^^^dxdy^  ^*~^ 

in  der  That  durch  die  Elimination  von  q>  aus  diesen  beiden  Glei- 
changen  abgeleitet  werden  kann,  so  gelaugt  man  zu  einer  iden- 
tischen Gleichitng,    sobald  man  irgend  zwei  von  den  drei  Diffe- 


sdl    ' 
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rentfalquotleifteii  der  iswelten  Ordnung  aus  d«n  GMehangeiülMnii 
S*  entwickelt,'  «nd  deren  Werthe  in  die  partielle  DiffeicJutfalgW 
cbung  einsetEt     Elimiairt  man    die    beiden   DIferentialqaotieiilii 

-^Tjjn  und   ^-|i»    so  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 

,   ydt  (dx        dx\  dx  fax        dx\      ^eh   dx^  _ 

Da    nun    der   Differentialquotient   zweiter    Ordnung     ,,    ^eder 

in  den  Coeffizienten  der  partiellen  Differentialgleichung,  nochandi 
in  der  Funktion  x  vorkommt,  so  kann  diese  Gleichung  nur  dadurch  \ 
zu  einer  identischen  werden,    dass  sowohl  der  genieinsame  Fak^ 

d^z 
for  Yon     h    h  9    als  auch   der  Rest  der  Gleichung  fiir   sich  ve^ 

schwindet.  Zur  Bestimmung  von  r  hat-  man  demnach  die  beiden 
Gleichungen : 

„  df  fdx        d%\      „dx  /dx        dx\         dx  dx      _ 

^^Ty\drz^'^Tx)^^dr,\Wz''^€^)^^^xtRy^^ 

Daraus  bildet  man  aber  leicht  zwei  andere  Gleichungen,  weich« 
in  Bezug  auf  die  Differentialquotienten  der  gesuchten  Funktion  f 
von  dem  ersten  Grade  sind.  Denn  die  erstere  schreibt  sich  auck 
in  der  Form : 


oder  als  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränderlichen: 

Xdz:,  +  ( F±  S^V^-'XY)  dz^  =  0, 

dx 

Man  elimiiiire  damit  die  Grösse  ^,  und  so  geht  dann  die  ander^ 

GJ^chung  fiber  in : 

Bringt  man  nun  aber  an  die  Stelle  von  x  die-  obige .  Fonü 
j?-^9>(a),  so  zeigt  es  sich,  dass  jede  der  beiden.  FiinktioneD.« 
und  ß  den  Differentialgleichungen  ^a^  und  (b)  an  der  SteüeVvo« 
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c -fpMidgmi  nin«s«  Darin  i^t  denn  zuglekb  die  Bedingung  ati«ge- 
90l»Atnf  «wter  ireKeher  die  vorliegende  partielle  Differentialglel- 
«ii«eg  .der  streiten  Ordnung  ein  erstes  Integral  besitit.  Wenn 
00  nkht  xwei  verschiedene  Funktionen  von  der  bezeichneten 
Eigenschaft  giebt,  dann  giebt  es  auch  kein  erstes  Integral. 

Für  den  Fall  JIl=0  bedürfen  die  Gleichungen  (aj  und  (b)  einer 
Verwandlung,  damit  dieselben  gleichbedeutend  seien  mit  den  ur- 
aprttnglichen  Differentialgleichungen ,  vielcbe  in  Bezug  auf  die 
l>Uerentialquotienten  von  t  quadratisch  sind.     In   dieser  Absicht 

mnltiplizire  man  dieselben  mit   F+V  F*  —  XY  und  es  entstehen 
dl/e  neuen  Gleichungen : 

deren  man  sich  in  dem  angegebenen  Falle  zu  bedienen  hat,  wäb- 
rekid  für  den  Fall  Fr=  0  nur  die  vorigen  Formen  brauchbar  sind. 

Wenn  gleichzeitig  A=0  und  F=0  ist»  so  erhält  man  die 
Gleichungen: 


dl 


-=0  und  2F(j,..  +  ^;f  Z^^=0 


oder 


=o«.j.p(i:^+l)+z£=«. 


dt 

dzy      ^  """  *"^  V^**^  ^  dy 


Das  zweite  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  der 
^^eiten  Ordnung  kann  so  beschaffen  sein,  dass  nach  den  ersten 
(Differentiationen  sowohl  die  eine,  als  die  andere  der  beiden  will- 
-"^Ohrlichen  Funktionen  sich  eliminiren  lässt.  Es  versteht  sich, 
^ass  man  in  diesem  Falle  zwei  verschiedene  erste  Integralformen 
^tiffindet.  Man  gelangt  zu  diesen  beiden  Integralformen,  indem 
'^an  entweder  die  in  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  vorkommende 
^^arzelgrusse  das  eine  Mal  mit  dem  positiven,  das  andere  Mal 
^^it  dem  negativen  Vorzeichen  gebraucht;  oder,  wenn  nur  eine 
^orm  der  beiden  Differentialgleichungen  (a)  und  (b)  benutzt  wird, 
i^em  man  dann  drei  verschiedene  Funktionen  o,  ß  und  /  darstett, 
>feldie  denselben  gleichzeitig  Genüge  leisten. 

Um   das    zweite  Integral    mit    seinen    beiden    willkührlicben 
"^  Funktionen  zu  erhalten ,  wird  man  das  erste  Integral  der  Integra- 
lion   unterwerfen.     Wenn  zwei  verschiedene   Integralformen   der 
Art  vorliegen,  so  kann  man  auch,  anstatt  eines  davon  in  der  an- 
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Die  letztere  giebt   zzx  — Zy  =  ai.    Man  hat  weiter: 

I 

Daraus  folgt  aber  a  =  a|    und  /3=:z;    und  das  erste  Integral  : 

ZZx  — Zy  =  g)(z). 

r/^2  d^z  d?^ 

.5.  Es  sei  («Hix^y+Zy*)^+(ry«-2.«)^^-(aH**tj,+i,«)^=,^. 

Man  findet  hier  die  beiden  Gleichungen: 

(a) 
(a*  +  %xiy  +  Zy*)  dzx  —  (a*  +  Zj:%  +  zx*) ^&y =0   und   dxx  +  rfzy =0.      - 

Die  Integration  der  ersteren  giebt: 

(Z.-^Zy)^-'^'- 

Nun  hat  man  aber  weiter  die  Gleichung: 

(b)  (^^  +  ^2/);^,  +  5:;;.  +  ^y=0. 

Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  ossoj    und   ß:=^,a:  —  t/;    u^  »cf 
das  erste  Integral  zeigt  sich  dann  in  der  Form: 

tt«  +  2za:Zy  =  (Zx  —  2y)*  g>(^  —  y). 

6.    Es  sei  noch 

/d^z  d^z  dH\      dH.  d^z         rf^« 

Man  bat  hier  die  Werthe : 
X^zs^aiy-  1,    2F=(z,+azy)(l+6)-(l+c),     r=(t;t+az,)6 —  ^J 
und  dies  führt  auf  die  beiden  Gleichungen : 

{zs  +  ozy  —  1)  dzs  +  (Szx  +  azy)  b'—c)dxy    und     c/z*  +  dzy  =:0. 
Aus  der  ersteren  findet  man  durch  die  Integration: 

ix  +  Ä'y+^ir^H«:r  +  flfv-  j:i:^)  =«i- 

lUnn  findet  weiter  die  Gleichung: 

^  dt  ^  dt      dt       ^ 


.f^>^t^^^^v>tv•i«^vx^<rMAr  iriMf  «aMT/Z^-^rditnifcr*  2(15 


ikmb  ^A-^vin. .  veraqkwdeoe  fMirlMle  -PUEarevtialgieichviif^  der 

0Tdiinngr  v^oraas  eine  dritte  partielle  DiffereotialgleichMBg 

ersten  Ordnung  abgeleitet  wird,    indem  man  die  drei  Diffe- 

äH      dH      dh 
ntialqootienten  der  zweiten  Ordnung  zr-^*     r    i   »  t-^  eliminirt. 

a  aiicb  diese  auf  jen6  endliche  Gleichung  hindeutet,    so  setze 

an  die  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  29  und  Xx,  wie 

sie  aus   den  beiden  ursprunglichen   Gleichungen   als  Funktionen 

▼on  igfp  sich  entwickeln,    hier  ein,    und  man  wird  so  entweder 

'<dcr  neuen  Gleichung  identisch  genügen  oder  jene  endliche  Glei- 

cbong  selbst  erhalten.      Wenn   der  Coefßzient    ü  der  partiellen 

Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

^  Vc/ar*  rfy«      \da:dyj  J^^^dx^^  ^^  dxdy^     dy^^^ 

verschwindet,  so  ist,  wie  man  oben  gesehen  hat,  durch  die  bei- 

^l^t^  Grossen  a  und  ^  des  ersten  Integrals  j3  =  9>(tt)  nur  eine  eiXk- 

^V%^  Funktion  von  Zy  und  Zx  gegeben,    da  dann  die  Verschieden- 

li^lt  der  beiden  Grössen  a  und  /?  immer  nur  in  dem  Vorkommen 

de^  drei  übrigen  Veränderlichen   zyx    ihren  Grund   bat.     Wenn 

Äb^r  V  nicht  verschwindet,   so  sind  die  beiden  Grössen  a  und  /? 

^^«  ersten  Integrals  ß=z(p(a)  jedesmal  durch  verschiedene  Funk- 

^^c^nen  von  zy  und  Zx  ausgedrückt.    Man  hat  es  diesem  Umstände 

sa^    verdanken,  dass  für  den  zuletzt  erwähnten  Fall,  wo   17  nicht 

^^Tschwindet,  aus  den  beiden  ersten  Integralformen 

1.  j8  =  <p(a)    und    6  =  ^(y) 

^*^^  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord« 
'^X^ngy  .deren  zweites  Integral  jedesmal  durch  die  so  eben  ange- 
mutete Rechnung  dargestellt  wird. 

Diese  Rechnung  gestattet  aber  ganz   bemerk enswerthe  Ver- 
^nfachungen.    Gebraucht  man  nämlich  anstatt  des  ersten  Integrals 
=^q>(fii)  die  einfachere  Gleichung  |?  =  9)(a),  wo  a  eine  willkfihr- 
che  Beständige  ist,  um  aus  den  beiden  Gleichungen 

2.  ß  =  9>(a)    und    ^  =  ^(y) 

Differentialquotienten  Zy  und  Zx  als  Funktionen  von  zyx  dar- 
asteilen,  so  ist  einleuchtend,    dass  die  Integration  der  vollstän- 
digen Differentialgleichung 

dz  =:  Zydy  -f  Zsdx 

auf  eine  Integralform  f(zya.a)=^0  fährt,  welche  auch  durch  die 
Elimination  von  Zy  und  Zx  aus  den  drei  Gleichungen 

3.  asso,    /3=9)(a)  und  4  =  ^()r) 
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zx  =  tp{zy)     und     z  =  yzy-[-  xzx  +  i/;(zy). 

MsiD  setze  nun  Zy^zza  und  eliminire  z».     Man  erhält  so  das  zweite 
Integral  durch  die  beiden  Gleichungen: 

8.    Es  sei 


y  fd^  dH       f  d^z  y\  dH  dH  ^^_n 

\dx'^  dy^  ~  \dxdy)  )  '^'^dx^  ^^^^'^^  dxdy'^'^' dy^''^' 

Mi-an  hat  hier  V±  VF«"— AF~?7Z=  i(zxi^Zy)±i(zx'-Zy).  Wenn 
iiM^^D  das  untere  Vorzeichen  gebraucht»  so  entstehen  die  beiden 
fti  Eichungen: 

^  V  x  +  y/dt         dr\  ,       /dr       dt\      ^ 

^,.  x-\-y  /dz       .  rfr\  .       /c2t   ,   dx\     ^ 

*^^rch  die  Elimination  von   j-  entsteht  die  einfachere: 

dz 

dt         dx      ^ 

^^T  man  genügt,  wenn  x  irgend  eine  Funktion  von  ai=yzy  +  ^Zjr, 
^*  2:^  und  Zy  ist.  Die  Gleichungen  (a)  und  (b)  zeigen  sich  dann 
ftber  in  der  Form: 


+  y  /dz     ,       ,v  €?T  \ 


x-\-v fdz  .  .     .  ^.  dx\      dx       dx      ^ 

«Zi/     dzx 


^^O  findet  die  beiden  Funktionen  «  =  (a+l)z  — «i  und  j3=zx— Zy, 
^^^    das  erste  Integral  zeigt  sich  demnach  in  der  Form: 

^{{a\\)Z  —  yZy  —  XZxy   Z^;  — Z2/)=0. 

Wenn  man  das  obere  Zeichen  vor  der  Wurzeigrusse 

raucht,  so  hat  man  die  Gleichungen : 
^  x+y /dx      ,  dx\  dx  dr 

^ ,  V  ^  +  V  fdx      .  r/r  \   .       dx  .       dx 

"riieil  XXXIII.  ^t^ 


-..%•■  - 


......u.M.    VO«U,=^+?/.    ^""«^ 

u«..  .iaiiurch  über  in : 


...;a  uas    erste  Intearal   in 
..^.i-.  erste«  iiitcaraie  netten. 


_- .. .  <-■  ( 


^£±KV 


i.»  < 


•  '     unu  üie  Elimiuati« 
.,,    ,»aii   ^-   eiimiuire«  im 


■t 
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Afa^  muhipiizire  die  crstere  mit  ty,  die  andere  Gleichung  mit  ^'x, 
und  man  erhält  durch  die  Addition: 

«  «;<^^   .  dt   ^        dx    ,    ,      dt    ^         dx^  (1  +  2:r*  +  Xv*)»        r. 


^^ird,    über  in: 


Daraus  folgt  ai  =  — ,    und  die  Gleichung  geht,    wenn  ly  eliininirt 


Man   genügt  derselben  durch  die  drei  einfacheren  GMchungen: 

a(\  +  €ti^)zxdzx       ^ 

,  actidzx ^ 

,       adzx « 

j  "^     (1  +  (1  +  V)2^«)5-"- 

^'^^   Integration  liefert  die  drei  Funktionen : 

a  azg 

''^^n   genügt  dadurch  aber  auch,  den   beiden  Gleichungen  (a)  und 
(^)  »    und  man  hat  somit  die  beiden  ersten  lutegralformen : 

azy .  j « V 


j? ■■:   .  =:il;(z  +     ;-  )» 


Mä^ .    « 


i, 


^*^  setze  nun  z+    ^ ■  — r=za.    Die  Elimination  von  z«  und 

Vl^Zx^  +  Zy^ 

tVshrt  dann  auf  die  Gleichung: 
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tJm  das  zweite  Integral   zu  erhalten,   wird  man  u  eliminiren  mit 
Hilfe  der  Gleichuns 

2^  — «+(y— 9>(«))<P'(«)  +  (a:  —  i^(a)) !/;'(«)  =  0. 

Das  obi^e  Verfahren,  wodurch  man  das  erste  Integral  einer 
partiellen  Dififerentialgieichung  der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Ver- 
änderlichen darstellt,  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  partielle  Dif- 
ferentialgleichungen mit  mehr  als  drei  Veränderlichen  übertragen. 
Wenn  z.  B.  die  vier  Veränderlichen  z^  y,  x  und  w  vorkommen, 
schreibt  man  das  erste  Integral  in  der  Form  yz=fp(aß),  wo  a, 
ß  und  Y  bestimmte  Funktionen  dieser  Veränderlichen  und  der  drei 
,Differentialquotienten  erster  Ordnung  Zy,  Zx  und  zw  bezeichnen. 
Denn  wenn  man  die  Form  /  =  (p{ctß)  nach  einander  in  ßezug  auf 
%  und  y,  z  und  x,  z  und  w  dififerentiirt,  so  entstehen  drei  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  durch  die  Elimination  der  beiden  will- 

kährlichen  Funktionen   -jj-  und  -jä  ^>^^  bestimmte  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  zweiten  Ordnung  herbeiführen. 
Um  nun  das  erste  Integral  für  die  Gleichung 

rZ2^  ^  cZ^x  cZ^i  d^z        ydH_ 

^dw^^^^dwdx  +  ^^d^y-^^d^^  +  ^^d^+^d^^-^ 

zu  bestimmen,    worin    WS.,,.Z   Funktionen   von    ZyZxZwzy x 
sind,    schreibe   man   dasselbe   vorerst   wieder   abkürzend    in    d 
Form  T  =  0.     Die   drei  Differentialglejchungen,  welche  durch 
Elimination  des  Willkührlichen   die   vorliegende   partielle  Differ 
tialgleichung  herbeiführen,   zeigen  sich  dann  in  der  Form: 

dx  dH       dz^    d^z        dx^    dH        dt         dt 

dzy  diß  ^  dzx  dxdy  ^  dz^  dwdy  ^dz^^^  dy 

dt    d^z        dt   dH       dt    dH        dt         dt 

dzy  dxdy  "^  dzx  dx^  ■*  dzio  diodx  ^  dz^'^dx^^    * 

dt    d^z        dt    dH         dt    dz       dx         dt 
dzy  dwdy  ^  dzx  dwdx  ^  Izw  rfP  ^  dz  ^"^  "*"  3t^  ~ 

Wenn  man   damit  von  den   sechs  Differentialquotienten  der  zw< 
ten   Ordnung;  irgend    drei    aus   der   vorliegenden   partiellen   D\0"* 
rentialgfeichung   eliminirt,    so    gelangt  man    zu    einer   identiscb^*^" 

Gleichung.   Durch  die  Elimination  von  y^,  -7-^  und  -t-j  entstoi*  ^* 


■« 
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rfr  \*,  dt     d^z 


\dzx/  dzx  dzto  \diw/     dzy 


dwdx 
dr  \*     dx    dH 


\dzij  dzy  dzw         \dzwj     dzx  dwdy 

^      \dzijj        "     dzy  dzx  \dzxj     dzw  dxdy 

^  dx  dx  fdx         ^\  I  Y^"^  dx /dx      ,45^\ 

^     ^7hxdZy\dz'^''^  dwj  T'^d^dZyKdz''''^  (üj 

4.  Y^^  —(^       J_^^   I    y  '^^     ^^     ^   ^   n 
dzm  dzx\dz   ^     dw/^      dzw  ilzx    dzy 

«^Of^li  kann  man  dieser  Gleichung  nur  dadurch  genügen,  dnss  man 

"Ä^    Faktoren  von    -j — j- 9    -j—j-   und    3—3-  und  auch  den  Rest 

dwax      awdy  dxdy 

^^it     Gleichung   einzeln    genommen  verschwinden   lässt.     Man  hat 

^^<^fiacb  zur  ßestimmung  von  x  die  vier  Gleichungen:  .   . 

\dzxj  dzx  dzw  \dzw/ 

^,  w(pX  -iTp^  p-  +  r(f-y = 0. 

\dzyj  dzy  dzw  \dzw/ 

rfr^  dx  /dx      j_^'^\tY^^  ^^  ^—      _L  ~  ^ 
dzx  dzy\dz  ^^     dwj  ^     dzw  dzy\dz  *  ^  d^J 

dx  dx  fdx     ^^^'^\     y  ^"^  ^^  ^"^ /| 

dzw  dz\dz^      dyj        €tztp  dzx  dzy 

"^i^aus  ergeben  sich  aber  vier  andere  Gleichungen,  welche  in 
**^^ug  auf  die  Differentialquotienten  von  x  vom  ersten  Grade  sind. 
"^nn  aus  den  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  bestimmen  sich  zunächst 

^'*^   beiden  Quotienten    -y-  :  j— =«  und  -j-:-5— =<.     Man  hat: 

dZx    dzw  dzy   dzw 

1.  Ws^'-^Ss  +  X  =0, 

^.  Wt^'-'2Tt+  V  =0, 

3.  A<*-2F<5+Fa*=0. 


4. 
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Nachdem  man  einen  von  den  beiden  Quotienten  9  nnd  t  aus  den 
cjuadratiscben    Gleichungen    1.    und   2.    bestimmt    hat,    bat  maa 
mr  Berechnung  des  andern  eine  Gleichung  des  ersten  Grades» 
Dann  multiplizirt  man   die  Gleichung   1.   mit  ^,   die  Gleichung  2« 
mit  s^,  und  zieht  dann  von  deren   Summe  die   Gleichung  3;  ab« 
so  entsteht: 

Damit  die  so  berechneten  Werthe  Ws  =  Si  und  Wt  =  Tg  die 
Gleichungen  I.,  2.,  3.  gleichzeitig  erfüllen,  musd  zvrischeo  di^ 
Coefßzienten  dieser  Gleichungen  eine  Bedingungsgleichung  bestriieo. 
Man  schreibe  dieselben  in  der  Form: 

1.  (IFs-r.Ä)a=Ä2— TTX, 

2.  (m—  Tf=z  ra—  Wl\ 

3'.  (Wt-S^iWi-T^zTzST-^Wr. 

Daraus  folgt  dann  auf  der  Stelle  die  Bedingungsgleichung: 

(«2^  wx)  (r«~-  WY)  =  (Ar-  wv)^, 

oder  auch  die  mehr  symmetrische: 

Wenn   diese  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist,   hat   man   zur  Be* 
Stimmung  von  r  die  drei  Gleichungen: 

I 

(c) 
.^  /dx  d%\        -,  /d%         dx\  ^  -.  fdx      .  drN       „d%      a 

worin    abkürzend    -~^—  =  S^  und  -^—  =:  7^«    gesetzt  worden  iß»* 

Wenn  es  drei  verschiedene  Funktionen  er,  ^  und  y  giebt,  von  deo0^ 
jede  gleichzeitig  diese  drei  partiellen  Differentialgleichungea  ^ 
der  Stelle  von  r  erfüllt,  so  besteht  auch  ein  erstes  Integral,  o»^ 
dieses  hat  dann  die  Form  y  ==  ^^ix.  ß). 


erster  und  %weit€r  Ordnung.  ^ 

Es  «ei  nun 

Xk  faftt  hier  die  Gleichungen: 

wdzu,  +  ^rcZr^r  =  0, 

wdzw  +  yc^Jy  =  0. 

terögiebt  tozio -f  orz^r  =  ^i ;  di^  ändetie  aber  geht,  wenn  man 
eis  €Ci  eliminirt,  Gber  in  dai  •[■  ydzy:::^^.  Daraus  folgt  aber 
'=^'Wtw-\-xzx'{'yzy  =  02 ;  und  das  erste  Integral  ist  demnach 
itiktion  von  a^,  t,  y^  x  and  w.  Nun  hat  man  weiter  die 
ing: 

dt        dt       dr       dt      ^ 
liminire   einen    der   Differentialquotienten    mittels    a^,    und 


dt  ,      dt       dt  ^     dt      ^ 

nügt  durch  a=— ,  /?  =  — ,  y=«i;  un^   das  erste  Integral 
ch  dessbalb  in  der  Form: 


wzu,^xzs^ry^v  =  <py-^^ 


iie  Anzahl  der  Veränderlichen  zunimmt,  so  mehren  sich 
uch  diejenigen  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
;  und  des  ersten  Grades,  welche  alle  durch  das  erste  In- 
ier partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
^t  werden.  Wenn  n  -|- 1  Veränderliche  vorkommen ,  so 
;  sich  das  erste  Integral  in  der  Form:  9)(aj3y....)  =0, 
e  wilikührüche  Funktion  von  n  bestimmten  veränderlichen 
I  ist.  Durch  die  Differentiation  ergeben  sich  daraus,  n 
rdene  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung,  mit  deren 

dH      dH      d^z 
an  die  n  Differentialquoti^nten  t-^,   5~a*  "iT^"'"    ®'*' 

kann.    Nach  vollzogener  Elimination  bleiben  noch  — i~cr^ 
tialquotienten  der  zweiten  Ordnung  in  der  partiellen    Dif- 

lgleit:hung  zurück.      Diese    fällt   dessbalb    in       |  ^-     -|- 1 
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versqbiedene  Gleichungen  aus  einander,  vi'elche  wieder  lalle  als  pa^ 
tielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersteo 
Grades  dargestellt  werden  können.  Jede  von  den  n  verschiede- 
"nen  Funktionen  aber,  welche  in  dem  allgemeinen  Integral 
<)p(a I? );....)  =0  Platz  nehmen,  muss  allen  diesen  Uifferentialglei* 
chungen  Genüge  leisten. 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  partielle  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  zu  bestimmen,  von  der  man 
weiss,  dass  sie  mehreren  ^  partiellen  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung  gleichzeitig  Genüge  leistet.  Es  kommt  dann 
nur  darauf  an,  die  allgemeinste  Funktion  zwischen  /l^n  vorkom- 
menden Veränderlichen  und  den  Differentialquotienten  der  ersten 
Ordnung  anzugeben,  welche  gleichzeitig  alle  diejenigen  partiellen 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Gra- 
des erfüllt,  welche  jede  der  vorliegenden  partiellen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung  nach  den  jetzt  bekannten  Re- 
geln für  sich  zur  Folge  hat. 

Hat  man  z.  ß.  die  beiden  Gleichungen : 


und 


F-^   +  F—  =:Z 

dxdy  dy^ 


d^z  dh 


wo  V  F....Z|  bestimmte  Funktionen  der  drei  Veränderliche! 
zy  a:  und  der  Differentialquotienten  erster  Ordnung  zx  und  Zy  sini 
so  kommt  es  auf  die  Bestimmung  derjenigen  Funktion  t  an, 
welche  gleichzeitig  den  folgenden  vier  Gleichungen  Genüge  Idstet: 

dx  dt 


<"■)        Ks'.4:)+4=«. 


Die  Gleichungen  (a)  und  (a')  verlangen  die  Bedingung  FFi=A'|I» 
und  sind,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  identisch. 

Man  darf  nicht  glauben,  dass  die  partielle  Differentialgleichung 
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der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  immer  nur  den  vor- 
kln  ]>etrachteten  Formen  angehöre,  wenn  sie  ein  erstes  Integral 
besitzt.  Man  hat  dort  das  erste  Integral  jedesmal  durch  die.  Glei- 
cbung  /3=:9>(o)  ausgedrOokt,  worin  a  und  ß  bestimmte  Funktionen 
der  drei  Veränderliehen  zy  x  und  der  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  Zy  und  Zx  sind.  Es  lässt  sich  aber  eine  viel  allgemei- 
nere partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  anschrei- 
ben, woraus  durch  die  Elimination  einer  willkiihrlichen  Funktion 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten.  Ordnung  hervor- 
geBt.    Nimmt  man  nämlich  die  Gleichung: 

v«ro  nun  ß  eine  bestimmte  Funktion  von  Zy,  zx,  z^  yy  x  und  a  Ist, 
€€  aber  eine  veränderliche  Grösse,  zu  deren  Bestimmung  die  Glei- 
chung: , 

gegeben  ist,  so  entstehen  durch  die  Differentiation  die  beiden 
Gleichungen: 

-j  dß  d^z      dß     d^       dß         ^__^ 

dzy  dy^      dzx  dxdy  ^  dz   ^      dy         ' 

dß  j^      dß  dH      dß      ,dß_ 
d%ydxdy^d%xdx^^  d^^^'^dx'^^' 

^^d  die  Elimination  von  a  liefert  eine  partielle  Differentialgleichung 
**^»  zvreiten  Ordnung,  worin  nichts  Willkührliches  mehr  vorkommt. 


*^^che  aber  nicht  immer  den  schon  oben  angegebenen  Formen 
^^Ägehört,  sondern  eine  viel  allgemeinere  Funktion  der  Differential- 
Quotienten  der  zweiten  Ordnung  darstellt. 

Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung if;  =  0  integrirt  werden  soll,  welche  auf  die  soeben  ange- 
^^bene  Weise  entstanden  ist,  so  wird  man  zunächst  jene  beiden 
^^eichungen  1.  und  2.  herstellen,  deren  gemeinsames  Integral 
^■e  Gleichung  ß  =  (p{ci)  ist.  Es  versteht  sich,  dass  man,  nachdem 
^^e  eine  von  diesen  beiden  Gleichungen  aufgefunden  worden,  mit 
"Ufe  der  vorliegenden  Differentialgleichung  '(/;  =  0  dann  leicht 
^Uch  die   andere  erhält.     Denn  wenn  z.  B.   die  Gleichung  1.  he- 

■^^tint  ist,   so   hat  man  den  Differential quotienten  ^r-^    «daraus    zu 

^'»twickeln,  und  in  die  Gleichung  if;  =  0  einzusetzen,  um  die  Glei- 
chung 2.  darzustellen.  Um  nun  aber  die  eine  dieser  beiden  Glei- 
chungen,   oder  auch  irgend  eine  andere  daraus  abgeleitete  Glei- 
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cfiiing  zu  eriialten^  schreibe  man  dieselbe  abkünend  in  der  Form 
T=:0.  Differentiirt  man  die  beiden  Gleichungen  r£s:0  ti«d  iffsO 
nach  dß  und  dann  auch  nach  y^  so  ergeben  sich  vier  Differential- 
gieichungcn  der  dritten  Ordnung.  Man  muss  aber  foeacbteii»  dass 
dadurch  nur  drei  wesentlich  verschiedene  Gleichungen  gegebeo 
sind,  da  jene  vier  Gleichungen  alle  durch  zvieiroaliges  Differen- 
tiiren  aus  eiiier  einzigen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
entspringen.    Man  eliminire  irgend  drei  von  den  vier  Differentiil* 

quotienten  der  dritten  Ordnung  ^,.  -^^,   -^^,  j^,,  and 

man  erhält  dann  jedenfalls  eine  identische  Gleichung,  so  dass 
also  der  Faktor  des  zurückgebliebenen  Differentialquotienten  der 
dritten  Ordnuiig  und  auch  der  Rest  dieser  Gleichung  fiSr  sich 
verschwindet.  Auf  diesem  Wege  gelangt  man  zu  zwei  Verschie- 
denen partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  nod 
des  ersten  Grades,  woraus  diese  Unbekannte  r  als  Funktion  der 
drei  Veränderlichen  Zy  y,  x  und  der  Differentialquotienten  erster 
und  zweiter  Ordnung  hervorgeht. 

s 

Um  diese  Rechnung  möglichst  zu  vereinfachen,    nehme  mao 

an,   dass  die  Gleichung  r=0  von  den  Differentialquotienten  der 

d^z  iJPz 

zweiten  Ordnung  iMir  die  beiden  ^-^  und  -,    i     einschliesse,  m 

dass  also  durch  die  Differentiation  von  r =0  die  beiden  Gleichungea;  ' 

dt   dH       dr      d^z         fdx  \  _  ,v 


^'h^i  ^y^     dzsy  dxdy 
dt      dh  dt     dH 


dzyy  dxd^     dzsy  dx^dy 


o=» 


d^z  dH 

entstehen,  worin  abkürzend  -f^^^^y  und  -^—-7- =  z^ry  gesetzt fvor« 

den  ist,  und  ausserdem  die  Abkürzungen : 

dr  d^z       rfr     dH       dr         du /dv  \ 


dzy  dy*^      dzx  dxdy      dz  ^      ily 

dr     dH     ,  dr  di^  .  dr         dr       /dr\ 
dzy  dxdy      dzx  dx^      dz  ^     dx       \dx/ 


aufgenommen  sind.  Um  von  den  vier  Differentialquotienten  der 
dritten  Ordnung  drei  zu  eliminiren,  bedarf  man  hier  nur  noch 
der  Gleichung: 


djf     dH         dtif     dH         d^  dH 
dz XX  dx^dy  ^  dzxy  dxdff^  '  d%yy  dy^  ■ 


O-"- 


dt  fdx\       d^    dt  (dx\  ^ fd'\\>\  dt     dt ^ 

iiyy\dx)'^  dzy^f  dzxy\dyj      \dy)  dixy  dzyf^ 
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da.     la  den  drei  nun  TorKegenden  Differeti^igleiehungen  der  DU^ 

dh 
fercntialquotient  ^-3  nicht  vorkommt.    Wenn  man  nun  die  beiden 

d^z  d^z 

Di'fierentialquotienteii    j-3  und    ,  ^.    eliminirt,   und  zugleich  die 

dh 
mit  dem  Differentialquotienten    ,    .  ^  verbundenen  Glieder  zusam- 

m^^nfMat»  60  entsteht  die  Gleichung: 

/  rf»  /  ^^g  y       djf    dt    dt        d'tlf  /  dt  yx     dh 

\d2xx  \dZyy/  dlxy  dZyy  dZxy  dZyy  \dZxy/    )   dxd'^ 

d'^    dt  /dt\       d'^   dt   (dt\      /c?^\  dt     dt  _^ 
"^  dzxx  dzyy  \dx)  "^  dzyy  dzxy  \dyj  '^\dyj  dzxy  dZyy  ~" 

I^&cse  zerfallt  aber  in  die  beiden  folgenden: 

d^  C  dt\^       d^   dt^  dt^       diff_  f  dt  y  _^ 

dZxx   \^dZyy/  dZxy  dZyy   dZxy         dZyy  \dZxy/ 

d^ 

dZxx  dZyy 

vv«lche  leicht  in  zwei  andere  umgewandelt  werden «  worin  die 
Oifferentialquotienten  der  unbekannten  Funktion  t  nur  auf  dem 
«raten  Grade  vorkommen.  Denn  die  erstere  schreibt  sich  auch 
in  der  Form: 

(a) 
d^    dt^      ,  /rfi//        W^/  djf  y         dip    d'ijr\  dt 

dZxx'dZyy         ^\dZxy  ^      \dZxyJ  dZxX  dXyy/  dZxy^      ' 

dt 
«nd  die  andere  Gleichung  geht,   wenn  t — eliminirt  wird,  fiber  in : 

(b) 

-^31.  (^\  .  1  (i^  _ i/"/^  ^^  Y_  4  ^"^    ^^\  (^\  __  fd^\dt^ 
^^:tM\da:J ^ \dzxy      ^    \d^xy)         dzxx  dzyyj  \dyj      \dyjdzxy 

=  0. 

^^^nn  man  nun  zxx  mittels  tf;=0  eliminirt,  so  hat  man  in  der 
^  hat  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  und 
^^a  ersten  Grades,  woraus  die  Unbekannte  t  als  Funktion  der 
y^tden  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnang  hervorgeht, 
^^«no  die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  if;=:0 
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eil)  erstes  Integral  besitzt,  so  wird  sich  eine  Gleichaog  a=ia  fiodeo, 
worin  a  eine  Funktion  der  Veränderlichen  z  y  x  und  der  Diierea- 
tialquotienten  erster  und  zweiter  Ordnung,  a  aber  eine  willkok- 
liche  Beständige  ist,  und  welche  die  beiden  DifferentialgleichnDgen 
(a)  und  (b)  an  der  Stelle  von  z  gleichzeitig  befriedigt.  Mit  HiUe 
der  Gleichungen  a=:a  und  i^  =  0  stelle  man  jene  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen 1.  und  2.  her.  Diese  besitzen  ein  gem^nsames 
erstes  Integral.  Durch  die  Integration  gelangt  man  zu  einer  pv- 
tiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  j3=6,  wo  b  eine 
zweite  willkuhrliche  Beständige  bezeichnet.  Die  erstere  a  ver- 
tausche man  gegen  die  Veränderliche  a,  die  letztere  6  aber  gegen 
die  willkuhrliche  Funktion  (p{ci) ;  und  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  tf/  =  0  ist  dann  ausgedruckt  durch 
die  beiden  Gleichungen: 

ß  =  (p{€i)    und     ^  =  9)'(«). 


TU.    Intei^ration  der  partiellen  DUrerentialiflelchaBf 
der  zweiten  Ordnunfj^  und  der  zweiten  Stufe. 

In  dem  vorigen  Abschnitte  ist  gezeigt  worden,  dass  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  jedesmal  eis 
erstes  Integral  besitzt,  wenn  das  zweite  Integral  eine  solche  Be- 
schaffenheit hat,  dass  schon  nach  den  ersten  Differentiationen 
die  eine  der  beiden  willkührlichen  Funktionen  sich  eliminireo  ISsst, 
so  dass  also  eine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung hergestellt  werden  kann,  worin  nur  noch  die  eine  von  des 
beiden  willkührlichen  Funktionen  Platz  nimmt.  Diese  partielle 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  ist  dann  zugleich  das 
erste  Integral.  Wenn  nun  aber  das  zweite  Integral  von  der  Art 
ist,  dass  man  auf  keine  Weise  eine  partielle  Differentialgleichoog 
der  ersten  Ordnung  daraus  ableiten  kann,  worin  nur  noch  die 
eine  der  beiden  willkührlichen  Funktionen  vorkommt,  so  versteht 
es  jsich,  dass  die  zugehörige  partielle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  kein  erstes  Integral  besitzt.  Denn  es  ist  od- 
möglich,  aus  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung, welche  zwei  verschiedene  willkuhrliche  Funktionen  einschliessti 
eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  abzulei' 
ten,  worin  nichts  Willkührliches  mehr  vorkommt.  Wenn  die  drei  1 
Veränderlichen  zy  x  vorkommen,  so  ist  in  dem  zuletzt  genannten 
Falle  die  Elimination  der  beiden  willkührlichen  Funktionen ,  wek^^ 
einen  nothwendigen  Bestandtheil  des  ersten  Integrals  ti=0  ao^' 
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machen,  nur  dadurch  zu  bevi^erksteüigen ,  dass  man  gleichzeitig 
die    fiinf  Differentialgleichungen: 

(i)=«.  {%>"■  ($)=».  (^,)=».  (S)=» 

verwendet.  Die  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nang  soll  hier,  wenn  sie  kein  erstes  Integral  besitzt,  eine  der 
zweiten  Stufe  herssen. 

Die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  zwei- 
teD  Stufe  hat  grössere  Schwierigkeiten;  und  diese  Schwierigkei- 
ten haben  gerade  darin  ihren  Grund,  dass  man  genöthigt  ist,  sogleich 
das  zweite  Integral  r  =  0  aufzusuchen.  Beschränkt  man  sich  zu- 
nächst auf  die  partielle  Differentialgleichung  mit  drei  Veränder- 
lichen, so  hat  man  als  zweites  Integral  eine  endliche  Gleichung 
anzugeben,  worin  zwei  willkührliche  Funktionen  q>{ct)  und  t^(j3) 
Vorkommen,  und  a  und  ß  selbst  von  den  Veränderlichen  abhängig 
sind.  Es  ist  aber  unmöglich,  das  Vorkommen  dieser  beiden  wili- 
kuhrlichen  Funktionen  in  der  Weise  festzustellen,  dass  das  zweite 
Integral  allgemein  für  jede  partielle  Differentialgleichung  der  zw^ei- 
ten  Ordnung  Geltung  erhielte.  Jede  Form,  welche  man  auch  dem 
Zweiten  Integral  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  beiden  will- 
kChrlichen  Funktionen  geben  mag,  gilt  immer  nur  für  eine  be- 
stimmte Klasse  von  partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung.     Für  die  lineare  Differentialgleichung 

^'^orin  Jf  F....Z  bestimmte  Funktionen  der  beiden  unabhängigen 
^^  eränderlichen  sind ,  hat  man  das  zweite  Integral  in  der  Form : 


ßi  q){a)da  +  #         ß>2,'^(a)dcc » 


«1 


^'orin  ßi  und  ß^  bestimmte  Funktionen  von  y  und  q:  und  einer 
^^itlkührlichen  Beständigen  a  sind,  welche  beide  der  vorliegenden 
•Differentialgleichung  an  der  Stelle  von  z  Genüge  leisten,  wo  fer- 
ner «1  und  (^2  bestimmte  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  y 
^iid  X  sind,  während  die  andern  Integrationsgrenzen  «i  und  a^ 
^cn  den  Veränderlichen  unabhängig  gedacht  werden. 

Es  scheint  aber  nicht,  dass  man  mit  ähnlichem  Erfolge  noch 
andere  Klassen  partieller  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ord- 
^^UDg  bezeichnen  kann,  deren  zweites  Integral  in  Bezug  auf  die 
Hillkührlichen  Funktionen  feststeht.     Desshalb  werden  wir  uns  in 
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um  soiseadeB  UotersnchuogeD  darauf  beschräokeD,  das  iweite 
iiir«^raJ  in  der  allgemeinen  Form  a=:0  vorauszusetzen «  wo  a  [ 
th^n  eine  noch  unbekannte  Funktion  der  Veränderlichen  ist,  so 
«iass  also  das  Vorkommen  der  beiden  willkfibrlichen  Funktionen 
rorerst  wenigstens  ausjser  Acht  bleibt.  Die  Bestimmung  von « 
IS6j»t  sich  dann,  wie  sich  bald  zeigen  wird,  auf  die  lotegratioi 
einer  anderen  nach  bestimmten  Regeln  aus  der  vorliegenden  ab- 
xuleitenden  partiellen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordoang 
«urtickliihren  9  so  dass  also  der  Erfolg  der  Rechnung  jedesmal 
davon  abhSngt,  ob  es  gelingt,  die  neue  partielle  Di fferentialgleiebong 
d«r  zweiten  Ordnung  durch  die  schon  bekannten  Hilfsmittel  zu 
iutegrireu. 

>Venu  die  Werthe  der  beiden  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  z^  und  Zx  so  gegeben  sind,  wie  sie  auch  aus  dem  all- 
!|ouieineu  Integral  durch  Differentiation  abgeleitet  werden  koonten, 
!»u  ündet  man  das  allgemeine  Integral  durch  die  Integration  der 
\ulUtäudigon   Differentialgleichung: 

dz  =  zydy  +  zxdjs, 

Kn  8oU  »uuHchst  gezeigt  werden,  wie  die.  Bestimmung  der 
Diffeiviitialquütienten  Zy  und  Zx,  welche  der  partiellen  Differential- 
^l\}ti:buiig  der  zweiten  Stufe: 

^  \ä:4;^  Uy^      \da:dyj  J^^^dx^^^^  dxdy^     d^" 

ciitbpiiichcn,  wenn  17,  A ....  Z  bestimmte  Funktionen  von  ZyZxzy^ 
.:iiud)  auf  diu  Integration  einer  anderen  partiellen  DifferentialgM- 
..luiiig  der  zu  eitcn  Ordnung  zurückkommt.  Dabei  wird  sich  daoD 
.iui.h  hurauMbtclleu,  dass  die  neue  Differentialgleichung  oftmaie 
«Itis  Liahtiiigen  Integrationsmethoden  zulässt,  während  doch  die 
iiiäpiüiiglicho  Diffüientialgleichung  ftir  dieselben  unzugänglich  ist 

lUuii  bezeichne  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten 
ihdiiuhj;,  uciche  aua  dem  allgemeinen  Integral  a=0  entspringen, 
.laiih  iliü  Ifleichuiigeu  0  =  0  und  t=0.    Durch  Differentiiren  bü- 

.(ct   lUUii    dui'uua : 

■ 

'    ,/:;  tli,^  ' «/;,  dxd'ii '  \ili,J    "•     -  dz,  dxdy^dz,  dJ^^\di]r' 
.1.  ,i:^i_    di     dK    ,/</»\    ,,      .     dr    dh      drd^^/dt\n 
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worin   abkSrz^nd   ^"^»  +  ^"  =  (7")  w-ß-w.  gesetzt  worden.    Da 

die  beiden  Gleichungen  a=0  und  r=0  auf  ein  und  dieselbe  end- 
liebe Gleichung  i)e  =  0  hindeuten,  d^  auch  die  partietlQ  Differen- 
fia%leicbung  mit  diesen  einerlei  Ursprung  bat,  so  ergeben  sich 
1191t  4en  vorliegenden  fünf  Gleichungen  durch  die  Elimination  der 
dc^i  Piflferentialquotienten  zweiter  Ordnung  z\vei  partielle  Diffe- 
lenäalgleichungen  der  ersten  Ordnung,  woraus  die  Grössen  0  und 
T  als  Funktionen  von  ZyZx%y  x  hervorgehen.  Um  diese  Elimina- 
üoii  ausjHifuhren ,  bilde  man  zunächst  aus  den  Gleichungen  1.,  2.» 
3.,  4.  die  folgenden  : 

fdc^dx^      da  dT\d^z   ,fda\dr       da  fdr\_^ 
\dzy  dzx     dzx  dzyj  dy^      \dyjdzx'^ dzxxdy/"^  * 

A  (—  iü     §1.  iil\  ^z      /i/<y\  dt      da/dTf\^^^ 

\dzx  dzy      dzy  dzx/dacdy     \dyjdzy      ^y\dy/~~   ' 

7  (^^  ^1.      —  €/t\    d^%      /da\dr       cfcT/c/Try 

\dzydzx      dzx  dzy)  dxdy    \dx)dzx     dzjSjSx/'^  * 


8. 


/da  dt      da  dt\d^7f   ■  fda\dt      da/dt\ .. 

\dzxdzy      dzy  dzxj  dx^       \dxjdzy     dz^dxj 


IL.  d^z 

weh  die  Elimination  von     ,    ,     entsteht: 

dxdy 

ra>        /^— ^  ~— —  ^— ^      f^\^l      rf<r/cfe\ 

"         \dxjdzx      dzx\dxj'^\dyjdzy      dzy\dyj       * 

w  dies  ist  di^  eine  von  den  beiden  Gleichungen,  woraus  die 
Ollbekannten  a  und  t  zu  bestimmen  sind«  Um  auch  die  andere 
6ieiehüng  zu  erhalten,  setze  man  die  Werthe  der  Differential- 
fMtienten  zweiter  Ordnung  aus  den  Gleichungen  5.,  6.,  7.,  8.  in 
die  vorliegende  partielle  Differentialgleichung  ein.  Die  hierzu  er* 
brderliche  Rechnung  erfahrt  eine  ganz  besondere  Erleichterung^ 
«^enn  man  den  CoefBzienten  2V  gegen  Vi+  V^  vertauscht,  wo 
fi  und   F2  die  Wurzeln   Vi  der  quadratischen  Gleichung: 

Fi2-2FFi  +  AF+  VZ=zO 

^zeichnen,  um  dann  den  einen  oder  den  andern  der  beiden  Werthe 
J^  zu  gebrauchen,  je  nachdem  dieser  Differentialquotient  mit 

M  oder  mit  V2  multiplizirt  ist  Wenn  man  dann  zugleich  be- 
*wkt,  dass 
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/d6  tlx  _  da  cZr  Y  fdH  iZ*i  _  /  <fft  VX 
\ilzx  dzy      dzy  dzxj    \dar^  dy^      \dxdyj  ) 

\\d^)  dzy  "  dzy  \dx))  \\dy)  dzs     dzx  W/ 

"■  V VW  k^W      \dy)  KdxjJ  U^x  rfiy     <^xy  dzsj 

i8t,  so  erhält  man  die  zweite  der  verlangten  Gleichungen  in  der 
Form: 

*■  '  'VVrfj/  dis~d\s\dx))  +  '^«U^s  Uy/  ~  V  V*» 

~  '  \dx,  \,lifj      UgJ  dij  +  ^  Vrfr,  «fe,      dz,  dzj  ""• 

Djiriu  sind  ahcr  hemerkenswerthe  Vereinfachungen  zulässig.   Hu 
ordne  naoh  den  Differentialquotienten  von  t,   und  es  entsteht: 

l^obraucht  man  die  abkürzenden  Bezeichnungen: 

•(:;.:)*'--,t-'-K='V 
h:'.:)"'C;)<<=-^- 
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so  bat  man,  w«il  V,V^=XV+ÜZ  iat,  die  beiden  Bezidiuiigen : 

9.  US,  =  jrSa  +  FjSi , 

10.  ÜSt^  ViS^  ^  YSi. 

t 

Man  setze  diese  Werthe  S^  und  S^  in  die  obige  Gleichung  ein. 
Dadurch  geht  dieselbe  über  in : 

oder  auch ,  mit  Rucksicht  auf  die  obigen  Werthe  Si  und  S^^  in : 

(b) 

I^ie  Gleichungen  (a)  und  (b)  dienen   zur  Bestimmung   der  Funk 
tionen  a  und  r.     Ganz  ebenso  wie  man  die  Gleichung  (b)  ent- 
wickelt hat,  gelangt  man  zu  einer  anderen  Gleichung,  welche  auch 
AUS  der  Gleichung  (b)  abgeleitet  werden  kann,  indem  man   darin 
die  Grössen  F]  und  V^  gegen  einander  vertaucht.    Man  hat  nämlich 


(c) 

dxx 


^nd  man  könnte  also  auch  diese  Gleichung  (c)  gebrauchen  anstatt 
^er  Gleichung  (a).  Für  den  Fall  Vi  ==  V^  sind  übrigens  die  bei« 
^^n  Gleichungen  (b)  und  (c)  unter  sich  identisch,  und  es  versteht 
^^ch,   dass  man  dann  die  Gleichung  (a)  beibehalten  muss. 

Die  obige  Elimination  yon  S^  und  S^  ist  unausführbar,  wenn 
(7  :=  0,  und  desshalb  sind  denn  auch  für  diesen  Fall  die  beiden 
Gleichungen  (b)  und  (c)  in  der  vorhin  augegebenen  Form  unbrauch- 
^1*.  Dieselben  lassen  sich  aber  durch  andere  Formen  ersetzen, 
^^Iche  für  17  =  0  ihre  Brauchbarkeit  nicht  verlieren,  und  wozu 
'^^n  gelangt,  indem  man  mit  Hilfe  der  beiden  Beziehungen: 

9.  üs^  =a  xs^  +  r^Si , 

ebenso  wie  vorhin  S^  und  S^  von  den  vier  Grössen  <S|,  S^S^y  S4 
s  der  ursprünglichen   Gleichung   irgend    zwei   andere  elimioirt. 

Theil  XXXIII.  2\ 
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Es  erhellet  5  dass  sich  Im  Ganzen  «a  eeche  veraehfedene  FenMe 
ergeben.  Bezeichnet  man  ^bküra^nd  durch  Ti,  T^j,  T^,  Tj^  diejeni- 
gen Ausdrücke 9  welche  aus  den  obigen  Si,  S^^  S^,  S^  durch  die 
Vertauschung  von  tf  gegen  t  entstehen ,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung (b)  in  den  aechs  verschiedenen  Formen: 


S2       T^ 

«3          y» 

Si  ~  T, ' 

S4_n 

^  ^8 

«4      n 

■^4 5^4 

«.  ~  r.  ' 

1        _• L!. 

!_l J      •- 

A      J!_    r»»_r   jBi ^5^^-»  ->u 

von   denen   irgend   eine  hinreichend  ist,  um   die  fünf  übrigen  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  9.  und  10.   und  der  weiteren  Gleichungen: 

12.  ,  ür4=Fira+  YTi 

daraus  abzuleiten.  Man  vertausche  die  Grössen  F^  und  Vi  gegfli 
einander,  und  es  ergeben  sich  ebenso  viele  Formen  tUr  die  Glei- 
chung (c).  Man  übersieht  bald,  dass  von  den  sechs  Coeffizieoten 
17,  X,  F|,  F3,  Yy  Z  immer  nur  ein  einziger  sowohl  in  dem  ZSbler, 
als  auch  in  dem  Nenner  dieser  Gleichungen  vorkommt,  uod^  wenn 
irgend  einer  von  diesen  Coeffizienten  verschwindet,  dass  dann 
jedesmal  diejenige  Form  der  Gleichungen  (b)  und  (c)  aus  deot 
schon  oben  angegebenen  Grunde  unbrauchbar  ist,  in  deren  Zll* 
ler  und  Nenner  jener  CoefQzient  gleichzeitig  vorkommt. 

E^  kommt  nun  darauf  an,  die  eine  Unbekannte  c  zu  elimiii- 
ren,  um  die  andere  Unbekannte  r  bestimmen  zu  können.    Dock 
gelangt  man  dazu  nicht  immer  durch  die  Integration  einer  partiel- 
len Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung.    Denn  die  Eliflü- 
nation  von  0  ist  nicht  immer  schon  nach  der  einmaligen  Diflerep- 
tiation  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichungen  der  ertteo 
Ordnung  ausführbar.     Man  müsste,   um  diese  Elimination  allge- 
mein durchzuftihren ,   zu  noch  weiteren  Differentiationen  der  Glei- 
chungen (a)  und  (b)  schreiten.  Uebrigens  lassen  sich  leicht  diejenigei 
Fälle  übersehen,    in  welchen  sich  r  aus  einer   partiellen  Whr 
rentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  bestimmt.    Dies  ist  immer 
dann  der  Fall,  wenn  die  CoefQzienten  der  Gleichung  (b)  von  dei 
fünf  Veränderlichen  Zy  ix  z  y  x  nur  irgend  drei  einschliessen.  Dem 
nimmt  man  dann  zwei  von  diesen  drei  Veränderlichen  als  die  oi* 
abhängigen,    die  dritte  aber,    und  ausserdem  noch  eine  von  dei 
beiden  In   den   CoefSzienten   fehlenden   Veränderlichen  als  zvrei 
abhängige,  so  lässt  sich   eine  partielle  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  herstellen,  worin  nur  noch  die  erstere  von  des 
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ervrUnteli  abhängigen  Veränderlichen  T«rkonimt.  Man  diffisren- 
tiire  die  beiden  Gleichungen  (a)  and  (b)  nach  der  einen  und  nach 
der  anderen  unabhängigen  Veränderlichen,  und  man  hat  dann  im 
Ganzen  sechs  verschiedene  Gleichungen.  Die  Elimination  der 
/unf  Differentialquolienten  erster  und  zweiter  Ordnung  der  znletzt 
erwähnten  abhängigen  Veränderlichen  liefert  eine  Gleichung  von 
der  genannten  Eigenschaft,  da  die  zu  eliminirende  Veränderliche 
nach  der  Voraussetzung  in  den  Coeffizienten  der  vorliegenden 
sechs  Gleichungen  keine  Stelle  findet. 

Wenn  man  durch  die  Elimination  der  Funktion  e  auch  in 
Bolchen  Fällen  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  gelangt,  wo  die  Coeffizienten  der  Gleichung  (b)  mehr 
^Is  drei  von  den  fünf  Veränderlichen  ZyZxzyx  einschliessen,  so 
kommt  dies  doch  immer  nur  dadurch  zu  Stande >  dass  es  gelingt,  an 
die  Stelle  jener  fünf  Veränderlichen  vier  neue  Veränderliche  von 
solcher  Beschaffenheit  in  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  einzufuhren, 
dtas  die  Coeffizienten  der  transformirten  Gleichungen  von  den 
^ier  neuen  Veränderlichen  wieder  nur  irgend  drei  einschliessen. 

Wenn  es  auch  vielleicht  schwer  ist,  nachzuweisen,  dass  man 
^118  einer  endlichen  Gleichung,  welche  durch  die  Elimination  zweier 
^illkührlichen    Funktioi^en    in    eine  partielle   Differentialgleichung 
d^  zweiten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  umgewandelt  wird, 
i^b  den  früher  gegebenen  Vorsch rillen  alles  dasjenige  abzulei- 
ten  im  Stande    ist,    was    dieser   Differentialgleichung   überhaupt 
^enuge  leistet,    so  lässt  sich   doch   leicht  übersehen,   dass  alle 
Südlichen   Gleichungen,    welche    irgend   einer  partiellen    Differen* 
^■^Igleicbung  der  zweiten  Ordnung  und  der  zweiten  Stufe  genu- 
S^n,  Eugleich  jene  neue  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung  befriedigen  werden,   wozu  man  durch  die  vorhin  aege« 
^ Muteten  Rechnungen  gelangt.    Wenn  nämlich  das  zweite  Integral 
*^  s=0  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  vorläge,  so  würde 
*^an  dasselbe  vorerst  nach  z  und  y,   sodann  nach  z  und  x  diffe- 
^^intiiren,   um  drei  verschiedene  Gilelehungen    zwischen   den  drei 
^^«ribndeplichen  zy x   und    den  Differential quotienten  erster  Ord« 
^1H%'%  und  Zi  zu  erhalten.     Wenn  es  nun  darauf  ankommt,  irgend 
^%ne  Gleichung  r=0  zwischen  den  fünf  Veränderlichen  zyxzyXx 
uufzastellen ,    so  kann  man  ohne  Besdiränkung  der  Allgemeinheit 
^erlangen,    dass  darin  von  diesen  fünf  Veränderlichen  nur  irgend 
drei  eine  Stelle  finden,   da  man  dann  gerade  diejenige  Gleichung 
^dilit,   welche   durch   die  Elimination  der  beiden  andern  Verän- 
Wichen    aus    den    vorhin    erwähnten    drei    Gleichungen    a  =  0, 
I«  «    ^^df  09^=^0  sieb  ergiebt.    Es  ist  also  jedenfalls  ausreichend, 
das  allgemeine  Integral  derjenigen  Differentialgleichungen  aufzu- 
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stellen,   virelefae  zwiachen  irgend   dreien   von  den  ftfnf  V^uditt- 
liehen   ly xtyZx  bestehen. 

1.    Es  sei  nun 


u\ 


Betrachtet  man  hier  Zy  und  zx  als  die  unabhängigeQ»,.y  uffd  4;  alf 
die  abhängigen  Veränderlichen  ^  nimmt  man  ferner  an ,  dass  £e 
Funktion  e  von  .den  beiden  abhängigen  Veränderlichen  nur  ^  und 
die  Funktion  r  nur  x  enthalte,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

Ziur  Bestimmung  von   F|  und   V^  bat  man  die  Gleichutig: 

Fl»  +  2lx2y  F,  +  (l  +  ty*)  (1+ Sx«)  =  0, 

und  dara.us  folgt: 

Fl  =  "  (i^y  +  \^~  1  ^z^-z,«). 

Um  die  Gleichungen  (b)  und  (c)  zu  vereinfachen  5  gebraidi 
ma!i  anstitlt  def  tinabbängigen  Veränderlichen  %y  und  zg  (Mj/tk 
gen  Funktionen,  welche  sich  durch  die  Integration  der  bdta 
Gleichungen: 

(l  +  Zy^)dzx  -  {ZxZy  db  V— l-2;r*  — 2y«)rf:y  =  0 

ergeben.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichungen  zeigt  fMi 
in  der  Form : 

%x'>r^\-iisr-\-^zx^'^zy^  _ 

wo  c  die  willkuhrlicbe  Beständige  ist.  Bezeichnet  man  nun  <K^ 
beiden  Funktionen  von  z^  und  Zx>  welche  hierdurch  ausgedrfieU 
sind  9  durch  u  und  ^y  indem  man  das  eine  Mai  c  =  cf,  das  andere 
Alal  c  =  j3  setzt,  so  findet  man : 

und  die  beiden  Gleichungen  (b)  ond  (c)  werden  desshalb  durch  dit 
Elimination  von  ty  und  Zx  umgewandelt  in  die  einfacheren: 

^*'     da  -     2«     du'  ^^'    dß  —  ~¥ß~  dß' 
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Man  ^inilnire  nun  y,  and  es  entsteht  3133  =  0.  Die  Integrä- 
tioD  giebt: 

wo  9>  ond  '^  willkührliche  Funktionen  sind.  Dies  also  ist  die 
Gleichung  r  =  (L  Um  auch  die  Gleichung  tf  =  0  darzustellen, 
iulde  man  aus  den  Gleichungen  (b)  und  (c)  die  vollständige  Dif- 
f^enäalgleiehung : 


■     (': 


Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  1.  erhält  man  durch  die  lote- 
gration: 

NoD  ist  es,  xwar  unmöglich ,  noch  vor  der  Bestimmung  der  Funif- 
tionen  q>  und  'f;  aus  den  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  die  Werthe 
ly  ond  %x  zu  entwickeln,  um  dann  durch  die  Integration  von 

dz  =  Ztfiy  +  zg^x 

las  allgemeine  Integral  der  vorliegenden  partiellen  Differential- 
ihichung  als  Funktion  der  drei  Veränderlichen.  ;;,  y  ^nd  x  AdXr 
Meilen.  Allein  die  Integration  der  vollständigen  piSi^rential- 
ihiebung  kann  auch  schon  vor  der  erwähnten  EÜmination 
vorgenommen  werden,  indem  man  z  als  Funktion  vou  a  uod;/3  bj&* 
ittmmt.    Man  hat  dann: 

dx         du  dx         €wu 

* = (*'  rfS + '"di^'^ + ^*'dß + ^''^^''^' 

ider  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  !•  und  2.: 

dzz=(zx  +  '^—Zy)q>'(a)da  +  (zx  +  ^-^Zy)^'(ß)dß. 

I^eiin  man  Zj^  und  z«  mittels  a  und  ß  eliminirt  und  dann  integrirt,. 
(0  erhält  man : 

jni  das  allgemeine  Integral  als  Funktion  der  drei  Veränderlichen 
^  jf  und  X  darzustellen ,  müsste  man  also  die  Gr<>6sen  a  und  ß 
^  den  Gleichungen  1.,  2.,  3.  eliminiren.  Man  kann  sich  übri- 
1^8  auch  der  folgenden  drei  Gleichungen  bedienen : 
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■ 

»  V^  +  y = /«».(«)  du + /^t|>(|S)  d/S , 
»V^-y=J-ip(a)da+rp(ß)dß. 


! 


Die  Aufgabe,  deren  LOsung  die  Integration  der  DiSSareotlal- 
gleichoDgen  bessweckt,  verlangt  nicht  allein  das  allgemeioe  Inte- 
gral einer  beliebigen  partiellen  Differentialgleichung»  sondern  bt 
auch  die  Bestimmung  derjenigen  F[unktion  zum  Gegenstand  der 
Untersuchung,  welche  gleichzeitig  verschiedenen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen Genüge  leistet.  Um  das  letztere  Ziel  zu  errei- 
chen, hat  man  in  dem  Bisherigen  vor  Allem  jedesmal  das  allge- 
meine Integral  irgend  einer  der  partiellen  Differentialgleichangea 
hergestellt.  Alsdann  aber  mussten  die  darin  vprkommendeo  wiU- 
kührlichen  Grössen  nach  und  nach  so  bestimmt  vrerden,  diss 
dadurch  auch  allen  übrigen  partiellen  Differentialgleichungen  Ge- 
nüge geschab.  Jetzt  aber,  vio  partielle  Differentlalgleichungei 
der  zweiten  Ordnung  vorliegen,  ivelche  kein  erstes  Integral  k^ 
sitzen,  wird  man  einen  andern  Weg  einschlagen.  Denn  die  eigei- 
thflmlichen  Schwierigkeiten ,  welche  bei  der  Integration  einer  solcheo 
partiellen  Differentialgleichung  entstehen,  haben  darin  ihren  Grand, 
dass  diese  Aufgabe  nicht  mehr  unmittelbar  auf  die  Integratiee 
einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  znrfiek' 
gefCihrt  werden  kann.  Wenn  nun  aber  diejenige  Funktion  gesveM 
wird  9  welche  gleichzeitig  mehreren  solcher  partiellen  Differei' 
tialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  Genüge  leistet,  so  lasMft 
sich  diese  Schwierigkeiten  dadurch  beseitigen,  dass  man  rM 
mehr  eine  dieser  Gleichungen  unabhängig  von  den  übrigen  iote« 
grirt,  sondern  bei  der  Bestimmung  der  gesuchten  Funktion  so- 
gleich auf  die  verschiedenen  Differentialgleichungen  Rücksicht 
nimmt,  welche  gleichzeitig  bestehen  sollen.  Eis  wird  sich  zeigen» 
dass  man  so  die  vorliegende  Aufgabe  wieder  auf  die  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  und  des 
ersten  Grades  zurückfuhrt. 

Wenn  zwei  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  der 
ersten  Ordnung  vorliegen,  welche  beide  einer  und  derselben  eod* 
liehen  Gleichung  zwischen  den  drei  Veränderlichen  s,  y  und^ 
entsprechen,  von  denen  a  die  abhängige  sein  mag,  so  bildet  na* 
daraus  drei  verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  der  airei* 

dH      d^ 

ten  Ordnung,   wodurch  die  drei  Differentialquotienten  -j^f  ^1 

und  -jr—2   einzeln   genommen  als   Funktionen    der  Verinderlicbe* 


\ 


ertier  und  wweiier  Ordmmg.  310 


uud  der  lüfferentialqaotienten  %y  tmd  Mg  meh  bestiiMieD.     Man 
eielit  ein,    wenn  gewisse  Grossen  in   diesen  Funktionen  feiHen, 
welche  in  den  Differentialgleichungen    der  ersten   Ordnung   eine 
Stelle  finden 9    dass  dies  nur  zwei  willkü'hrliche  Beständige  sein 
können,  die  man  übrigens  jederzeit  mit  Hilfe  der  beiden   Diffe- 
rentialgleichungen   der '  ersten   Ordnung    eliminiren   kann«    Wenn 
nun  verlangt  wird,  dass  man  die  endliche  Gleichang  zwischen  den 
«  drei  VeränderKchen  aufstelle»  welche  gleichzeitig  den  drei  Diffe- 
rentialgleichungen : 

entopri^bt,  worin  Y,  V,X  bestimmte  Funktionen  von  *yj*x>*fjf9^ 
Bind,  so  suche  man  vor  Allem  jene  beiden  Differentialgleichon« 
gen  der  ersten  Ordnring  auf,  woraus  die  vorliegenden  Differen- 
tiiilgleiclinngen  der  zweiten  Ordnung  sich  ableiten  lassen.  Stellt 
man  dieselben  durch  o  =  a  und  ß^=:b  vor»  wo  cv  und  ß  bestimmte 
Punktionen  von  ^yy  »Xf*,  y,  a:;  a  nod  b  aber  willkfihrliche  BestSn- 
Age  sind  9  so  ergeben  sich  aus  der  ersteren  die  beiden  Differen- 
ticdglelchnngen  der  ztt'eiten  Ordnung: 

da^  dH       dtt^    dH       da     ^da^^ 
dTy  dy^  "*"  d%x  dxdy  ^  d^^^^  dy'^    * 

da     dH        da  d^%      da  rf«  ^  ^ 

d%y  dxdy  "*"  d%x  däfl  "**  ds**+  dx^ 

Bfin  setze  die  Werthe   ^-^f    JZT  **"^  j^€ifiynnAm?itiexhS[i\ 

mrda   ^   „da  ^  da      ^  da     ^ 

wrda    ,    ^da      da         da      ^ 

Man  sieht  ein,  dass  es  zwei  verschiedene  Funktionen  geben 
^Mss,  welche  diese  beiden  Differentialgleichungen  gleiehzeitig  he- 
fciedigen,  da  dieselben  ganz  ebenso  für  die  Funktion  ß  geltsB. 
Rti  unter  dieser  Bedingung  besteht  eine  endliche  Glöicirasg 
zwischen  den  Veränderlichen  %,  y  und  x,  woraus  die  vorliegen- 
'm  drei  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  gleichzeitig 
rieh  ableiten  lassen.  Nachdem  man  aber  die  beiden  Gleichungen 
*>Ae  und  /}  =  6  hergestellt  hat,  entwickle  man  daraus  die  Werthe 
h  ^d  9f  Diese  zeigen  sich  als  Funktionen  der  Veründsrtiefren 
**  y,  X  und  der  beiden  willkührlichen  Beständigen  a  ond  6.    Di« 


l-    • 
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gesuchte  endliche   Gleichung  aber,    irelcbe  durch   die  Integration 
der  vollständigen  Differentialgleichung 

r 

gewonnen  wird,  schliesst  drei  witikfihrliche  Beständige  ein.  Nun 
ist  es  aber  einleuchtend,  dasü  man  ans  dieser  endlichen  Gleicbvng 
und  den  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  tt=a 
und  ß=:b  «von  den  drei  willkfihrlichen  Beständigen  je  zv^ei  elinil 
niren  kann,  so  dass  man  zu  drei  verschiedenen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  Ordnung  gelangt,  in  denen  jedesmal 
nur  eine  einzige  willkührliche  Beständige  auftritt.  Daraus  schliesst 
man,  dass  die  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b),  woraus  die  Glei- 
chungen a=a  und  ß=b  hervorgehen,  noch  eine  dritte  Gleichung 
yzzzc  liefern  werden ;  und  dass  man  die  endliche  Gleichung  mit 
ihren  drei  willkührlichen  Beständigen,  welche  aus  der  oben  ao- 
gegebenen  vollständigen  Differentialgleichung  gewoi^nen  wird,  aocb 
aus  diesen  drei  Gleichungen: 

a  =  a,    /3  =  6,    y  =  c  ,.. 

'  ■■•■".        I«  • . .  ' 

ableitet ,  indem  man  die  beiden  Differentialquotienten  Sy  und  »s 
eliminirt. 

Wenn  diejenige  Funktion  zu  bestimmen  ist,   welche  deo  drei 
Differentialgleichungen 

^-F      J^^r     f^  —  Y 

gleichzeitig  genügt,  so  findet  diese  Aufgabe  ihren  analytiscbaa 
Ausdruck  auch  in  der  einzigen  Differentialgleichung: 

d^%  z=z  Ydy^  +  2  Vdydx  +  Xdx^. 

Denn  wenn  man  die  vollständige  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung 

dz  =  Zydy  -f  ^xdx , 

worin  man  sich  an  der  Stelle  von  Zy  und  %x  die  aus  den  beideB 
Gleichungen  a=:a  und  ßz=zb  berechneten  Werthe  zu  denken  bat, 
gleichzeitig  nach  den  drei  Veränderlichen  z,  y,  x  differentiirt,  so 
entsteht  die  vollständige  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

Wenn  man  aber  die  für  die  Differentialquotienten  der  zweiten 
Ordnung  gegebenen  Werthe  einsetzt,  so  hat  man  in  der  Tbtt 
die  Gleichung :  . 
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2.    Es  sei  nun 
(»— c)i«*»  +  (l  +  %*)<Zy*+2«,»y%Är  +  (l+»x«)«fara  =  0. 
Dies  fuhrt  auf  die  drei  Gleiehungeo: 

?  Belithttinung  der  drei  Funktfonen  a,  ß^  y  aber  hat  man : 
/  V  ^  .     m^da  ^  da      ,         ^  /da      .  da\ ^ 

^D  genügt  der  ersteren  durch  die  beiden  Gleichungen: 

9xd^+(%—c)d^x=0,    (I  +  V)^*  +  (*— <?)M''9  =  ö. 

Braus  findet  man  durch  die  Integration: 

(2— c)zÄ  =  ai    und    (2-c)«(l+2ya)=:ft. 

an  eiiroinire  damit  die  VerSnderiichen  z  und  zs»    und  die  Glei- 
lUDg  (a)  geht  über  in  die  einfachere : 


w  Integration  liefert : 


H+3^=(*— c)%+3^=n- 


Vi  +  ij,^ 

'^  noD  a  Funktion  von  a|»  ßi,  yi   und  x  ist,    so  geht  die  Glei- 
llVOg  (b)  über  in : 

■ 

"■"  jrfa      ^     df^      da ^ 

dai      ^  ci[j8j  ""da? 

^ftraus.  folgt  aber,    dass  man   den  Gleichungen  (a)  und  (b)   ge- 
%t  durch: 

^^^t.auch  durch  die  drei  Gleichungen: 
(«-c)x,+ar=a,    (z-c)zy+y  =  6,    (i— c)«(l+ZyHa^**)  =  ^. 
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Die  Elimination  voA  sTy  und  %x  aber  liefiert  diereodliche  Gleichoik 

Es   bat  keinen  Anstand,  nun  aucb  die  voitetändige  Differeo. 
tialgleicbung 

*  «     ■       ■ 

fV^z  =  Ydy^  +  2  Vdydx + A:da;« + 2  Tdydw  +  2Sda:dw  +  Wdw^ + ..- . 

mit  n  -f  1  Veränderiicben  zu  integriren.    Denn  wenn  diese  in  der 
Tbat  auf  eine  endliche  Gleichung  zwischen  n  +  1  Veränderlichei^ 
hinweist,   so  lassen  sich   n  partielle  Differentialgleichungen  der 
ersten  Ordnung  und  des  ersten  Grades  anschreiben,   denen  man 
gleichzeitig  durch  ein  und  dieselbe  Funktion  genfigt     E^  w.^rdev» 
sich  aber  n-i-1  solcher  Funktionen  vorfinden,  und  man  erhält  dak— 
durch   eben  so   viele  partielle   Differentialgleichungen  der  ersteas 
Ordnung : 

ft=:a,    ß=^,b,    Y=^c,    d=:i2  u.  s.tr. 

Irgend  eine  davon  ist  entbehrlich,  da  man  mit  Hilfe  der  n  abre- 
gen die  vollständige  Differentialgleichung  der  eisten  Ordnung: 

dz  =  zydy  -f  zxdx  +  Zwdtc  + .  ♦ . . 

zu  bestimmen  im  Stande  ist,  woraus  die  gesuchte  endliche  Glei- 
chung mit  ihren  n-\-l  wilFkiihrlichen   Beständigen  durch  die  Inte- 
gration erzielt  wird.    Doch  gelangt  man  dazu  vorthetlhafter,  iDdeni 
man  die  n   Differentialquotienten  der  ersten   Ordnung  ZyZxZw*"" 
aus  jenen  n  4*  1  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord- 
nung eliminirt. 

Wenn  nur  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  gegeben  sind,  so  fuhren  diesel- 
ben müglicher  Weise  auf  eine  einzige  Differentialgleichung  dtr  | 
ersten  Ordnung.  Wie  man  dazu  gelangt,,  dies  ist  eben  gezeigt 
worden.  Diejenige  Grfisse,  Welche  in  dieser  Differentialgleichung 
der  ersten  Ordnung  eine  Stelle  findet,  ^Pi'ährend  sie  den  beiden 
Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  fehlt,  kainti  ifkfats  an- 
ders sein  als  eine  willkührliche  Beständige.  Indem  man  das  etite 
Integral  der  Integration  unterwirft,  gelangt  man  zu  d^r  allge- 
meinsten endlichen  Gleichung,  welche  den  beiden  vorliegenden 
Differentialgleichungen  Genüge  leistet ;  und  es  iet  ottetAVf 
dass  dieselbe  ausser  jener  willkuhrlidhen  Beständigen  noch  eine 
willkührliche  Funktion  einschliesst.  Anders  beschaffen  ist  die 
endliche  Gleichung,  welche  den  partielle»  DifferentialgleieboB- 
gen  der  zweiten  Ordnung  entspricht,  wenn  diese  nicht  me^r 
von  einer  einzigen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  ihren 
Ursprung  adi)leiten.     Wie  man  in  diesem  Falle  die  endliche  GM- 
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ciraiig  SU  befttimmeD  bat,  dies  sei  der  Gegengtand  der  folgenden 
Untersacbung. 

Wir  nehmen  y  um  diese  Aufgabe  sogleich  in  ihrer  Allgemein- 
heit aufzufassen,  die  beiden  Gleichungen  97  =  0  und  i/;  =  0  an, 
^vo  (p  und  1^  bestimmte  Funktionen  von  Zyy Zxy zxx ^ ^x ^ y ^  sind; 
und  gelangen  dann  zu  deren  LOsung,  indem  wir  eine  dritte  Glei- 
chung r  =  0  aufstellen  zwischen  den  genannten  acht  yerSnderli- 
ohen  Grössen.  Denn  wenn  drei  Gleichungen  bekannt  sind,  woraus 
die  Werthe  der  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  als  Funk** 
tionen  von  lyZxiyx  sich  entwickeln  lassen,  so  ist  die  Aufgabe 
Auf  die  vorhin  gelöste  zurückgeführt.  Um  aber  die  Gleichung 
TT  s=  0  zu  erhalten,  so  bilde  man  die  beiden  Differentialgleichungen : 

-  d^  d^       äff;      d^z         <?tp      d^z        fd'^\  __  ^ 

dzyy  dy^     dzxy  dxdy^     dzxx  dx^dy      \  dyj  ~    ' 


d^f      dh     .    dt^  '  dh     .    dtl)   d^z  ,  /^\^/% 


■   j-      j-.a-i_.  T  j^      j^a  T 


dtyy  dxdy^     dzxy  dx^dy     dzxx  dx^ 
Indem  man  die  Abkürzungen: 

dUf  dtlf  d'ilß    \  d^       /dilf\ 

gebraucht.  Zwei  andere  Differentialgleichungen  3.  und  4.  ergeben 
Sich  ebenso  aus  der  Gleichung  g7  =  0.  Geht  man  nun  von  der 
Voraussetzung  aus,  dass  in  der  fraglichen  Gleichung  T  =  0.von 
den  drei  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  nur  einer 
▼orkomme^  so  hat  man,  wenn  dieser  mit  5  bezeichnet  wird,  ausser 
den  obigen  vier  Differentialgleichungen  noch  die  beiden: 

dt  ds      dt  dt  dt        dt 

^, .  dt  ds  t  dt        .dt        ,  dt      ^  dt      ^  * 

^a  diese  sechs  Differentialgleichungen  der  dritten  Ordnung  aus 
^iner  einzigen  endlichen  Gleichung  entspringen,  so  kennen  dies 
hu  Ganzen  nur  vier  unter  seh  verschiedene  Gleichnnsren  sein,  und 
4i«  Elimination  der  vier  Differentialquotienten  dritter  Ordnung 
^ird  desshalb  auf  zwei  identische  Gleichungen  führen.  Aus  den 
'Qleicbungen  ].,  2.,  3.,  4.  berechnet  man  diese  vier  Differential- 
^netienten    als   bestimmte   Funktionen    von   zyyZxyZxxZyt^ttga. 

Btan  setze  die  Werthe  ^  und  ^    in    die  Gleichungen   (a)   und 

Oi)  ein,  und  man  bat  dann  2wei  partielle  Dlfferentialgieiebatigen 
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de)r,  ersten  Ordnung  und  des  ersten  Gradea*  woraus  die  Grosse 
7  als  Funktion  von  siyZx^yx  hervorgeht,  nachdem  man  die  bei- 
den andern  Differentialquotienten  zi^eiter  Ordnung  mfttels  9  =  0 
und  «^  s  0  eliminirt  hat 

Machdiom  man  eine  Funktion  a  au^efuadeu  j^t«  worip  die 
Grosse.  4  vorkommt»  und  welche  zugleich  die  beiden  Gleicbnogen 
(a),  und  01>)  an  der  Stelle  von  t  befriedigt »  ersetze  mafi  dl^ 
Grösse  s  durch  die  neue  Veränderliche  a,  und  man  beJiSlt  die 
einfacheren  Gleichungen : 


dx        ,  rf*        -  dx         dx 


(b)'  &/'3'  +  ^/"  +  ^*'+5i  =  "' 


de?en  CoefBzienten  als  Funktionen  von  it^xszyx  uuA  derfiestlrv* 
digen  a  zu  betrachten  sind.    Wenn  9*  eine  willkührliche  Funkti(^in 
aller  übrigen  GrOssen  bezeichnet,    welche  einzeln  aa  ^er  Stella 
von  T  die  Gleichungen  (a)'  und  (b)'  befriedigen,  so  zeigt  sich  dE^ 
allgemeine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  5  in  der  Form  a=g^* 
Nun  muss   man  sich  aber  erinnern,   dass  jene  beiden  partielle ^^ 
Differentialgleichungen,  woraus  man  die  endliche  Gleichung  abzalc?>  v 
ten  haty  welche  den  vorliegenden  Werthen  Zj^,  Zxy  und  Zxx  entsprich 
nur  dadurch  von  den  Gleichungen  (a)'  und  (b)'  sich  unterscheide! 
dass  überall  q>  die^Stelle  von  a  einnimmt.     Man  weiss  auch,  da^^*^ 
sich  aus  jenen  Differentialgleichungen  jedesmal  drei  verschiedet^  ^ 
Funktionen   ß,  y,  ö  ergeben,  und   dass   die  endliche  Gleichung  ^ 
durch   die  Elimination   von  Zy  und   Zx  aus  den   drei  Gleichung^  ^ 
/?  ==  6,  /=c  und  8  =  d  erzielt  wird,  worin  b,  c  und  d  willkÄb-^^* 
liehe  Beständige   sind.      Da   nun   97:=  a  gesetzt  werden  darf,  ^^^ 
folgt  hieraus  zunächst,  dass  die  Grössen  ß,  y  und  ö  identisch  e\vm  d 
mit  denjenigen,  welche  auch  in  der  willkührlichen  Funktion  (p  vcr  '^' 
kommen.    Man  schliesst  aber  weiter,  dass  die  Gleichung  a=:q){ßy  ^) 
auch  durch  die  einfachere  a  =  a  ersetzt  werden  kann ,  worin       ^ 
eine  vierte  willkührliche  Beständige  ist.     Es  unterliegt   demnach'' 
keinem  Zweifel^  dass  man  zu  der  gesuchten  endlichen   GleicburP^ 
gelangt,  indem  man  die  Differentialquotienten  i ,  Zy  und  Zs  a«^' 
den  vier  Gleichungen: 

eliminirt.    Wenn  also  die  partiellen  Differentialgleichungen^:^^ 
und  if;=rO  zwar  kein  gemeinsames  erstes  Integral  besitzen^  ab^ 
doch  von  derselben  endlichen  Gleichung  ihren  Ursprung  ableHflV^ 
so  ist  diese  endliche  Gleichung  nichts  anders  als  eine  bestimoito 
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Funktion  der  drei  Veräoderlichen  2,  y  and  x  mit  vier  H*|llkuhr- 
Hcheo  Beständigen. 

3.      Es    sei   ZzZy  •  Zyy  =  (1  -|-  ^y^^xy     Und    ZsZy .  Xxx  =  (1  -f  2ir')2^2yi 

Man'  bestimme  hier  den  Differentialquotienten  Zxy  als  Funktion 
von  zyZszyx,  da  man  dann  zur  Darstellung  der  Gleichungen  (a) 
find  (b)  nur  zwei  von  den  Gleichungen  1.,  2.»  3.»  4.  bedarf.  Diese 
xeigen^sich  in  der  Form: 


-  »> 


Man  berechnet  daraus  die  beiden  Werthe: 

^td  so  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

f  >    l+3zyg         dr    .  1-f  V       rft      dt  dv     ,  dr     ,  '  ., 

,.,    l+3x,a     „  d«   ,   d«        .  l+tx«       dr   .  dr      .  dt        ' 

^an  eenügt  durch  rizz-^-^z,  und  behält,    nachdem  man   über- 
^11   zay  =  ^  ^  ^     gesetzt  hat,  die  einfacheren  Gleichungen: 

rfr  rfr  /dt         dv  \ 

^^raus  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen : 

{z~c)zx  +  x  =  a,    (2— c)ty+y  =  6,    (2— c)»(l-|-2;z*+V)  =  «; 

^nd  durch  die  Elimination  von  Zy  und  zs  entsteht  das  allgemeine 
liktegral: 
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9 

Spblie^slich /soll  noch  gezeigt  vrerden^  wia  man  die  allgemeine 
partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit  drei  Ver- 
änderlichen 0/;  {zyy  Zxy  Zyx  ZyZxzya;)  =  0  integriren  kann ,  wenn  die- 
selbe kein  erstes  Integral  besitzt. 

Alan  bestimme  hier  noch  zwei  andere  partielle  DIAkreotial- 
gleichungen  der  zweiten  Ordnung  <r  =  0  und  r=70,  welche  einer- 
lei Ursprung  haben  mit  der  vorliegenden  Gleichung  t^r^O.  Detn 
wenn  drei  derartige  Gleichungen  vorliegen^  so  kann  man  die  drei 
Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  einzeln  als  Funktionen 
von  ZyZxzyx  daraus  entwickeln^  und  die  weitere  Losung  der 
Aufgabe  hängt  ab  von  der  Integration  der  vollständigen  Differen- 
tialgleichung : 

d^z  =  Zyydy^  +  2zztfdydx  +  Zxxda!^. 

Man  darf  annehmen,  dass  die  Gleichungen  a  =  0  und  t  =  0 
von  den  Differentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  nur  die  bei- 
den Zyy  und  Zxy  einschliessen,  und  man  erhält  so  durch  Differen* 
tiation : 

d(S  dH         da      d^z 
dzyy  dy^       dzxy  dxdy* 

d<s      dh         d<s      dH        /^A a 

dzyy  dxdy^     dzxy  dx^dy  ^  \dxj        * 


I.  .     :;^^.+  ^:£:>V.+  (^P=0, 


2. 


dz    dH    .      dt      dH 
3.  -i—  -TT»  + 


4. 


r^Vo 

dzyy  dy^  ^  dzxy  dxdy^  ^  \dyj        * 
dt      dh  dr     dh     .   /dr\       . 


dzyy  dxdy^      dixy  dx^dy 
indem  man  abkürzend: 


dö       ,  da       ,  da     ^  da     /da\ 

^/yy+ drs"y^di'-y+dy=Kdy)  "•  ^-  "• 

schreibt,      Aus  der   partiellen  Differentialgleichpog  i('ts:0  erMit 
man  noch : 


d'if     dH         di\f      dH         dtp  dH 


+(f)=* 


vtxx  dx'^dy      dzsy  dxdy^     dzyy  dy^  ^  \dy, 

Wenn  man  zwischen  den  vorliegenden   fünf  Gleichungen  die  drei 

dH       dH  d*i 

Differentialquotienten  der  dritten  Ordnung  ^-j»  TT'X^""^  ^^ 

eliminirt»  so  ergeben  sieb  zwei  partielle  Differentielgleichaof^ 
der  ersten  Ordnung  zur  Bestimmung  der  Funktionen  a  an4  'f.  J^ 
den  Gleichungen  1.  und  3.,  2.  und  4.  bilde  man  zunächst  die  fol* 
genden : 
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«1  •    /<ta    dx       da     dt  \  dh      fd<f\  Jbs        da  A<^^\^) 

*  •    \dZtgg  dXxy       dZxy  dXyyJ  dff^       \dyj  dZxy       dZjty  \dfj 

T       ( ^^    ^"^        c^g     dx  \    dh        (^\  ^         rftf  /rfrN  ^ 
V«kif  dz^'^dzyy  dzjcyj  cSrf^*  "*"  \difj 3z^'^ dZyy  \dyj'^  * 

»     f  ^^    ^^      ^^    ^^  ^   ^^^    j  ^^^^  ^^^  _  ^^  ^^^^  — n 

\dzyy  dzxy     dzxy  dzxy)  dxdy^^  \dx) dz%y     dzqey^dx)'^   ' 


».  {. 


(d/s    dx       da    dx  \    AH        (^^\  ^'^  _  ^^  ^^^\     a 
dzxy  dzyj  "^  dzyy  dzxyj  dx^dy      \ExJ  dzyy      dzyy  \dxj  *~ 

Durch  die  Addition  der  Gleichungen  7»  und  8.  entsteht: 

fda\  dx        da  /dx  \      (^^\  ^^  _J*5L^^^ n 

^  '^     V^Zo?/  rfz^  "^  rfexy  \dxj      \dyj  dt^y     diyy  \di/J ""   * 

und  dies  ist  die  eine  von  den  beiden  Gleichungen »  welche  zur 
Bestimmung  der  Funktionen  a  und  r  dienen.  Dm  die  andere 
Gleichung  zu  erhalten,  setze  itian  die  aus  den  Gleichungen  6.,  7., 
8.  ^  9.  sich  ergebenden  Werthe  an  die  Stelle  der  Differentialquo- 
tienten  dritter  Ordnung  in  die  Gleichung  5.  ein.    Dabei  wird  man 

vnit  Vortheil  den  CoefGzienten  ^ —  durch  die  Summe  Vi  -f  F^  er- 
setzen ^  wo  Fl  und  F2  die  Wurzeln  F^  der  quadratischen  Gleichung: 

Of^xy  (tZgx     f*Zyy 

Vorstellen,    um  dann  bei  der  Elimination  von  ^—t^-^  entweder  die 

Gleichung  7.  oder  die  Gleichung  8.  zu  gebrauchen,  je  nachdem 
^«ser  Differentialquotient  mit  dem  Faktor  F]  oder  V^  verbunden 
*^t-    Man  gelangt  so  zu  der  Gleichung: 

dif  ((ds\  dx_ ^  da  /dx\\ ^      ff^\ ,iJL _  i??_. (^\\ 
S^\\dxjdzyy      dzyy\dxJJ         ^\\dx  J  dzxy      dzxy\dx)) 


^  p.  /  da  /dx\     fd(f\  dx\     dj)  /"  <^^/^^^_/^<^^^'\ 
^\dzyy\dy/     \dyjdzyyj    dzyy\dzxy\dyj     KßyJdzxyJ 

\.dy  J  \Sz^y  dZxy        äZsydZyyJ^ 

^    ^n  ordne  nach  Differentialquotienten  von  r,   und  man  hat: 
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\dzx*  Kdx)  +  '^»Uy/       \dfß)  dt^J  d%^ 

Setzt  man  abkOrzend: 

dzxxdzyy       '^^dzxy^^"     dzsx\da:j^^\dyj^\dy)'dl^'^^' 
80  findet  man,   ^eil  Fi  F^  =  ^T"  *  T^    '**»   die  Beziehungen: 


'"X*     U.iyy 


d^fjr    da_      d^  da 

dZxX  ^  ^^  dZyy-dz^  d^y^  ^    '^»^^  ' 

d^  f^(da\      d^/da\     /dii;\  de       /d^\ 

Mit  deren  Hilfe  Terwandelt  man  die  obige  Gleichung  in: 

^fd^fdx\  /dx\      /d^\dx  \  /d^   dx  At\ 

^\dzxkdx)  +  ^^\dy)      Xdy/dzxyJ  ~  ^Adisx  dzyy^  ^HiJ 

Man  setze  die  Werthe  iSi  und  S^  wieder  ein,  und  man  hat  datf 
die  zwette  tod  den  verlangten  Gleichungen  in  der  Form: 

(b) 
dzxxKdx)^    AdyJ     \dy)dzxy^dzxx\da:r^Ady)    \dy)din 


d'tf)    da  da  dif;    dx       _  dx 

dzxx  dzyy         ^  dzxy  dzsx  dzg^        '  dzx9 


Nachdem  man  fiberall  die  Grosse  'Xxx  mittete  if'=0  eliniiM 
hat,  genfigt  man  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  In  der  That  dartk   | 
solche  Funktionen  a  und  r,    worin  von  den  DifferentialquoticilP   i 
der  zweiten  Ordnung  nur  die  beiden  Zyy  und  zxy  vorkommen. 

Wenn  nicht  gerade  F|=  V^  ist,  so  lässt  sich  die  Gle!c|n*f  { 
(a)  durch  eine  andere,  der  Gleichung  (b)  mehr  symmetrisch  g^ 
formte  ersetzen.    Man  hat  nämlich  auch  die  Gleichung: 

(c) 
dif  /'d<i\    p.  /de\    /df\da     d^/dT\        /'ff!\_/'^\*. 

dil>    da             da                          dij)    dr  dt 

dzss  dxxg        ^dixg  dxax  dxgy d:^ 


r.  •    .  •' : 
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Diejanigtii  FSlle,  ia  weleben  die  Elimiiiation  von  c  snt  Bestim- 
muDg  der  andern  Funktion  r  aaf  eine  partielle  Diffefentialgleicbung 
der  zweiten  Ordnung  führt,  braueben  bier  nicbt  besonders  her- 
vorgehoben za  werden.  Diese  Frage  hat  schon  bei  einer  andern 
Gelegenheit  ihre  Erledigung  gefunden. 


Ueber  den  Kreis  ^  der  durch  die  Aehnlichkeitapankte 

sweier  Kreise  bestimmt  ist« 

Von 

Herro  Eduard  JVoeggeraikf 

ordentlichem  Lehrer  für  mathematische  Wi«senschaftea  an  dar 
Provinzini -Gewerbeschule  za  Saarbrncken. 


§.   1. 

Wenn  man  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  einen 
Kreis  legt,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Centrale  jener  Kreise  liegt, 
*^  ist  dieser  Kreis  vollkommen  bestimmt  und  sein  Durchmesser 
Shich  dem  Abstände  jener  Aehnlichkeitspunkte  von  einander. 
I^ie  Abstände  eines  Punktes  x  der  Peripherie  dieses  Kreises 
(Taf.  I.  Fig.  11.)  von  den  Mitten  JU  und  m  jener  Kreise  verhalten 
'teil  wie  die  zu  denselben  gehSrigen  Radien  R  und  r  und  der 
^^Q  denselben  eingeschlossene  Winkel  Mxm  wird  durch  die  6e- 
'^de  nach  dem  Innern  Aehnlichkeitspunkt  J  halbirt. 

Denn  die  Aehnlichkeitspunkte  A  und  J,  und  die  Mittelpunkte 
*%    und  M  sind  harmonische  Punkte  und  deshalb  die  Linien  xA 

m 

^*^d  xJt  sowie  xm  und  xM  harmonische  Strahlen,  von  denen  die 
"^^iden  einander  zugeordneten  Strahlen  xJ  und  xA  normal  auf 
^^nander  stehen.    Daher  halbirt  der  Strahl  x3  den  von  den  bei- 

Tbea  XXXIII.  ^a 
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deß  andern  Stcablen  jrm  vitkä  xM  gebildeten  Winket' nijrJi  ond 
es' findet  an»  letzterem  Grunde  die  Proportion  statt: 

Es  ist  aber  auch  R  :  r  =:MJ:fnJ, 
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und  daher  ^  xMixmzzi  R  :  r, 

§.  2. 

Verhalten  sich  die  Abstände  irgend  eines  Punktes  von  den 
Mittelpunkten  zweier  Kreise  wie  deren  Radien^  so  liegt  dieser 
Punkt  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  der  durch  die  Aeholicb- 
keitspunkte  jener  Kreise  bestimmt  ist. 

Ist  a:    (Taf.  I.  Fig.  11.)    der  Punkt,   welcher  der  Proportion 
•genügt: 

a:M:a:m  =  R:r, 

«o.  istf  ^^Ri*  ^«^  di^  Halbirungslinie  des  Winkels '??i^^,  und  (ri 
die  seines  Nebenwinkels  bezeichnen: 

MJ  :  rnJ  =  xM :  xm:=z  R :  r 

MAimA  =zxM:a:m=R:r 


roithiu  '  MJ  vmJ  =  MAimA  =  R:t. 


Deshalb  sind  j  und^  die  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise  nnl 
xMf  xm,  xJ  und  xA  harmonische  Strahlen,  von  denen  die  leti- 
teren  normal  auf  einander  stehen,  weil,  wie  leicht  erhellt,  jeder 
derselben  den  einen  der  Winkel  balbirt,  den  die  beiden  andern 
mit  einander  einschliessen.  Und  weil  xJ  und  xA  normal  auf  ein- 
ander stehen,  liegt  x  auf  dem  Kreise,  der  durch  die  Punkte  J 
und  A  bestimmt  istl 


§.  3. 

a)  Legt  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Peripherie  dv* 
Kreises,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  anderer  KrM^ 
bestimmt  ist,  und  nicht  innerhalb  derselben  liegt,  Tangenten 
an  diese  Kreise,  so  sind  die  Winkel  gleich,  welche  je  zwei  s^: 
sammengehOrige  Tangenten  mit  einander  einschliessen. 

Bezeichnet  (Taf.  I.  Fig.  12.)  x  den  Punkt,  von  dem  aas  dit 
Tangenten  xt^  xtf  und  xT,   xl\  an  die  Kreise  gelegt  werden» 

deren  Mitteri  m  und  M  sind ,  so  ist 

* 
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eil  dieselben  rechtwinklig  alnd  nod  nach  §.  1.  die  Proportion 

xm:xM=:mt:  MT 
attfindet.    Deshalb  ist  ^mxt^zj^MxT  und  also  auch  ^txt, 

ß)  Schliessen  die  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte  an 
rei  Kreise  gelegt  werden,  der  ausserhalb  dieser  Kreise  liegt, 
»ziehlich  gleiche  Winkel  mit  einander  ein ,  so  liegt  dieser  Punkt 
if  dem  Kreise,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  jener  Kreise 
Bstimmt  ist 

Bezeichnet  (Taf.  L  Fig.  12.)  x  diesen  Punkt,  so  ist 
-'-''*'  '   '      '■        •       ■    /^xtmco/^xTM, 

eil,  wie  sogleich  erhellt,  beide  zwei  Winkel  beziehlich  gleich 
iben.    Hieraus  folgt : 

xm :  xM=:mt:  MT 
=  r  :   ß, 

od  deshalb  liegt  nach  §.  2.  x  auf  dem  durch  die  Aehnlichkeits- 
BBkte  bestimmten  Kreise. 

§.  4. 

a)  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Peripherie  des 
ieises,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  anderer  Kreise 
estimmt  ist  und  innerhalb  dieser  letztern  liegt,  die  kleinsten 
ebnen  dieser  Kreise,  so  sind  die  Mittelpunktswinkel  gleich, 
'eiche  zu  diesen  Sehnen  gehören. 

Ist  (Taf.  I.  Fig.  13.)  X  der  Punkt,  durch  den  die  kleinsten 
'ebnen  ggf  und  SSf  der  Kreise  m  und  M  gezogen  sind,  so  ist 

i^xsmoo  \xSM, 
'eil  dieselben  rechtwinklig  sind  und  nach  §.  1.  die  Proportion 

xmixMssmstMS 
iittfindet.    Deshalb  ist  ^smx=:^SMx  and  daher  auch  ^sms, 

ß)  Sind  die  Mittelpunktswinkel  der  kleinsten  Sehnen  zweier 
Ml  schneidender  Kreise  liir  einen  Punkt,  welcher  innerhalb  bei- 
er  liegt,  einander  gleich,  'so  liegt  dieser  Punkt  auf  der  Peri- 
herie  des  Kreises ,  der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  jener 
^frise  bestimmt  ist 

Bezeichnet  (Taf.  L  Fig.  13.)  x  den  Punkt,  durch  welchen  diekleiit- 
^  Sehnen  ss,  und  SS,  für  die  Kreise  m  und  JM  gezogen  sind,  so  ist 


■ 
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dft  dieaelben  rechtwinklig  sind  und  4Csnm=s  j^ßMa^  h$t  hh 
dann,  folgt 

und  es  liegt  deshalb  nac}i  §.  2.  o?  auf  der  Peripherie  des  KreiseSr 
welcher  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  der  Kreise  m  und  M  be- 
stimnit  ist. 

§•  5«     . 

.    ■      :t 

'.  ■■     »>■;    '      '■- 

Der  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweiei;  Kreise  h<9^tii|iniil 
Kreis  werde  nunmehr  der  in  §.  3.  und  §.  4.  nachgewiesenen  Eigen* 
schaffen  wegen ,  und  der  kdrzeren  Bezeichnung  halber^  der  Iso- 
gonalkreis jener  Kreise  genannt. 


§.6.  •    ;  >v;:«i 

€c)  Hat  der  Isogonalkreis  zweier  Kreise  mit  einem  derselben 

einen  Punkt  gemein,  so  hat  er  denselben  Punkt  auch  mit  dem 

andern  gemein.  '. 

j 
Denn  ist  as  der  Punkt 5  den  der  Isogonalkreis  mit  dem  Kreise    j 

vom  Mittelpunkt  M  gemein  hat,  so  ist,  wenn  man  den  Mittelpnakt    ^ 

m  des  andern  Kreises  mit  x  verbindet, 

und  da  a:IU:=iR,  so  muss  auch  xm-=^r  sein,  d.h.  der  Punkt  d^ 
muss  auch  auf  der  Peripherie  des  Kreises  vom  Mittelpunkt  fl^ 
liegen. 

ß)   Haben   zwei   Kreise   keinen  Punkt  gemein,    so  hat  auch 
ihr  Isogonalkreis  mit  keinem  derselben  einen  Punkt  gemein. 

y)  Schneiden  sich  zwei  Kreise,  so  schneidet  ihr  Isogonalkreie 
beide  in  deu  gemeinsamen  Durchschnittspunkten. 

ö)    Beruhren  sich  zwei  Kreise,  so  beröhrt  ihr  Isogonalkreif 
beide  in  dem  gemeinsamen  Berfihrungspunkt. 


§•7. 

er)  Der  Radius  des  Isogonalkreises  zweier  Kreiise  ist  die  mVü*' 
lere  Proportionale  des  Abstandes  seiner  Mitte  von  der  Mitte  jener 
Kreise. 
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Ist  (Taf.  I.  Fig.  1].)  O  die  Mitte  des  Isogonalkreises  zweier 
reise  von  den  Mittelpurikten  m  und  M,   so  sind  diese  ein  Paar 
«mit  die  Aebiinehkeitspunkte  A  und  J  das  andere  Paar^^BBgäord^ 

AJ 

acter  harmonischer  Punkte»    Deshalb  ist»  wenn  o  =  -^  den  Ra- 

dios  des  Isogonalkreises  bezeichnet > 

Q^=zOm.OM.  . 

ß)  Die  Abstände  der  Mittelpunkte  zweier  Kreise  von  dem 
Mittelpunkte  ihres  Isogonalkreises  verhalten  sich  wie  die  Quadrate 
deFJRadifcih  jener  Kreise.    Es  ist  nach  vorigem  Satze: 

AO^^Om.OM, 


oder 


Hieraus  folgt: 


Om\AO  =  AOiOM. 


dfthei 


Oin^AO  _AO^OM 
Om       ""       AO 

mA  lUA 

Om^  AO' 


Om^AO,"^^ 


MA' 


«nd,  weil 


auch 


mA  r^ 


1» 
I.     Om  :==  AO*  p' 


'criier  folgt  aus  jener  Proportion: 

Om-k^AOAO  +  OM 

AO  "";  OM 

mA  _  MA 
AO'^  OM' 

Her 


•  i 


'  •  '-;-. 


^.^O:.:* 


1 '  ■( 


■U 


'"    >      ■      i.<. 


V* 


i.'. 


I    ." 


8iB4.'<  Noeggerath:    Ve^räenWreis,- 

II.     ÜM=zAO,-. 

r 

Durch  Division  von  I.  und  II.  ergibt  sicB  dann : 

Om:OM  —  r^:IP. 

y)    Bezeichnet  a  die  Centrale  der  Kreise   von   den  Radien  r 
und  R  und  q  den  Radius  ihres  Isogonalkreises,  so  ist 

orft 

«I  -  * 

Es  ist  (Taf.  I.  Fig.  IL)  AO  =  q,  Mm  =  a  und  daher 

a^MO  —  mO 

r  K 


also 


arR 


§.  8. 

ä)  Die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind  Pole  ihres  Isogooal- 
kreises.    (§.  7.,  «).) 

ß)    Der  Isogonalkreis  schneidet  jeden  Kreis^  der  durch  di« 
Mitten  seiner  Kreise  geht,  rechtwinklig.    (§.7.,  a).) 


§.  9. 

a)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  einen  Punkt  mit  dem  b^'' 
gonalkreise  derselben  gemein,  so  hat  sie  denselben  Punkt  01^ 
deren  Kreisen  gemein. 

Ist  X  der  Punkt,  den  die  Chordale  und  der  Isogonalkreis  f^ 
te  haben 5  so  ist^  weil  derselbe  auf  der  Chordale  liegt, 

Jlfo*  —  m^«  =  ß«  —  r«. 


der  durch  die  ^hHlicäkeitspunkte  %wefer  Kreise  besiimmt  iu,  5f^ 
nd  weil  derselbe  auf  dem  kogonalkreise  liegt: 

nd  hieraus: 

Ufa?*  —  mx* R^ — r* 

Deshalb  ist  nutzzzr  und  der  Punkt  liegt  auf  dem  Kreise  rom 
Ucdius  r.  Derselbe  liegt  auch  auf  dem  Kreise  vom  Radius  R, 
'eil  er  lauf  der  Chordale  beider  Kreise  und  einem  derselben  liegt. 

ß)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  keinen  Punkt  mit  densel- 
en  gemein,  so  hat  sie  auch  keinen  Punkt  mit  dem  Isogonalkreise 
ieser  Kreise  gemein.    (Aus  a),) 

y)  Hat  die  Chordale  zweier  Kreise  keinen  Punkt  mit  dem  Iso- 
;onalkreise  dieser  Kreise  gemein ,  so  haben  die  Kreise  keinen 
^unkt  mit  einander  gemein.    (Aus  a).) 

5.10. 

0}  Drei  Kreise  haben  drei  Isogonal  kreise. 

ß)  Haben  zwei  der  drei  Isogonalkreise  dreier  Kreise  eioen 
^«nkt  gemein,  so  hat  der  dritte  denselben  Punkt  mit  ihnen  ge- 
i6in. 

Die  drei  Kreise  seien  durch  ihre  Mitten  J^,  M\  M** ,  ihre  Ka- 
ien beziehlich  durch  r,  r,,  r,f  bezeichnet.  Der  Isogonalkreis  für 
!f  und  iW  sei  MM' y  der  für  M  und  il/"  sei  üfJI"  und  der  fSr 
»'.und  iV"  sei  M^M^'.  Haben  die  Isogonalkreise  MM'  und  MM'^ 
inen  Punkt  x  gemein,  so  finden  die  Proportienen  statt: 

Mx    :  M'x  =:r    iVf 

M''x  :  Mx  =  Tff  :r 


nd  daher  M'*x  :  M*x=z  r„  :r,. 

(^egen    der    letztern    Proportion    liegt    alsdann    nach    $.  2.    der 
"nkt  X  auf  dem  Isogonalkreise  M*M*', 

y)  Die  Isogonalkreise  dreier  Kreise  können  nicht  zusammen- 
dien. 

Fielen  zwei  der  Isogonalkreise  zasammen,  so  mösste  wegen 
M  vorigen  Satzes  auch  der  dritte  mit  ihnen  zusammenfallen, 
^ann  fielen«  aber  die  drei  äussern  Aehnlichkeitspunkte  in  einen 


Panlit  und  die  drei  ionern  Aehnlichlcett8|MiDkte  in  cintii  -^Afn 
PankL    Die  drei  Kreise  hätten  alsdann  'Qur  zwei  AehBiiehl»iii*i 
punkte  and  es  rofissten  deshalb  zwei  derselben  zasanmenftUak 
Dann  wQrden  aber  nicht  drei,  sondern  zwei  Kreise  vorllegea. 


i- 


§.11. 

Die  bbDgonalkreise  dreier  Kreise  schneiden  sich  f^ntwe^or.l». 
zwei  Punkten  oder  berühren  sich  in  einem  Punkte  odcjPC  M^Q' 
keinen  Punkt  gemein. 

Schneiden  sich  zwei  der  l80fi;oi)alkrei8ey  so  hat  der  dritte  die    i 
Schnittpunkte  nach  §.  10. ,  ß)  mit  ihnen  gemein  und  er  kann  nicht 
mit  einem  derselben  zusammenfallen,   da  sonst  alle  drei  svsiiin- 
ihenfallen  müssten,  was  nicht  möglich  ist. 

•  Berühren  sich  zwei  der  Isogonaikreise,  so  bait  der  dritte  dea 
Berührungspunkt  mit  ihnen  gemein,  und  er  kann  keinen' derseÜMNi 
schneiden,  oder  mit  einem  derselben  zusammenfallen,  da  bomI 
die  erslen  sich  schneiden  oder  in  einander  fallen  müssten,  was. 
nicht  möglich  ist. 

Haben  endlich  zwei  der  Isogonalkreise  keinen  Punkt  mit  ein 
ander  gemein«  so  kann  auch  der  dritte  mit  keinem  derselben  eirv 
nen  Punkt  gemein  haben.     Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  mOsstefi,. 
die   beiden  ersten   dieselben  Punkte   mit  dem  dritten,   also  auch 
mit  einander  gemein  haben. 

§.12. 

ci)  Schneiden  sich  drei  Kreise  in  zwei  Punkten,  so  schneidev 
sich  ihre  Isogonalkreise  in  denselben  Punkten.    (§.6.,)').) 

S)  Beruhren  sich  drei  Kreise  in  einem  Punkte,  so  berühren 
•ich  ihre  Isogonalkreise  in  demselben  Punkte.     (§.  6.,  d).) 

y)  Schneidet  von  drei  Kreisen  jeder  den  andern,  so  schnei' 
den  sich  ihre  Isogonalkreise. 

Denn  es  schneiden  sich  alsdann  zwei  der  Isogonalkreise  und 
deshalb  nach  §.  11.  alle  drei. 

§.  13. 

u)  Werden  zu  den  drei  Isogonalkreisen  dreier  Kreise  iie  b^' 
gonalkreise    gedacht,     so    mögen    diese    die    Isogönalkrei^  ^ 


der  durth  die  AefmHchkmugpmkte  %»Her  breite  äesiimmi  ist.  S^' 

weiter  Ordnung« In^HefeUfr  auf  ^^  ursprfingKeb  afig<enbiDin^iJ<Ni*- 
ni  Kreise   beissen.      Die   Isogonaikreise    dreier   IsogetmlkiWiftö' ^ 
Rciter  Ordnung  heissen  atsdann  die  Isogonaikreise  dritter  Ord«* 
mig  B.  s.  f.        < 

ß)  Schneiden  sich  die  drei  Isogonalkreise  irgend  einer  Ord- 
VDg  in  zwei  Punkten,  oder  berühren  sich  dieselben  in  einem 
^onkte,  so  schneiden  sich  beziehlich  diä  Isogonalkreise  aller 
olKenden  Ordnungen  in  denselben  Punkten  oder  berüHfen  sich 
ET  4^selben  Punkte  (§.  12.  a)  und  ß)). 


§14. 

:    Die  Mittelpunkte  der  Isogonalkreise  dreier-  Kreise   liegen  in 
erader  Linie. 

..    Die  Mittelpunkte  der  Kreise  (Taf.  I.  Fig.  14)  seien  Mr  M* 
ni  JW's  ihre  Radien  beziehlich  r,  r,  und  r,^;   ferner  sei  P'4er( 
littelputtkt  des  Isogonalkreises  zu  M  und  M'^  P*  der  MittelpualU  ^ 
es  Isogonalkreises  zu  M  und  M**  und  P"  der  Mittelpunkt  de»^ 
Kogonalkreises  zu  Jf^  und  M**,    Legt  man  durch  die  Mittelpunkte 
nreier  Isogonalkreise,  etwa  durch  P  und  jP',  eine  gerade  I^nie 
ad  zieht  von  den  Mittelpunkten  der  Kreise  drei  parallele  Ltiiien 
fm»  M'm^,  M^'m'^s  deren  Schnittpunkte  mit  dieser  üeraden'm^ 
l*  und  m"  sind,  so  ist,  wie  leicht  erhellet:  "^  "' 

ittbin  Mm    :7tf'm'    =r«      :  r,« 

Dd  ilfW:ilf'W  =  r,«     :r„^ 


im  Mm    iM*'m"  =  T^      :r„«. 

£s  ist  aber  auch      r«       :  r,,^       =  P*M :  P'Af", 


nithln  Mm   :  M*'m"  =  P'M :  P'M'*, 

woraus  folgt,  dass  P*  auf  der  Geraden  PP*'  liegt. 


.•"'  i\i 


l" 


XVI. 

Ueber  einige  goniometrische  Formeln. 

Von 

Herrn  Doctor  fViegers 

%n   Berlin. 


Man  hat 

sin(a-f  ^-|-y)  =  sinacos/3cos/-f  co8asin/7cosy-f  cosacosj^fiiAjf 

—  sinasinjJsiDf 

oder 9  indem  man  zur  Abkürzung 

8in  anosßcosy  =  A, 
C08  a  sin  ß  cos  y  =  i, , 
cos  a  cos  ß  sin  y  =  1^ , 
sin  asin  ß  sin  y  =  fi 
setzt: 

8in(a  +  P+y)  =  i  +  l,+a,-.fÄ. 

Daraas  folgt: 

8in(a  +  P-y)=      A  +  i|-I,  +  ^, 

sin(ii-/J  +  y)=     A-Ai  +  ia  +  ^, 

sin  (-o+jJ+y)  =  ^  Ä  +  Ai  +  iL,  +  |i, 

—  8in(a.+  /I  +  y)  = -Ä— It— l^  +  f»; 
mitbin : 
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i(«+/J— y)  +«in(«-^+y)  +  8in  (— «+/J+y)— 8in(«+|J+y)=  4f., 

(q) 

in(«  +  |J— y)  +  85D(o-/J  +  y)  +  «in(- «+ /J  +  y)-«in(«+/J-h') 

=  4  sin  a  sin  J3  sin  }>. 
Setzt  man 

— a  +  /3  +  y  =  r; 
)  erhält  man: 

p\q  p  +  r  7  +  r 

id  die  Gleichung  (q)  geht  über  in  die  folgende : 

sin  p  -h  sin  ^  -f  sin  r 

=  4  8in  *^^  sin ^—  ein  ^^^  +  »»"  (p  +  7  +  »•)» 

Icr,  wenn  man  p  +  ^+r  =  tf  setzt,  in: 
{!)  sin  p  +  sin  ^  +  sin  r 

=  ^«n  (f  -  0  »"»  (f  -  I)  «'»  (I  -  f )  +  «'•"  ^• 

2.      ' 

Es  ist: 

sin  p   .   sin  q 

_  sin  (p  +  q) 
cos  p  cos  q  * 

»Iglich : 

sin  (p -f  flr)  cos  r -f  cos  p  cos  flr  sin  r 

t20  +  tffo  +  t«r  =  — ^^     ^ = 

ö/'  1    8v  ■  •»  cospcos^cosr 

,rtn(p-fy)cosr-fcos(p4-y)sinr-fcospcosysinf— cos(p-|-y)8iDr 

cospcos^cosr 
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.       *.        .^  aifi(o  +  flf  +  r)  +  8in»sinfl'8iDr 

tep+tgfl'  +  tg»'==  — ■      ^        — - — - — ) 

e>r  9    OY  I    ö  coapeoagcoBr 

oder,  weno  man  p-^g-\-r=  ö  setzt: 
(II)       tgp+tgy  +  tgr  =  tgptgytgr  + 


cospcos^cosr 


3. 

Aus  (I)  folgt«  indem  man  statt  r  setzt  (2R-f  r): 
(HI)  sin^-t-'siD^ — sior 

=  4 sin  (J -  0  cos  (I ^  I)  cos  (J-  |)  - siniT, 

■ 

und,   indem  man  in  (I),  (II)  und  (III)  statt  der  Winkel  p,    qr  %  r 
ihre  Compleniente  ein  fuhrt «  erhält  man  der  Reihe  nach:' 

(IV)  cos  p  +  cos  q  -f  cos  r 

=  4cos(|-y  cos  (|-|)  cos  (|-|)-cosiy^ 

(V)  cotp  -f-cot^  +cotr  =  cotficot^cotr ? 


sin  p  sin  9  sin  r' 


(VI)  cosp  +  cos^r — cosr 

=  4cosQ-0    sin  (|— I)   sin  (|-f) 


-f  cos  6  • 


4. 

Die  Gleichoogen  (I)  bis  (VI)  lassen  erkennen,  frann  ein  Agg^^' 
gat  von  drei  gleichartigen  trigonometrischen  Functionen  sich  ^      . 
ein  Product    darstellen    lässt.      Es  hängt  dies  lediglich  von   c)< 
zweiten  Grosse  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ab,  welche  in 
Gleichungen   (I),   (II),  (III)    verschwindet,   wenn   6  ein  gerad< 
Vielfaches  von  einem  R;  in  den  Gleichungen  (IV),  (V),  (VI) 
gegen,  wenn  c  ein  ungerades  Vielfaches   von  einem  R  ist 
ergeben  skhz.  B.  f&r  die  Atinähtne  tt-f^-|-y=£2R  ilie  IMMittt^ 
Formeln : 


m 


■  €C'       ß        y 

«  +  tg  /3  +  tg  y  =  tgatg/Jtgy, 

tt        ^         y 
□I  a  -f  sin  /3  —  sin  y  s=  4  sin  5-  sin  S*  cös  ^  »^ 


4 


!■ 


er  ß  y 

►«2 +^®s^+cos|- 

'^  /^  y 

M^+cot^^  +  cot^ 


=,4  cos  (I  -  J)  cos(| -  J)cos(| -  J). 


^         ß         Y 
cot  5- cot  s- cot  ^, 


'2 


2 


^    .    -      .    i  •  /^  «^  •  /'^  ^^    /"^  >^ 


t 
2 


Es  ist 


iii(a  +  /5  +  y  +  d)  = 


6. 

sin  a  cos  J?  cos  y  cos  d 
I  -f  cos  a  sin  ß  cos  y  cos  d 
I  -f  co8[o;  icos^sio  y  cos  d 
-f  cos  a  cos  j?  cos  y  sin  8 


sin  a  sin  ß  sin  y  cos  d 

n 

sin  a  sin  /?  cos  y  sin  S  \ 
sin  a  cqs/Isiv  y  sin  d 
cos  of  sin  /3  sin  y  sin  ö. 


iVy  indem  man  zur  AbkQriuiigt 

inocos/3cosycosd=:  k, 
OS  u  sin  ß cos y  cos 8=z  Xi, 
>8  a  cos  ß  sin  y  cos  d  =  l^» 
^9  er  cos /?  cos  y  sind  =  A3, 


sin  a  sin  ß  sin  y  cos  d  =  jk, 
sin  a  sin  ^  cos  y  sin  d  =  (ii , 
sin  of  cos  ß  sin  y  sin  d  =  ft^, 
cos  a  sin  /3  sin  y  sin  j  =  fi) 


* 

l)araiis  folgt : 


0iiL(a — ß — y — d) 


(•.  *. 


^ +  ^  +  Aa  — Ab— f*  +  fii  +  fia  +  f«,, 
A  +  Ai  —  Aa  +  A3  +  ^ — fr,  +  fi,  +  ^; 

A— At  — At— A,— fi— f*|— fij  +  fi,. 


mithin: 

(qO 
sin  (a+/3+y-d)  +  sin(a+/3— y+d)  +  sin  («— jS+y+d)  +8in  (a—ß—y- 

=  4  sin  a  cos /?  cos  y  cos  d  <f*  4  cos  a  sin /f  sin  7  siniff  • 


Es  sei  nun : 


a  +  ß+y—ÖTs  py 


so  findet  mau: 


y+y-fr-f  < 


«=    4 ^ 


/5=    4 > 

y=  4 — ' 


und»   wenn  man  jetzt  p-f9-fr-}-if  =  0  setzt,  so  giebt  die  G0 
chung  <qO : 

(VII)  sin  /i  -f  sin  9  -|-  sin  r  -f  sin  t 

•■,.■.■  .      .  ■      .■.:•-•  ; 

1,4  um  4  «o«\^4  — ^;  cos(^j-  "2-^  ^«»^r-^-J 


.Ml  .. 

6. 


^us  der  GMchnng 

1    '  .  *' 


sitipcos^cosrcds^  —  sin^nsinArsinrcos^ 

« 

+  cos  p  810  9  cos  reo«  t^  stnpsin  ^  cosr  sin  * 
-fcospcos^rsinrcosf  —  sinpcos'^sinrsin^ 
-f  CQS/^co^^cosrsin^ — cospHiüqslnrsi^t 

9  indem  man  dieselbe  durch  co$/?cos^cosrcos^  dividirt: 
/  f^r  I   ftYT^  6    ^&         cos/>cos^cosrcos< 

t 

+  tgptg<^tgr+tg;3tg<7tg<  +  tg/?tgrtg^  +  tg9tgrtg^ 
Die  Gleichung  (II)  giebt  nun : 

tgp+tg^+tgr  =co8pcosyco8r  +  *8P'8y*g''' 

I 

sin  (;^  +  0^  +  0 
tgP  +  tg7  ^-  *S  <  =  cosp  cos  y  cos  <  +  ^^^  *«  » *S  < ' 

sin  (p+r+t) 
tgp  +  tgr  +  tg  <  =.  ^^^;;7r-^^<  +  tg/>  tgr  tg  / , 

I 

sin  (a  +  r  +  0 
«S9+tgr+tg<=  — ^-rr^^  +  tgytgrtg/; 

t   ist: 

3tgp  +  3tg9r  +  3tgr  +  3tg« 

sin  (p+g  +  r)cos<+  sin  (/>  +  y  +  Q  cosr 

-fsin(y  +  r-fO  ^<^>**S^  +  si  n  (y  +  r  +  f)  cos  /? 
cos /?  cos  g  cos  r  cos  f 

irtgptgqt^r  +  tgptggtgt+tgptgrtgt  +  tggtgrigt^    \ 

^iibtrahirt  man  von  der  vorstehenden  Gleichung  die  Gleichung 
«so  erhält  man:        .      ..      S-     :■•  -;•.;    ■.  .*■;■. .':v..!A  i\.^i:l,   ;.  :.• 
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2tgp  +  2tgy  +  2tgr  +  2tg< 

sin  (p -1- 9  +  >*)  cos< -f  siD  (p -f  9 -f  <)  cos  r 

+  siD(p  +  r  +  0cosy-f8in(y  +  rHh<)cosp 
cosp  cos  fji  cos r  cos  < 

^    sin(p-fy  +  r-fO 
cos/7  cos  9  cos  r  cos  < ' 

oder,  indem  man  vrieder  p-{*94i^  +  ^=  <^  setzt: 

2tgp+2tg9r+2tgr+2tg< 

« 

sin((y— <)cos<  +  sin(tf— r)cosr  +  sin(<y— y)cosy-f  Sin(tf— y)(g 

cös  j9  cos  q  cos  r  cos  i 

sin<T 


cos/i  cos  ^  cos  r  cos  ^ 


sin  ff  (cos  <^ + cos  r^  -^^  cos  y^  -f  cosjg^) 
cos  p  cos  9  cos  r  cos  t 

cos  ff  (sin  <  cos  t  -f  sin  r  cos  r  *|-  sin  9  cos  g-f  sio  p  cosp) 

cosp  cos  q  cos  r  cos  t 


smff 


\      cos  p  cos  Q' cos  r  cos  ^ 

sin  ff  (cos2^  -f  cos2r  +  cos2y  +  cos2p) 
2  cosp  cos  q  cos  r  cos  < 

cos  ff  (sin  2  f  -f  sin  2r  -f  sin  2 y  +  sin  2p) 
2cosp  cos  q  cos  r  cos  t 

sin  ff 


cosp  cos  q  cos  r  cos  ^ 

sinCff— 2<)-fsin(ff*-2r)  +  sin(ff-^2y)  +  8in(tf>-2p) 

2  cos  p  cos  q  cos  r  cos  < 

sin  ff 
\  '  COS  p  COS  y  COS  r  COS  < 

und  durch  Anwendung  der  Formel  (VII): 


Jli[4i0^ßr.^4.  Af€öätu€imi0e  gmU^meiriscAe  Fermtin.  AiS 

)  tgp  +  ^q  +  tgr  +  tgi 

\  sin  ^  cos  f  2  —  H^)  cos  f  2  "~^^0  ^®®  (2  ^^^/ 

cos  p  cos  ^  cos  r  cos  ^ 

cosg-  sin  C^  —  ri^tJ  Bin  (2  ""^)  *'"  \2^P^0 

cos  p  cos  ^r  COS  r  COS  ^ 

sin  c 


2  cos  p  cos  9^  cos  r  cos  f 


7. 


hrt  maii  in   (VII)  und  (VIII)  statt  der  Winkel  p,  q,  r,  t 
)ropleraente  ein,  so  erhält  man: 

cos  p  +  cos  y  +  cos  r  +  cos  t 

4  cos  j  cos  (^  j  - -2-J  cos  ( j  -  ^ J  cos  (^  j  -  ^  j 

-4sinjsin(^j 2~>/^'"V4 TJ^'"!,!^    2  J' 

cot/?  +  cot  g  +  cotr  +  cot  t 

sin  2  cos  (2  """  ^/  ^^^(2  ""  ^^J  ?^^  (2  ""^**V 

sinpsin^sinrsin^ 


cos 


sinpsiu  f  slnrsin  < 
sincf 


2sinpsin9sinrsini^* 


dem  man  in  (VII)  qn^  (IX)  ^ta^t  t  ßetzi  (2Br|-0»  ^elgf: 


«,rs-    üeber  e*»"' "" 


XI) 


+2K 


48m      4 


„  0^^ 


C09 

^cosv      4 


4-  icos-^ 


X  8»»  V 


<X5 


(xn) 


4  cos 


XC08 


(^^«^r^) 


-2H  -4*^ 


V»"(- 


^_2B_a±?J 


^  4s'itt      4 


X8»n 


„an  au8se.de.  statt  r 


r),  fo\gf- 


cxiv) 


48iu^c««^4 


+  cos  JC°«V 


8. 


Ffit 


Ate  A»»»»«** 


^  =  P  +  9 


4-r+« 


4R  ^''' 


Wiegers:    Üeber  einige  goniofnetrische  Formein.  S47 

die  €51.  (Vü):  sinp+sfn9+sinr+ainf=4sin--2-ski^~-8iD-2~>      (g) 

„       „  (Vlll):tgp  +  tg^  +  tgr  +  tgt  =  '     cospeos^coeroos«       ' 
„       „  (IX) :    cosp-f  co»^-f  eosr-l-cos^s  — 4co8  -„-  cos  *^  cos  -iT"» 

/Yx  ♦.    ü      f    ■      *    I     ♦^      sin (r+e) sin (y-f Q sin (p+Q 

(X):     cot»+cotÄ+cotr+cot<= --; ; — ^—, v-\ — » 

^   ^  ^         ^'  •  cinp sin ysinr SIDS 


»9  99 


9» 


*9 


„  (Xlli):  smp+siny— sinr  — sin*=4sin-7p  cos— s- cos ^-^» 


>» 


„  (XIV):  cosp+cosy— cosr-cos<=:— 4cos-n-sin^^2~  siu^«-« 

.      sin— rt— sm-^^sin*-^ 
„  (VIII):  tgf  +  tg|  +  tgj+tg2=    eospcosycosrcosT' 

.   r+<  .    q+t  .   p-\ri 
.     sin— ci-Sin-^TT- sln^-75— 
»»      „  (X):        COtn^+COty+COtcj+COtaPZ ; ; 1 T—r — ,    (g') 

'  ^   -^  2  '      2  •       2'       2        sinpsinysinrsinf        ^° ' 

yy     „  (XI):    sin^+etog'+sinä— sin2=4cos-^cos*-T^  (g'') 

»»     „  (XII):  cosg+cos^+cos.^— <jos5=4sin  -j-  sin  ^-j—  sin*-^—. 


9. 

Aufgabe.    Der  Umfang  f£  und  die  Winkel  cc,  ß,  y,  d 
*  »es  um  einen  Kreis   beschriebenen  Vierecks  seien 
^-^geben.    Man  sucht   den  Radius  q  des   Kreises»   den 
'^talt  J  und  die  iSeiten  des  Vierecks. 

Der  eingeschriebene  Kröis  bestimmt  durch  seine  Berührungs- 
punkte auf  je  zwf  i  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks  vier 
"^^Ächnitte  a,  6,  c,  d,  welche  beziehungsweise  den  Winkeln 
^*   ß»  t>  ^  anliegen«    Man  hat  nun: 


<^) 

a           b           c          d 

^^       «"^       ß-       y~       i' 

COtg-       COts-       COtg-       COtrt 

-^^üus  folgt: 

%* 
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a  +  6  +  c+  d 

^==       u  ß  y  5*   ' 

cotg  +  cot  5"  +  cot  5  H-  cot  5 

oder,  mit  Anwendang  der  Formel  (g')« 

u       sin  tt  sin  ß  sin  y  ain  d 

sm— ^  sm— 5^sin-o- 

tc'      sin  ofsio /?  sin  y  sind 

•^""T  .   a+/5  .   a+y    .   a+Ä' 
sin-o*" sin "2    '**"  "2~~ 

Zur  Bestimmung  der  Seite  (a  -f  6)  bat  man  aus  (^) : 

a  +  6 

a ?  =  ^> 

cotg +cot2 


mithin 


a-f  6=^. 


a        ß 
sinn  sin  n^ 


81  n 


M       sin  csm/^siny  sind       

""2'    .    a+ß  .   «+y  .    a+d*    .    «    .    /j' 
sm  — s^  sin  — Q^  sm  -g—   sin  ^  sin  ^ 

a        ß 
cos  Q  cos  Q  sin  y  sin  d 

sin  — s"^  sm    Q        - 

Man  folgert  hieraus  sogleich: 

ß        ••  y    , 

sin  a  cos  ö  cos  s"  sin  i 

sin    Q     sm  ■  Ä 

y        d 
sin  u  sin  /3  cos  5-  cos  q 

•  <^  +  y  .  «  +  o 

sin  — ^  sin    Q 

«    .    tf  .  d 

cos  ^  sm  p  sin  y  cos  5 

8ln=^  sin  ^ 
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10. 

fgabe.  Fflr  ein  in  einen  Kreis  beschriebenes 
\k,  dessen  Seiten  o,  6,  c,  d  genannt  werden 
>  ist  gegeben  a-\-b-{-c — e{  =  fii;  die  zu  den  Sehnen 
,  d  gehörigen  bekanntenCentriwinkdl  seien  der 
nach  a,  ßy  y^  6i  man  sacht  den  Radius  r  des  Krei- 
)n  Inhalt  J  und  die  Seiten  a,  6^  c,  d  des  Vierecks. 


ist 


n         a  b  c         d 

,   Ä """      ß  "^      y  """      d  * 
sm^     sinj     8in&     sing 


«^ a+b  +  c-^d 

,    dt  p  y  o 

sinö--f  siDoH-'^in^ — ®*'*o 

1  Formel  (g"): 

m 


r= 


ß       a  +  8       ß+8       f  +  y 
8  cos     .     cos    ^    cos  *  . 


J  =  -2-(sina  +  sinj5  +  siny+sinÄ)> 
»nn  man  die  Gleichung  (g)  beachtet, 

J=:2r2sin  — |--  sin  5-^-  s»n  «-i- 


Ich  ist: 


«  msm^- 

«=2rsin  j=  jqp^ ^:p -^, 

4cog  .  .    cos^  .    cog'  i 

-  msin  ^ 

6=2rsln2  =  ' ;^ g+g      ylT 

4  cos  — T—  cos  '^"T"  ^^'^  T~ 


SSO  Völler:  Zmsän^  futdenin  TM.  31.  ff/t^u.in  IM. 98. Sß^ l 

c=2r8m|=- ^^p -p^^ :p^y 

4  cos  — j—  cos  — j—  cos    ^ 


d==:2r«ifta  = 


d  msing- 


4 cos— j—  cos     *'  cos «-j — 


Zusätze  zu  den  in  Theil  XXXL  Heft  4.  und  in  Theil 
XXXII.  Heft  ^.  gegebenen  Gränzverbältnissen  und  Ab; 
leituDg  der  Ferinel  fiir  den  Knanmittogsradins« 

Von 

Herrn  Doctor  yöller, 

Lehrer  an  der  ReaUchale  zu  Saalfeltl. 


Das  merkwürdige  GrSnzverhältniss  bei  ebenen  Curven,  i^c»' 
ches  —  wie  in  Tbl.  XXXi.  des  Archivs  bewiesen  —  awischen  dem 
von  der  Sehne  ab^^eschnittenen  Fiächensegment  und  dem  aus  '^ 
Sehne  und  den  Tangenten  gebildeten  Dreiecke  besteht ,  ist  neoe'' 
dings  auch  von  Herrn  Professor  Dr.  Schlömilch  auf  so  einfa^i^e 
Weise  abgeleitet  worden ,  dass  weder  analytische  Geometrie»  0^^^ 
Differential-  und  Integralrechnung»  noch  endficti  der  T aylor'fi^*'® 
Satz  dabei  in  Anwendung  gekommen. 


9§§€k.  €ramw9erMiiH.  u.  AMeiL  der  Formel  für  ä.  Krümmim9Mrad.  35 1 

Ith  glaubte  an  diesem  Orte  aus  zwei  Grfloden  aaf  die  Seblö- 
Ich 'sehen  Deductionen^zurQckkominen  zu  müssen.  Einerseks 
let  man  daselbst  mathematische  Beweise  für  einige  Fon  mir 
r  a  priori  hingestellte  Behauptungen,  und  andererseits  lässt  sich 
A  nach  Schlumilcb's  eigenem  Vorgange,  mit  Riicksicbt  auf 
t  von  ihm  selbst  gefundenen  Gränzwerthe,  eine  Ableitung  der 
rmel  fiSr  den  Krümmungsradius  gewinnen,  die  jedenfalls  der  von 
irm  Professor  Schlomilch  gegebenen  in  keiner  Weise  an  Ein- 
hheit  nachsteht 

Was  zunächst  den  ersten  Punkt  anbetrifft,  so  ist  es  nuthig, 
h  zu  dessen  Erörterung  den  Gang  der  Schlomilch 'sehen 
irieitung  *)  zu  vergegenwärtigen,  wobei  Taf.  II.  Fig.  1.  zu  vergleichen. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  beiden  bekannten  Theoreme,  dass 
limlich  —  wenn  ^i(x)  die  Fläche  zwischen  der  Abscissenachse, 
'  Curve,  der  festen  Ordinate  AB  und  der  beweglichen,  zur 
scisse  OM=^x  gehörenden  Ordinate  MP  bedeutet**)  —  der 
Ferentialquotient 

q>'{x)  =  lim. T — - — >      (Ä=  luMi  =  z/j?) 

erlei  ist  mit  der  Ordinate  MPz=:y=zf[x),   und  dass  ferner  der 
ferentialquotient 

trigonometrische  Tangente  des  Winkels  MTP:=zt  darstellt, 
lohen  die  Berührende  am  Punkte  P  mit  der  Abscissenachse 
schliesst,  wird  nun  zuvorderst  der  Gränzwerth  des  von  der 
hne  abgeschnittenen  Segments  bes.timmt,  und  es  ergiebt  sieb 
B  der  Formel 

cht: 

lim.  J  =  A9>'"(*)= Ar(«)=Ay^. 

erauf  leitet  Herr  Professor  Schlomilch  —  um  den  Flächen- 
lalt  des  von  der  Sehne  und  den  beiden  Tangenten  eingeschlos- 


*)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  4.  Jahrgang. 
**)  Wir  haben  abiiehtliGli  die  Sehldrailch'schen  BezeidiRongen 
iMiilten. 


■j 
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senen   Dreieck»!    Itestimnieii    zu    kilrineii    —   die    tirlinKwerthe 
Wlukel 

^SPT=B~i:,  ^SPiT^=-c^^a  und  ^7'Q7'^  =  Ti  — 
ab,  wo  ff  der  Winkel,  den  die  Sehne/*/»,,  und  r,  derjenige,  € 
die  Tangente  am  Punkte  /*,  mit  der  ,¥-Achse  bildet. 

Es  ßndet  sich,  dass 
jl„,  !R(«rl>^.     yi-    ,,„A    ■-„    tB(r.-ff)^,       ff" 


oder: 


"A     -"i+y»-  'H 

tSfr,-r)  s"  ^1 


si..(t.-t)._ 
lim.  ^^ 

Die  vorstehenden  üränzwerihe  beweisen  nun,  da  sich  verliSlt. 

=  1:1, 

(lass  das  A  P^iQ  bei  verschwindender  Sehne  wirklich  gleit 
dchenklig  ist,  was  ich  bei  Erürterung  des  GrSnzverhältnisE 
zwischen  den  beiden  Perpendikeln  QIV  nad  r/m  —  wovon  das  ei 
von  dem  Durchscbn'ittepunkte  der  beiden  Tangenten,  das  and* 
von  dem  l!erührun<;Npunkt  der  zur  Se|fiie  PPi  parallel  gesoger 
Tangente  auf  die  Sehne  gefüllt  wurde  —  nur  a  i)riori  dargethan  ha! 

Aus  den  obigen  Formeln  für  die  betreffenden  GrSnzwerl 
leitet  nun  Herr  Professor  SchHlmilch  mittelst  des  Sinust»tz 
auch  die  Formel  filr  den  Krümmungsradius  ab,  indem  er  A 
Normalen  in  den  Punkten  P  und  P, ,  welche  senkrecht  auf  dt 
Tangenten  PQ  und  PiQ  stehen,  sich  bei  verschwindender  Sehi 
einem  gemeinschaltlichen  (Jränzwerthe  q  nähern  Itisst. 

Es  ergiebt  sich  aber  auch  die  Formel  l^ir  den  Krümmungi 
radiuB  einfach  aus  nachstehender  identischer  Gleichung. 

Wenn  nehmlich  p'  die  Hiihe  des  von  der  Sehne  und  den  üo 
malen  gebildeten  Dreiecks  bedenlet.  so  ist,  wie  leicht  erhellt,. 


gfegeb.  GränaoferhäUn.  u.  ANeit,  der  Formel /\Sr  d.  ICrümmungsrad,  35S 

PPx.p  _  PPi^.nm RPPi . sin  RP^P 
2       ""  2  sin  PRPi 

d.  !•  mit  Rücksicht  auf  die  Voraussetzungen: 

V[^äJ^V_f  (^0?«  +  Jy^) cos Pi PQ . cos PP^ Q 

2  ""*•  sinPQPi 

■> 

oder  endlich : 

L«S«st  man  nun  die  Sehne  verschwindend  klein  werden,  so  wird 
»ich  die  Höhe  des  Dreiecks  immer  mehr  dem  Krümmungsradius 
nShern;  es  wird  also 

lim.p  =  ^ 
werden. 

Mithin    ergiebt   sich    bei'm   Debergange   zu  verschwindenden 
^Dimensionen,   wo  Jx-=^h  und  T=:tf=rri    wird: 

,    i  1  +  v'* 


d.i. 


\^y 


9     -—y^T- 


/« 


Es  ist  allerdings  auf  diese  Weise  eine  Ableitung  der  Formel 
'"!'  den  Krümmungshalbmesser  gewonnen,  die  sich  bei'm  Unter- 
'iclif  ^  da  sie  nur  die  einfachsten  trigonometrischen  Relationen  in 
Anspruch  nimmt,  sehr  empfiehlt,  und  es  wäre  gewiss  wünschens- 
^erth,  dass  in  ähnlicher  Weise  auch  andere  Partien  der  Mathe- 
^^tik  behandelt  werden  mochten,  namentlich  solche,  die  sich 
uevn  elementaren  Verfahren  nur  noch  zu  sehr  entfremden. 
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Sur  la  transformation  des  fonctienä  elliptiques  de  la 

premi^re  espece. 

Par 

Monsieur  Dr.  G.  F.  VF.  Bäehr 

k  Groningue. 


1.    Si  Ton  fait 


^""1  +  c' 


et  que  Ton  deterniine  q>'  d'apr^s  l'^quatioii 

Sin  (2^' —  9)  =  c  Sin  9), 
on  aura 

F(c',g>')^^F(€,q>), 

oü  F  d^signe,  suivant  la  notation  deLegendre,  la  fonction  ellip* 
tiqoe  de  la  premidre  espece. 

Par  ces  formules  la  fonction  F(c,  g>)y  c'est-ä-dire  celie  dont 
Tamplitude  et  le  module  sont  donnös>  est  r^daite  ä  une  autre  de 
la  ni^roe  esp^ce^  de  sorte  qu*en  repetant  sur  cette  derni^re  iod^' 
finiment  la  meme  Operation,  on  obtient  une  suite  de  fonctions  ^401- 
valentes,  tandisque  Ton  forme  en  m^me  temps  une  s^rie  asceo- 
dante  de  moduies,  qui  ont  Tunitö  pour  limite;  cette  s^rie^.  avec 
son  prolongement  dans  le  sens  contraire ,  oü  eile  sera  desceodantc 
et  aura  zero  pour  limite^  est  T^helle  des  modules  que  Lagrang® 
a  d^couverte  en  1784^  et  que  Legendre  appelle  Tancienne  ächellei 
pour  la  distinguer  de  eelle  qu'il  d^couvrit  plus  tard  eo  Ifä^* 
Peu  de  temps  apres,    Jacobi  a  fait  voir,  qu'on  peut  former  one    . 
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{^  d'^hetles  de  »lodates»  ^  qu^par  consequent  on  peut  d'une 
tö  de  raani^res  dißitfrentes  transformer  Ia  fonction  F(c,  tp)  en 
aatre  de  Ia  m4me  esp^ce,    dont  le  module  et  Taraplitude  se 
'inliieDt  par  des  op^ations  alg^briqees  da  module  et  de  Tam- 
le  de  Ia  fonction  donn^e.    Dans  le  rapport  de  Poisson  sur 
rage  on  Jacobi  a  exposii  ses  d^couferles  (Mämoires  de 
stitut>  TomeX. p. 79.)  on  lit:    ^^T^chelle  des  modules  que 
lendre  a  trouv^e>  et  qoi  n'^tait  pas  encore  connu^  de  M.  Ja- 
i»  est  renferm^  daD«  ia  «olutlon  g^bdrale  et  n^pond  «a  nom* 
trois.    L'ancienne  Schelle  n'y  est  pas  coroprise  explicitement, 
\  eile  a  avec  Fi^cheHe  Indätermin^e  de  M.  Jacobi  une  tres- 
de  analogie  et  peut  ^tre  censöe  appartenir  au  tiombre  deux/' 
s  son   Traite   ^lementaire  des  fonctions  elliptiques» 
I.  XII.,  co¥oll.Vn.)p.^.,    Verhttlst   prouve  rimpossibilitä 
läduire  l'ecfaelle  de  modules  de  Lag  ränge  du  thäordme  de 
obi,  et 9  apr^s  avoir  remarqu^  que  par  Ia  formule  qui  se  rap- 
e  4  ce  ib^^or^me,  le  sinus  de  ramptitnde  chencfaee  s'expritne 
ours  d'une  maniere  rationnelle  en  fonction  du  sinus  de  l'am- 
ide  donnöe,  c'est-ä-dire  que  Ton  deduit  rationnellement  Sinif; 
Sing),  il  ajoute:  „cette  propriete  a  son  analogue  dans  Fechelle 
[ilijtrftnge,  maid  dans  an  sens  inverse,  c^e^t^^ä-dire  que 
t  Sing)  qui  se  deduit  rationnellement  de  Siu'^.    Cette  demi^e 
arque  se  trouve  aussi  dans  le  traitö  de  Legendre«  I'^snp- 
ment,  §.  IV.,  Remarques  sur  Tanctenne  Schelle  des 
dules,  no.  4ß.,  p-38." 

Une  transformation  assez  simple  de  requatioo  entre  q>'  et  9 
voir  Ia  raison  pourquoi  T^chelle  de  Lagrange  n'est  pas  com- 
ie  dans  Ia  Solution  generale  de  Jacobi,  et  montre  en  m^me 
ips  qu'aussi  dans  lancienne  Schelle  le  sinus  de  ramplitude 
irch^e  (Sin  1^)  se  deduit  rationnellement  du  sinus  de  lamplitude 
»n^e  (Sing)). 

A  c6t  crffet  on  pose 

F(c',if;)=2F(c',g)'), 

e"^  et  q>'  sont  les  m4mes  que  präc^demnient. 
•Älors  on  a,  par  les  formnies  pout  Ia  duplication. 


^.  2  Sin  w'  Cos  w'dw' 

Ai  n  i/#  'f^'  • "      ■■/■■■! f. 1—  - 


kdisque  des  rälatlons  entre  q>*  etg>,  et  c'  et  c,  on  deduit  (Ver 
tUt,  Chap.lX.):  ^ 


Bae/ir :    Siir  In  Irnnsfiiniialion  des  fonclloiis 


2  Sin  tp'  Cos  51'  ^ip'  = 


Sinq>(cCa89i  +  dip)* 


1- 


'=Sin''( 


4cSiDV 


1  +  c 


JcSinV 


(l+c)' 
du  secoiid  membre  de  la  demiere  formule  od  elimine  qi'  an  inoyi 

2  Sin  9' Cos  gj'  =  (cCos^  +  id<p)Smfp, 
qui ,   apr^a  qu'on  a  prie  le  can^  des  deux  membres,  donoe 

et,  multipliaat  les  denx  membTes  par  c, 

4cSin*g!'^4cSin"q)'  —  c(cCo89J  +  iJ^)"Sin*gf. 
ou,  en  mettant  pour  Sin^^'  sa  valeur  en  ip, 

4cSinV'=2c(I  +  cSin*75  — ^ipCosy)  — c{cCosg>  +  -4q3)»Sin! 
donc 

(l  +  c)* — 4cSin*9)' 
=  (I  — c»Sln»^)  +  t*Co8V+2cCo8  9).zf9i  +  c(cCos9  +  /*gi)aSiD 
^^ay-f2cCos^9f4  c^Cos^fl)  +  c(cCosg'  +  /i^p)*Sin*gj 
=  (cCo8g-  +  ^9)«a  +  cSlnV). 

et  par  suite,  en  eubsfiluaiit  ceci  dans  * — c'*Sm*q5', 
,        ,as.   ,   ,      (cCosy  +  ^yjag  +  cSinV) 

Portaiit  ces  valeurs  dans  Sinti/,   on  obtient: 

^      l  +  c  Sin  V  * 
tandisque  des  reiationa  enlre  F{c,q>),  Fifi',<p')  et  P{&,^')  a 


1 


r(c',^)  =  (i+cj/'(c.9). 


s'exprime  rationnelle 
,  Siiigi  — ^r,   r^qua 


oü  la  relation  entre  c'  et  c  n'est  pas  cbangäe,  de  sorte  qtie  l'^bei^ 
I  dea  modules  reste  la  m^me. 

I  Ainsi  l'nn  vpit  premi^rernent  que  Siniff  e 

I  ment  en  Sin  qd.     Poaaiit  nmintenant   Sini^  = 

^^^     lion  (n)  donne  par  la  diff^rentiation : 

^^L  _d^ (l+c)tfa 


V(l-S*)  (I-c'V)  ~  V{\~x*){^-e*3*) 


■A 
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Sin^  devieot 


y=T  + 


ex 


2 


IG  ia  transforroatioD  de  Lagrange  appartient  k  cette  classe  que 
cobi  (Fandamenta  Nova  theoriae  faoctionam  ellip- 
arom,  d^.  ]0.>  pag.  17^)  a  appel^e  paris  ordinis,  et  oü  le 
yt6  da  d^nominatear  de  la  fraction  rationnelle,  au  rooyeii  de  la 
die  8e  fait  la  transformation ,  doit  surpasser  d'one  unit^  celui 
nani^rateur.  Elle  eo  est  le  cas  le  plas  simple,  et  ne  peut  par 
is^qaent  4tre  coroprise  dans  la  formale  gön^rale«  qu'il  d^rive 
la  seconde  classe  de  transformatlons,  appelläe  par  lal  imparls 
linis»  oü  c'est  le  num^rateor  dont  le  d^gr^  surpasse  d'une 
t^  celui  du  d^oomioateur. 

On  obtient  directement  la  transformation  präcädente  par  les 
OMiles  A.  de  la  table  L,  Fundamenta  Nova,  pag.  12.  A  cet 
$t  OD  coDsid^re  la  diffi^reotielle 


V(y-i)(y-l)iy-H)(yi'l) 


Sorte  que  Ton  a,  en  la  comparant  a  celle  de  la  table , 

«=p»   ß  —  ^f   r==  — 1,    *=— p» 

quelles  valeurs  satisfont  ä  la  condition  a>/?>y>  j;    c'  devant 
e  suppose  <1.    Aiusi  Ton  trouve: 

JSf       l_v(l— c') 


L  ""  '2c 


o«/ 


s  limites  de  ^sSlnif;  etant  —1   et   +1,  c'est- ä-dire  y  et  ß, 
devra  employer  la  formnie  II.,  qui  donne: 


L—lSx 
L 


f 
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et  -  coDsäquemment   par  Ia  snbstitatioD   de  cette  raleor  dam  (f) 
eile  deviendra: 

1 

done»  A  Von  rouUiplie  (i^)  et  (D  par  —,  Ia  valeur  de  y  eatisfm 

aosai  k 

dg äs ^ 

Si  maintenant  on  doit  avoir 

-j^  =  c«,    ou    ]^  =  Vc, 

OD  aura  poar  determiDer  c',    -? =  Vc,    d'oü  c'=rT^ 

et  par  suite : 

substituant  ee8  valeurs  dans  j(  et  (£)  on  obtiendra  les  mömes  for- 
males  que  präcödemraent. 

Les  valeurs  de  &  et  Siiv^  saVisfont  identiquement  ä  reqaation 

dtjf  (l  +  c)dg> 

V(l-c>*Sin^)  =  V(l-c^^SJn^' 

donc  61  rbn  pose :    Sin ip  =  V—  1 .  Tangr,   Sin  tp  =  V— 1 . Tang^^» 
on  trouve  qae 

Tan«.     0+c)Tangtf 

doit  satisfaire  identiqoement  ä 


ou,  si  6  et  6'  sont  les  compl^tnents  de»  modules  c  et  c',  ä 

egg (k  +  i^da 

V(l  -  6'aSinar)  ""  V(l— ft^Sin^tf) ' 

c'est-ä-dire,  parceque  Tangr  donne  t=:0  pour  a=zO,   a 

F(b',Ty^(l+c)Fib,ay,    .    .    .    .    .    (ß) 

il  s'en  suit,  parceque  Tangr  montre  que  Ton  a  r=n;  pour  tf=s=»^ 
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#K6',3r)=:(l  +  c)F{ft,4«), 

2F(*',l;5)=(l+c)F(6,  4«); (y) 

k  (a)  donne,  if;  et  9  prenant  simultanäment  Ia  valeur  In, 

F(c',47r)  =  (l  +  c)F(c,l«), 

\c,  öcrivant  poor  ie$  fonctions  completes  F(c,  itt)....  simple- 
nt  FXc)....: 

JW-^'-FCft')' 

L'^aatioD  qui  donne  TangT  en  Tangtf  montre  encore  que  Ton  a 
=  4»,  si  tf  a  pris  Ia  valear  doon^e  par  T^quation 

1 

Mtitaant  ces  valeurs  dans  (ß)  on  a: 

F(6')  =  (l  +  c)F(6,  tfj), 
qva,  combine  avec  (y),  donne: 

On  parvient  ainsi,  indöpendamment  du  th^or^me  poar  i'addition, 
Ia  bissection  de  Ia  fonction  complete;  changeant  6  en  c,  et 
»proquement»  on  aura  pour  ramplitude  de  Ia  moiti^  de  Ia  fonction 
npl^te  F(c), 

Tangtfi  =  7;^  =  ^r- , 

par  saite: 


__       1 1  p        _        i^(l-c«) 

''^-V(l  +  6)""V(l  +  V(l-c«))'    ^^«^i"-Vll  +  V(l-c*)r 

Si  dans  l'^qaation  (ß)  on  prend  b  pour  donnee,  et  remarquant 
»  Ton  a 

>  peut  s'^rire: 
Vügv  4«fient: 
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lang^-   l-.v(l-ft«)Tang«a  ' 
si  maintenant  on  prend  pour  6  Ia  valeor  c'y 

l-V(l-6*)  deviendra  1— V(l— c'«)=l— 6'=1— |^=i^. 
'  1  -f-  c    1+c 

1  +  V(l-6«)        .,         1  +  va-c'«)=,-:|^; 

ce  qui  donne,   en  vertu  des  deux  dernidres  äquations, 

F(c,T)  =  j^F(c',ff). (Ä) 

et 

m,„„  , 2  Tango 

ou  T  et  tf  ne  sont  pas  les  mdmes  aniplitudes  que  dans  les  pr(^    . 
c^dentes.    En  prenant  dans  {S)  0=^^^  dans  (o),  le  produit  de  ees 
äqoatioDS  donne: 

F(c,  T)  =  2F(c,  9>). 

de  Sorte  qu'en  mettant  dans  (e)  pour  tf  Ia  valenr  de  tf;,  c)onn<le 
par  Sinif;,  on  doit  obtenir  Ia  formule  pour  Ia  duplication.  En 
effet  Sinif;  donne 

_  CosyV(l— c^SidV)  _   Cosy.z/y 
C^osif;-  TT^SinV  ~"l+cSin>* 

et  (t)  pouvant  s'^crire»  si  l'on  change  tf  en  if;, 

2Sini^C,osi/; 

^*°S.^""  (l-f  c)Cos>— (1— c)Sin>' 

on  trouve»  apres  quelques  räductions^ 

rr,„„^ 2Tangy.z/y    

^^^S""""!  — Tang«9)  +  c«Sin«g)TangV 
(Voyez  Verfaulst  etc.  pag.  42). 

2.    Seit  r^quation  diff^rentielle 

V(l— y*)(l— c'V)  "^  V(l— a:«)(l— c«a?a)* 

0t  proposons  nous  d'y  satisfaire  par  Ia  transformation  paris  or- 
jiuUi  oü  le . d<^nominateur  de  Ia  fraction  rationnelle  s'ell^ve  aa 
i|«M^Ul^ui6  d^gr^y  ce  qui  apr^s  Ia  pr^cödente  est  Ia  plus  simplC' 
•  94  v'  «i>ut  des  inconnues  k  d^terminer,  avec  Ia  cooditioD  .c'<l« 
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-^lora  Oll  poäera  pour  y  Ia  fractioo  irr^ductible 

^-^l  +  Ax^  +  Dx^' 

l 
Mais  81  ron  ^crit  dans  l'öquatioD  difförentielle  —  ä  Ia  place  de  x, 

eile  devieot 

__j^ 4 

donc  61  nne  fonction  y^=^f{x)  satisfait  ä  Ia  premiere,   Ia  fonction 
Sf  =n— J,  oü  f  däsigne  Ia  m^rne  coniposition  de  Ia  fonction, 

satisfera  ä  Ia  seconde;   et,  comme  on  voit,  apres  Ia  r^duetion,  que 
les  deux  ^quations  diff^rentielies  ne  difförent  p'as,   il  faut  aussl 

que  les  deux  fonetions  f{x)  et  fl  —  j  soient  identiquement  dga- 

les,  s'ils  prennent  simultan^ment  Ia  ni^me  valeur  pour  une  valeur 
de  X,  qui  est  ind^pendarite  dö  c,    Substituant  dans  y  ä  Ia  placet 

de  X  Ia  valeur  — ,  od  obtient 

ex 


c« 


V=M — 


le«  deux  fonetions  f{x)  et  f{—j   s'evanouissant   pour   :r=:0  il 
Kaut  qu'elles  soient  identiquement  ägales ,  ce  qui  exige  que  l'oo  ait : 


^2  fA  ^4 


"onc  B=:Ci  D;=c^  et  A  reste  indäter'roinö,  tandis  que  le  facteur 
■^»^echange  pas,  car  -gp  =  l.     On  a  donc 

x(l-\rcx^) 
^^"^"l  +  Ax^i^  c^x^' 

^    il  ne  reste  que  les  inconnues  ÜH  et  ^. ' 

I  Pour  que  Ia  transformation  reussisse  il  faut  premierement  que 

^  l^roduit  (l— y2)(l— c'V)  devienne  divisible  par  (\^x^)(l''d^x% 

^    on  y  porte  pour  y  sa  yaleur  en  x.    Ainsi  un  de  ses  quatres 

*Ilieü  XXXIII.  24 
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facteurs  devra  s'^vaaonir  poiir  ;r;=l;   mais  y  ne  ehaogeaDt  pis, 
on   met    —  a  ia  place  de  x.   Je  memie  facteur  s'evanonira  aoa 

1 

pour  x= —'  Supposona  qae  ce  soit  le  facteur  1 — y^  alors  oi 
aura  ^=^1^    pour  :r  =  ly    ce  qut  donne 

I  4,  >|4.  a »     parconaequent    Ja  =  — |— j- , 

et  ainsi 

Avec  cette  valeur  on  trouve: 

.lTy-(lTx)(l+c^) ^i+cHl+A^^+e*^) — 

et 

""  (l  +  c)(l+Aa:*  +  c^a:*) 

Secondement  11  faut  que  le  produit  des  fonetions  dans  le  prodiA 
(1— ^«)(l — c'^*)  «oit  un  carr^;  ce  qui  exigera  que  le  numÄ»' 
teur  de  chacune  des  fractions  eo  particuller  soit  un  carre,  car  M 
verra  facilement  que,  y  ötant  une  fraction  irreductible,  les  noa^ 
rateurs  des  fractions  qui  sont  dans  le  produit  (1 — ^^)(1— ^V) 
n'auront  pas  de  diviseur  commuD  oü  entre  üc. 

Pour  que    le    nutii^rateur  de  Ia  fraction  dans  l^y  soit  ni" 
oarr^y    on  a  Ia  aeule  condition 

(/l-2c)a  =  4c(l  +  c)2,   d'oü   ^— 2c  =  ±2(l+c)Vc; 

on  voit  que  si  le  num^rateur  de  iT^c'y  est  un  carre,  ce  carräser: 
de  Ia  forme  (a^^ ßx  •{- acal^)^,  ce  qui  donne 

a'^=:0  +  c),    2a/5  =  c'(l  +  c«  +  ^),     ß^  +  2a^c=A(li-c)\ 
portant  Ia  valeur  de  a^  dans  ß^,  on  obtient 

/S*  =  (4-.2c)(l  +  c), 
ce  qui  fait  voir  que  Ton  doit  avoir 

^— 2c=  +  2(l+c)Vc  et   ^  =  2c  +  2(l+c)vc, 

et  par  consäquent 

/3«  =  2(l  +  c)«v^ci 
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ensaite  2«j3  devient  ' 

2«/J  =  c'(H-c)(H-Vc)«, 

et  ebfin  l'on  obtient,  par  relimination  de  a  et  |9: 

8(1  +  c)«  VC  =  c'«(l  +  c)  (1  +  Vc)*. 
d'oik 

.,_8(l+£)vc      ,    .,_2v2(l  +  c)vc 
*    ~   (1+Vc)*     •*   *-     (1  +  vc)»     ' 

Od  voit  ais^meot  qae  cette  valeur  de  e'  est  moindre  qne  l'unitö, 
car    on  a 

1       >«^-  (1  +  S^py^  -  8(1  +  c)  VC  __  (1  -  Vc)* 
"    ~  (1  +  Vc)*  -(I+Vc)* 

/ 

donc  c'«<l  et  c'<l. 

8i  on  «vait  sappoaä  que  le  facteur  1 — &^  s'evänoiiissait  pour 
^  =  ] ,   on  aurait  trouv^  de  la  m^ine  raani^re : 

doDc  c'  serait  plas  grand  qoe  Tunit^;  et  la  diffärentielle  trans- 
forniö^  ne  serait  pas  imni^diatement  redactiUe  aux  fonctions  eUip- 
ttqnes.  Enfin  on  verra  aisement  qu*ii  est  indifferent  de  snpposer 
y  =  J:  1'  pour  :r  =  1 9  car  si  Tun  a  Heu  pour  certaina  vaieur  de  |»» 
l*autre  aura  lieu  pour  une  valeur  ^gale  mais  de  signe  contraire. 
iUnsi  on  aura 

a=F/5a:  +  «car*  =  (1  T^V2(1 +c)  yc  +  ca;«)  V(l  +  c) 
et 

**  qni  donne: 

V(l-»«)(l-cV) 

■^  (l->ca;»){l-t-2a;«(e-(l-fc)Vc)-f-c«a^|     ...        ....       .  ,, 

== (I  +  ^«  +  <^^)» "  V(l  -^«)  (1  -  c*x«). 

Maintenant  it  faut  encore  que^  le  facteur  devant  le  radical 
^Cl — :r*)  (1 —•  c*a:*)  disparaisse  par  la  Substitution  de  dy  dans  la 
^^'^rentielle  ä  transformer.    La  valeur  y  donne: 
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dx^       1  +  c  (1  +  ila:«  +  c«ar*)a 

8i  Ton  flubatitue  ici  Ia  valeur  de  A,  on  trouvera  finalement:  * 
dy  {l-j-Vc^^dx  1 


et 


3.    Evidemment  on  obfiendra  la  derniere  equation  en 
quant  deux  fola  de  auite  la  transformation  la  plus  simple;  et,  en 
rep^tant  iDd^flnlmeDt  la  m^me  Operation,    on  formera  tontes  les 
tranaformationa   parls   ordinis,    qui  mdnent  ä  la  division  des 
fonctiona  F  par  une  puissance  de  2. 

En  gen^ral  ei  Ton  pose,    eo  d^igoaot  par  c^y  C|,  es»..**<^i 
la  aulte  dea  moduies  eroiaaants» 

oa  aura: 

F{cn.^^{Hc^^i)F{€^,i^x)    et   SiB^^^Ö^^^^; 

aiaal  en  poaant: 

Sia^  domefa: 

d*oü>  en  reauurquant  qiie  Pm  et  ^  o^ont  point  de  EMtenr  coavH'* 

P«  =  (l+Cii^i)«^<jW-i, (I) 

preuant  Pq  =  Sau  %,  Q^  =s  1>  ce<$  ibrmiiles  dooneroBt  sncceasiT^ 
ment  Sin^i»  Siai^ —  Sin^  eo  fonctioa  de  Sintf;^. 

Si  dans  requation  entre  ^m  et  i(f»^  oo  &it  ameceaaifCMW^ 
7i=:l»  ii>  3,  ....ti>  lepiH>dttUdece9^iiatioiisparticiiIiere»do«aef^ 

L  equation  (ß)  et  celle  qui  donne  Tangr  eo  Tang«  dooneot 
ralemeot»  si  Ton  desigoe  par  bm  le  complement  d'on  modide 
conque  tm  de  la  auite  de«  wodulei^» 


Cl  = 
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F{bm  ,  T«)  =  (1  +  C»-i)  F{bm^\  ,  tm-l)  , 

Ton«*    ,   (H-gm-i)TangTm-i, 

iansTfi»  =  i ?i^ i[ >    ....    IC) 

A  on  prend  maintenant  dans  ces  ^quations  pour  Öq  la  valeur  de  Cny 
«i,=V(l-V)  deviendra  V(l  -  c«) = V(l  -  ^|  ^„l\)«)= jfgg  ? 

et  gön^ralement 

C„_,  =  V(l  -  Cn-m+l«)  =  J=^ . 

ftm-l  =  V(l  —  Cm-1*)  =  Cfi-.m4.i ; 
bm      =  Cii-m ; 

mbstitnaDt  donc  ces  valeurs  dans  les  deuz  derDi^res  ^quatiops, 
on  aura  les  suivaDtes,  oü  les  amplitudeis  Xm  et  Tm-i  ne  soDt  pas 
les  m^mes  que  pr^c^demment: 

2 

F(Cn-m  9  T^m)  =  v  ,  ^ F(Cn-iirf  l ,  TTm -l)  »       •      •     (») 


r|i 2Tangrm-i 

langr«-  (1  +  c„-m)-  (1-  c„-,„) Tanger, 


-;  .  .  .  (A) 

V.*  X  c:n~m; —  V* "~  «''n— m;  *  »115  "»m—l 

donc  81  Ton  pose 

m  An         m  Am— 1 

iangrm=c— j     iangTiii-.i=-ö > 

**n  troQvera 

Äm=2ft„-iÄm-l, (2) 

Am  =  (1  +  Cn^m)  Äm-l* —  (1  —  Cn--m)  Äm-l* ; 

®^  Bi  Ton  prend  Ä© = 2  Tang  Tq  ,  So = (1  +  ^n-i)  —  (1  -  Cn-i)  Tang«ro> 
^^  d^terminera  successivenient  TangT^,  Tang r^  ....  Tang th  en 
'^ction  de  TangTQ. 

Faisant  dans  l'equation  (x)  saccessivement  m=l9  2, ....  n,  le 
Pi^odait  des  equations  particuli^res  donnera: 

2  2  2 

^^Oc,  en  prenant  ro=:if;n,  le  produit  de  (6)  et  (f*)  donnera 
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F(€ö,Tb)=2-A'(«^,^«), 

qui  contient  la  nmttipliemtion  par  mie  poisaance  qaelcooqae  de  2» 
Etant  donnee  l'ainplHade  i^^j  U  faodra  calcaler  ^  oo  Tq  par  lea 
formales  (1),  paia  r«,  qoi  ^sX  lainplitode  de  2*  foia  la  foD€tioD 
donnee  par  les  formales  (2). 

De  r<^|aation  (1)  0  sait  encore  que  Ton  a  ms 2«,  pour 
Xm-x  =  l^  9    done«    en  verta    de   la   relatioo    entre   ^Am,  t«)  et 

2F(6«)  =  (1  +  Ci,-!)  F(&»-i) ; 

faisant  snccessivement  m=I,  2,  3....n,  le  prodait  des  räsoltats 
parttculiers donne :  2«F(6»)=(I  +Co) (1+c,) (1  \c^... •(l+<?»-j)^U 
d'oü,  en  supposant  n=QO,  et  par  cons^qaent  ea=:],  ^==Ql 
F(6ii)=F(0)  =  i7i^>  on  trouve  poar  le  produit  d'an  Dombre  iofioi 
^     r^  2  2  2  F(Ä) 

de  facteurs   rjTo-T+Fi  T+T,- -^l^r- 

4.  On  obtiendra  les  transformations  d'ordre  pair,  qa  m^oent 
ä  la  multiplication  de  la  fonction  F(e»  9)  par  an  nombre  pair  de 
la  forme  2**./?,  oü  p  est  impair,  en  eombinant  la  transfermstioa 
pair  de  l'ordre  2"  avec  celle  de  lordre  p,  qai  est  donnee  pir  b 
formale  g^n^rale  de  Jacob i. 

Poar  d^ontrer  la  formale  de  Jacob i  dans  le  cas  particolier 
de    /9  =  3,    qui   est    la    plas    sknple,     on    pose    g^neralemeot 

yszM    \j.    a^'    ^"  ®**  conduit  ä  cette  sapposition  parceqw 
r^quation  diff<^rentielle  ne  cbange  pas  quand  on  y  met  simultane- 

roent  -7-  ä  la  place  de  «/  et  —  ä  la   place  de  x\   faisant  cette 

cy  ^  ex  ^ 

Substitution  dans  la  valeur  suppos^e  poar  y^  on  retrouve 
«1=  -tt^-t     \  ,    a,  9  9  et  comme  ces  deuxvaleurs  de  y  sävanouis- 

sent  avec  x,  il  faat  qu'elles  soient  identiqaement  Egales,  ce  qu^ 
aura  liea  si  Ton  prend 

En  raisonnant  comme  pr^cedemment,  on  trouvera  qu'iei  en- 
core Ton  peat  sapposer  que  le  facteur  1  —y  du  prodait  (l-'y*)(l-"^'V*' 
soit  divisible  par  l^x,  alors  on  a  ^=1 ,  pour  x=:l,  ce  qui  dMO^' 

Ainsi  Ton  a 
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^~  1  +  ^     A  +  c'ji*   ' 

be  valear  et  celle  de  &  donuent: 

._         .,_   ,  (1  +A)AT(c*- A*)x+  A(A+c^d:' 
lTy  =  (l  +  .T) (TfÄfiÄT^^) ' 

lTc'»  =  (H-c^) (A  +  c*)(A  +  d'x^) • 

I  voit  qn'ici  iL  n'y  a  qa'ooe  «eole  condition  poiir  que  \es  nur 
irstears  des  fractions  qui  moltiplieot  l^a:  et  l^ca:  soieiit  de« 
cm^savoir:  (c^-A^)^=z4A^ßi'A)(A  +  ifl),  ce  qui  se  r^duit  k: 

32f*  +  4(l  +  ca)i4»  +  6cM«-c*  =  0.    .    .    ,    (A) 

I 

SiermiDant  A  par  cette  ^qaation  on  anra: 

,_        ,,^  ,A\V(l  +  A)T xV(A  +  c*)]* 
l+»  =  (l=Far) (i^4)(A  +  e^x*)         ' 

pftr  consequent: 

/P\{HA)-(A+c^)x*]{(A+c^)-0+A)c^x^\  ' 

ß^j^A  +  c')(A+c^a;^)  V^i-x'ji.i—c  x  ). 

X  Talear  de  y  donne:    ^=-npT (J+^^^ijä ' 

HC  on  aura : 

dy 

'     A^     \UA){A^c^)^{c\l-\'Äf-{'{A^c^)^xHc\l^-A){A^c'^)x^ 

dx 

le  second  facteur  devant  la  differentielle  au  second  membre 
röduira  ä  une  constante,  car  en  posant 


a 


1^  devleDt  la  meme  ^quation  que  celle  qui  ddtermine  A.    La 

A 

•nr  du  facteur  sera  donc  C  ou  (i  4.^)/^  i^ax»   ®*  1*  derniere 

Nation  differentielle  devient 
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dy ^  +  c»     'dx 

V(l-.^*)(l-cV)~'^a  +  ^)V(I-^*)(l-c»:r*)* 

Sl  doBc  on  prend  ^±  ^^^ .  la  valear  3,  =  +  ^  4rÄ^> 


oü  A  est  d^termine  par  (A),  satisfera  ä 

'  dy -f-fM^o: 


et  L'on  aora  ^=±1  suivant  qa'on  prend  dans  f*  le  ^igne  sopiS- 
rieur  on  inferieur.  Pour  faire  voir  quo  r^ellement  ces  formales 
d'accordent  avec  Celles  de  Jacob i,  nous  remarquerons  qu*en  posant 
F{Cyq>^)=^ZF{c,ipi)  on  a,  par  les  forroules  pour  la  mnltiplication: 


3— 4(l  +  c^)Sinay,  +  6c«Sin^yi~c*Sin8yi   . 

Vi 


donc,  Sl  Ol  et  o^  representent  les  amplitudes  du  tiers  et  de  denx 
fois  le  tiers  de  la  fonction  complete  F(c),  c'est-a-dire:  si  Ton  a 
F(c,«i)  =  JF(c),  F(c,«sJ=2F(c,«,)  =  |F(c)  =  >F(c,jr),  on  d(i- 
terniiner'a  «2  en  faisant  dans  la  formale  präc^ente  ^  =  tt,  91=09} 
ce  qui  donne  0=|3-4(l  +  c«)Sin2aa+6c«Sin4aa-c*iSiD8a2lSio%, 
ou  en  laissaut  de  cdtä  la  racine  Sin  1x2  =  09 

3—4(1  + c«)  Sin««a  +  öc^Sin^Oa  -  c*Sin  «0^  =  0; 
comparant  cette  equation  ä  (A)  on  voit  que  Ton  a 

1  ^  *    1  +  ^  Cos««. 

^=-Sfi^   «*  P^'  consequent   ^^-^-^  =  j—,^; 

mais  si  if'  et  9  sont  les  amplitades  de  deux  fonctions  compUmen- 
taires  on  a  (Verbalst  pag.  40.)  Sin*if;=:— -^2 — ,  donc,  en  remar- 

quant  que  «1  et  a^  sont  dans  ce  cas,  on  aara  --73^-2= Sin*ffi» 
et  en  suite: 

x^  x^ 

_         1         Sin%    '^^'"""SÜi^^  __Sin%     ^^^^'^^ 
.V— ±si„2«^-Si„2«j  1  ^  2^""^Sin2ai'l— c*ar«Sin%i' 

""Sin  ««2  +  ^*^ 

oü  dans  ^  et  f(  il  fant  prendre  simultanement  les  signes  superiears 
on  inferieuTs.  (Voyez  le  Traite  de  Legendre,  1«  Supplömeot» 
§.  XL  §.  67.) 


A^ 
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»aa  =  0; 


ons 
Ion 


^ompl 


c,  eo 


l^..^ 


-c^o:^ 


Einiges  über  Kettenbruche. 


Von 


Herrn  Dr.  Jf.  F.  König j 

Professor  am  Kneiphdrschen  Gjmnasio  zo  Königsberg  i.  Pr. 


Die  folgenden  Blätter  enthalten  die  Ableitung  einiger  beks 
^^  Sätze  auf  einem  andern  als  dem  gewohnlichen  Wege^  aa 
^ch  einige  neue  Formeln  ond  Relationen  zwischen 'einer  2 
,  '^i^  den  Näherungswerthen  ihrer  Quadratwurzel^  die  mir  der  I 
Qieilung  nicht  unwerth  scheinen.  Der  tiurze  wegen  liäbe  ich 
^fftte  Periode  des  der  Quadratwurzel  einer  Zahl  entsprechen 
Kettenbruchs  gewohnlich  nicht  ausgeschrieben,  sondern,  nach  < 
Vorgange  Degen's  in  seinem  Canon  Pellianus^  nur  die  Tl 

l^enner  bis  zur  Mitte  der  Periode  und  den  mittelsten  in  eine 

retithese  eingeschlossen,  so  dass  z.  B. 

V28  =  5  +  5.1      1  =5;3,(2), 

^  +  2+5.1 

wn«| 

V«3r=7  +  g^l      I  =7;  3,(1,  I) 

*+l-|.!      1 

*  +  7+V53 

I 

8«%etzt  ist 

Die  Buchstaben  bedeuten,   wenn  nicht  das  Gegentheil  ; 
^Hlcklich  bemerkt  ist,  durchweg  ganze  Zahlen. 
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T»»" 


.  „Pen*" 


KelW" 


ve     *"       .   ?«•■■ 
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3)  Vm«*+iii«s=m*;  (2m»-«). 

Ffir  fit  =  2  kann  k  auch  =1  sein^  sonst  kT'2 

^)  Vn«  +  2  =  n;  (n). 

Hit  m  multiplicirt  ond  n=:=mv  gesetzt  giebt: 
5)  Vm«(maü«+2)  =  m«»;  (v) 

aod  Rür  ü  =  m»~*: 

\ 
\ 

«)  Vm«+2m*  =  m*;  (»»»-•);  (*)  A^2 

T)  V»«^^=i:tt-1;  (1). 

Ist  n — l  =  nfit>,  also  n' — l  =  iiA>(m'i>+2),  danftwird: 

Vn*— 1 

H)  ^^^j —  =  Vr(m%7  +  2)  =  mr ;  (m) 

"*       and  ffir  ü  =  iii*-*: 

«)  Vm«»-«+2m»"«=m*-^;  (m) 

A:  wie  bei  3). 

10)  V55^=l2  =  n-1;  1,  (n-2).; 

Die  Wurzeln  aus  n«±3  Lassen  sich  nicht  mehr  auf  ähnliche 
W^eise  in  allgemeiner  Form  darstellen. 

11)  STf^+^^n;  (2), 
also  auch,  da  n!^  —  nz=:{n — l)*+(n— 1), 

12)  V««— n==n-l;  (2), 

t3)  Vn*»+ii=an«*j  (2«»-*), 

l4)  V*n«JS^  =  11«—  1 ;  1 ,  (2»«-i— 2). 

Ist  hier  iii  =  l,  so  wird  Vn* — n  =  n  — 1;  l,  (0). 

Dieser  Kettenbruch  giebt  ausser  den  Näherungswertben  des 
^^.12)  immer  noch  zwei;  nämlich  der  Quotient  I  vor  der  Null 
i^tbt  einen  su  gtixrtien  ttnd  ddr  0  wiederholt  den  verhergeheaden 
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§.  3. 

Der  Berechnung  der  allgemeinen  Formen  'einiger  Zahlen, 
deren  Wurzeln  durch  allgemeine  Formen  von  Kettenbrfichen  aas- 
gedruckt  werden»  möge  folgende  Betrachtung  vorausgeben. 

Nach  der  Bezeichnung  des  §.  1.  ist: 

y 

wo  m'Z2n  sein  muss.     Heissen  nun   die  Qdotienten  des  Ketteo- 
bruches  ohne  die  Ganzen :.a,  6... .6^  n,  so.  war  §.  I.: 

~  =:;_Lt  .  =0;  a,  0 0,  a. 


•*'*  -^Li 


a 


also  ist 


-^  =  o;  o>  .. ..  o»  a; 


folglich,  wenn  man  m  =  2p  setzt: 

'  r  /\i--  ''■■■'■■■■  •  • ,    c 

,    .     yp-2 


C 


Eben   so  ist  p  =6^-|-r,  q  =  cr-i-s u=:atJ:ä-    Snbstituitt 

man  immer  die  Wertbe  der  folgenden  Buchstaben  in  p,  so  erhSH 

man  ganz  die  Bildung'  der  'Näherungswerthe,  mitbin  ist,   wenn  ^ 
den  drittletzten  Nähernngswerth  bedeutet»  das  letzte 

p  =  C(at±  ^)  +  Et^(aC+  JE)<±^  =  B«+ Y 
und 

'  Da' n±±^bj9-f<9i^so'wiril  baph  demiselben  Bildungsgesetieidi^'^ 
letzte 


K&niff: '  Einiifn  über  KeUenbrMcke.  ^^ff% 

n  =  B{at±:  ^)  +  F«  =  {aB  +  F)t  ± ^  ' 

I 

_         SC 

Die  zweiten  Glieder  sind  (db)   zu  nehmeu,  je  oAchdem  die 
nzafil    der  Theilnenner   vop    a  hH  o,    \  ^    |    ist,  d.h.  je 

.      I .  mittelstes  Glied  hat'  Wird  y  eine 
erade  Zahl^  so  hat  mau  bei  m  und  n,  um  keine  Zahl  zu  über- 

t 

pringen,  5  für  t  und  dann  für  t  jede  ganze  Zahl,  zu  setzen] 
=  0  ist  nur  statthaft,  wenn  die  zweiten  Glieder  positiv  sind  und 
?*>2Ä,  -rt-  >y»  so  lange  n  und  m  positiv  werden. 


5.  4. 

inige  nach   §.3.  berechnete  Werthe  für  11  und  m*  aus 

gegebenen    Theilnennern. 

1.  Gegeben:  (a) 

•'■   ■  < 
3r  ein  ungerades  o  ist  ^  für  f  zu  setzen. 

2.  Gegeben:  {a,  a) 

n  =  (a«+J)<+|,    m.~2ö<  +  L 

darf  also  keine  ungerade  Zähl  sein,  wenn^  wie  hi^r  immer  vor- 
Abgesetzt  wird,  n  ganz  werden  soll.    - 

3.  Gegeben:  a,  (6) 

n  =  (i(a6  +  2K-^^2y^,  m  =  2(ii6 +1)^-6^' 


4  '.    * 


Br  a  und  b  ungerade»  sonst  ist  5   f3r  /  zu  setzen,     a  gerade,  6 

V 

ngerade  ist  ilazullssig. 
4.    Gegeben:  «,'(*;  ft) 


974 
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6*4-1 

n = ((o*  + 1)»  +  a«)< + ((o*  + 1)6  +  «)  ^- , 

1 

m  =  2((a*+l)6  +  a)<+(A»  + 1)'. 
Es  darf  nicht  zogleieh  a  uogerade»  b  gerade  sein. 

5.  Gegeben  a,  b,  (c). 

9m(mb  +  imab+l)e  +  2a], 
B^(ah+lXbe+l)  +  ab,  C-b(b€+9), 

a,  b,  c  dürfen  nicht  zagleich  ungerade  sein,  und  för  ein  gerade 
c  ist  ^  fBr  <  zu  setzen. 

6.  Gegeben:  a,  6,  (c,  c) 

y  =  |(a6-H)c+a)«+(a6-H)«,  C=6»-K6c-H)», 
ß  =  e(ab  +  IKbe^  1)  -f  «(6c -|- 1)  -f-  6(a6  -|- 1). 


Die  y^liin4iii«eii: 

a 

b 

c 

gerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

nngeraile 

ungerade 

ungerade 

gerade 

gerade 

sind  unstatthaft. 

7.    Gegeben:  a,  b,  e,  (d) 

y  =  |(a6+l)(«i+2)+iirf}|(a6  +  l)c  +  iiK 
^=(o6+D(6c+l)(cd  +  l)  +  aÄ(cd  +  l)  +  «c(a6  +  l)+iul* 
C=(6c+l)|26+d(6c+l)), 

^  ist  f3r  #  zu  setzen,  wenn  1)  d  gerade»  oder  2)  a  und  e  t 
gerade»  o^  3)  (  gerade,  a  und  c  ungerade* 
ft  wird  Iceine  ganze  Zahl  für 


gerade 
ungerade 


ungerade 
gerade 


e 

gerade 

ungemdcti 


uQgende 
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&    G^eben:  a,  b,  e,  (d,  d) 

=  {(a6+l)(cd+l)+orf|*+|(a*  +  l)c  +  at«, 

=:{o6+l)(cd  +  l)+orft{(6c  +  l)d+6|  +  (6c+I)|(o6+l)c  +  o|, 

=  (*e+l)«  +  {6+rf(«c+l)l« 

statthaft  sind  die  Verbindungen: 


a* 

b 

c 

gerade 

gerade 

OBgerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

ungerade 

gerade 

gerade 

oDgerade 

ungerade 

gerade 

uogeraUe 

ungerade 

ungerade 

gerade 

gerade  • 

gerade 

ungerade 

ungerade 


8t  f3r  I  zu  seilen,  wenn: 


a 
gerade 
gerade 


6 

gerade 

ungerade 


gerade 
ungerade 


d 

ungerade 
gerade 


§.  5. 


C      B 


Die  Brüche   o »    '—  des  §.  3.  Lassen  sich  aneh  bloss  mit  Be- 

xung  der  ersten  Hälfte  der  Periode  finden.    Heisst  nämlich  d^r 
>te  Bruch  0;  o,  j3,....(9c,  n)   und  der  letzte  Näherungswerth 


m' 


m 


«raten  l^älfte  (his  zum  ersten  -  Ind.)  ^,  der  verletzte   »r 

1  1  «1* 

I  in  der  zweiten  Hälfte  der  Werth  von  -  bis  -x  kktl.  *->»  und 

%         p  ftt 

von  —  bis  -^  hicl.  -]»>»  m  ist: 


?~2r 


jfir-l-N 


m'lf-i-tnif 
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m' 


.:;.'.■'       .  m     .      ...  ,  ,       .  .■   . 

}         .  .  .  ^  ■  ,  ^  .  ,  ....  ^  .4 

1  •  $  • 

Für  n;  a,  ß, ....  ('2x)   wird  §.  11.  der  Näberju ngd wert h  bis  com 

zweiten   —   gefunden:   — yv^TTvXov"'  wenn   die  drei    letzten  ms 

Ji.     M      M'      P 

2x'     N'     N"    Q 

ten,  wenn  man  n, abzieht  und  m'  für  M' — niV^',  setzt,  also: 


j»     'i%ji  f    :Fi  heissen.     Onser  echte  Bruch  wird  also  erhal- 


■*•        B  _m'(N+Q)±l 

14:)  je  nachdeih  die  Anzahl  der  Qu'otienten ,    öhtid  die  Ganzen, 

I  u.  'ft'^'.'    .'    (nnfferade  f    .   ' 

also  von  a  bis  2x  incl.    {  1      }    ist. 

(    gerade    ) 


. » 


,  *.         • 


s'    •■     '  .i'^-"-  ■    s 


;  V 


Setzt  man  0;  «,  /3,....  x=^,  seinen   Vorgänger   »,»  seist 
X  bis  Ti  incl.  =  -0  and 

womit  in  beiden  Fällen  y,  B,  C  bestimmt  sind. 

■      ■§.  6.  "       ■'  . 

♦ 

Hat  eui' Kettenbruch,  der  die  Quadratwurzel .' eiper  gaozep 
Zahl  A  ausdrückt,  in  der  Mitte  der  Periode  nur  einen  Theilnen'' 
Der'2x,  so  kaho  mä^  sich  die  ersten 'Quoti^nteq,; bis  zum  erster^ 
X  Incl.  nicht  in  der  Periode  enthalten  verstell^  und. diese  mi^ 
dem  zweiten  x  beginnen  lassen.  Offenbar -ist  yon'ihier  ab  de^ 
Kettenbruch  dann'^auch  periodisch -symmetrisch,  also  nach  §.  1^ 
einer  Quadratwurzel  gleich.  Heisst  diese ,V^»  so  muss  1)  B^l^ 
allgemein  aber  <  A  sein ,  da  x,  die-  grosste  gerade  Zahl  in  VB^ 
^fi  ist,  und  2)  B  allgemein  keine  ganze  Zahl,  da  das  mittelstem 
iilled  der  zugehörigen  Periode  :=  2k,  welches  >2x  ist,  was  fiSr' 
it  gWich  einer  ganzen  Zahl  nicht  der  Fall  sein  konnte.    Es  isC: 


* .      ^ 


Jtäniiw:    efniffesiiä€r^J{eUendnUke,  3T7- 


«  >.  •  • 


t*      •     ;        r     '-    .' 


suchen  wieder  A  durch  die  Theilnenner«  ferner  ß,  weicnes 
ad  eine  Weise  von  A  abhängig  sein  muss. 

1  W 

zt  xnsin  den  'Näherun^sw^rth  bis   zum  ersten  —  incl.  .-^yy» 

M  '  1  iW"  ' 

hergehenden  -jrrden  b^-^incLj^,,  dabn  ist: 


,  I 


I  < 


[in   man  i?  =ss  ^^  setsDt,  mit  dem    Neinner*  muUiplicirt :  imd 

*^  i  *\  ■   1.  ,  ■      -  ..' 

analen  und  ebenso  die.  irratibnaren  Theile  einander  gleidh 


1)    AlS'-M'x, 


\- . 


'   \ 


••  / 


tx.achtet  man.nl.so  den  halben  mittelsten  Theil-, 
r  ^Is  let^Bten  der  ersten  Hälfte,  der  erjsten  Periode, 
st  das   Produkt  der,  beiden  letzten  Näherunesr 

»gleichderZahlil. 

•'' « " . 

zt  man  aber,  in  die  erstje  G|eicfiung  xVB  ffir  VA .  so  er- 

in  auf  dieselbe  ,We|s^;.      .         .  .         ,  ,     .      ,.  .^, 

•    '••         •.'»    ■       ••  '•   ..I  I    .1,'' 


..ff. 


w  ■ 


J. 


TV" 


,\ 


säefbe  ^r  glebt  di«  Elimination  vöd  m  ataGT  1)  und  2),  näm* 
^±(/lf'*— ^2V?«),  ^«yo^or  eino  ganipe  Zahl;  und  durch . Sub- 

1  der  Werthe  von  A  in  diese  Gleichung:  x^-m^    -    , .  .. 


\s»  tic    ,  uuc  Jaiii     veraen    niiu«.     fol^   sc^  au 

«.-,.,.        i   laimtcti  . '/'    !ua  y    lod  ebenso  Jf  und  y 

Mii>%«i  4  riiiiAiutMM  cmiu«   ?•)  muaMien  -^   und    -^   gaiue  ZaUen 


N  •      •  • 


•  •W  .  V- 


14*  «'ruau»b  «*er  <i<9iaeo  ;£aiixen  ZaMen  'm^v'  '^^^^S*'''* 

.  M%«a,  ...  >.    a   :j^£  Keilt«  Primzaüii«  ss  i«i  ^t—^  daM  der 

^^wi    .  ui%i,ui'«u    ^.^  —  i ,  aaii  ier  2Pi*»ct>  eöi**  PnnuaU 

i  .1.«.    ^^  _.i.  u.  .i.  ....  «  unii oeflüludii -«p  =  <:  a. i,^*!* 

.  ..>      WM«.   .7'  :^^^>"  seiu  90il,   -^  ^.*i  sein.  'L  k.  d<r  mittelste 

.v.»  .«.»  ^.«iviwa  aciu  .euitiUy    liau  xash  ^eicii  ieai  crKe»,  ote 

-f..M«.:    -Cj^iuiib  «ür  .4  gieicd  einer  Primzaid.  dcres  Qnadnt- 

^tici«  ciueu  geraden  ijaotienten  hac.  Bit  dem  Qio- 


t'i 


I.       ^:iiiu   .»i 


'        -'      •"'.       UM       .«'  =  .V.        =5^   =«"  +  1  =  1 

>  4  *.▼ 


..  .• j«ti  .lui  uie«tfMi  Wege  Jen  bcfcumteif  Satz  abp" 

;v   .Ju.«uiai%»urAoi  aui»  eiuer  PrhnzaiiL  Biit  AasMbac 
..    ^*\>4.4i   i^  t  ^»    Jio   jcietcfa  mit  di  lie^inaeB,  kdatf 
..i«;iü  ^^tfft'üJeu  Theilneoner  in  der  Mitte  gebci 


.\ 


■  .>  •  .     •! 


V 


*\ 


i\  •   »v 


« 


\ 


l'rtUi^ahl  {»ein  kann,  fol^  aac&  ickoa  toB 
v^  ^0  «Aui  i'oigende  Weise: 

..i.äi     ■  l    !M.   Tiiit  JT  keinea  Faktor  ge- 
I    1.    H'^'    .i^V«  uidic  aafwken  kann,  so 
1    •    H  viiihaUvu  siila,  (^ii^iKh  besteht  il  so* 
sv.^         V    '^^"*'   ii«^«>wi    -t  «sin   kaos.    Offenbart 


:v  V. 


J 


;i    V       **    ••'*•    ^^'*   d.i.  xNI.  WS«  Äsji 
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|rsi  =  ar,  iB=T-.    Ist  alao 


5.8. 

bl  Assi  ab  and  svwar  a>6»  ond  setzt  maD  B  =  ^9  wo  |i>9 
eb  muss,  und  g  nicht  =  1  sein  kann,  so  erhält  man 

.       A      a.b,q 
B         p 

h  0?  eine  ganze  Zahl,  und  JB  >  1  sein  mtms  (§.  0.),  so  ist  p  =  a, 

a 

lann  Ist 

VÄ  =  Y  g"  "  *>  f*....«,  (2n). 

ttfr  fSr  a.6s=xii^-f  1  vrird 

f  •     -  ■  '  ." 

Va.6=y  J  =  n;  (&i), 

ibo  6  =  I  und  B=:A. 

Besteht  ^  aus  mehr  als  zwei  Faktoren,  so  erhält  man  ;p  =  6 
Ms  fr  SS  2^,  oder  aus  der  Glelchnng  iV  —  if2V*==fr.    Ceber- 

hnpt  fösen  llt  imd  N"  die  Gleichung  Jlf'S— afriV^sdbS  ^  K^ 

IdH  Zahlen,  wenn  a  und  fr  so  beschaSen  sind,  das»  der.zu  V^äüfr 
I^SHge  Kettenbruch  in   der  Mitte   der    Periode  einen  geraden 

I|i(flneniier  2x^  hat,  und  dass  %/  ^  zwischen  x  und  x-fl  liegt 
(yt)  |e  nachdem'  der   mittelste  Quotient,   ohne  d?e  Ganzen,  an 

j  g««ler    I   stelle  steht 
I  ungerader  ^ 


}.  9- 

Die  §.  &  gewonnenen  Formeln  (är  A9  Bj^  x  behalten  auch 
Are  Giltigkeit,  wenn  die  Periode  in  der  Mitte  einen  ungeraden 

^keUnenner  x  hat,  nur  ist  dann  ^  fflr  x  zu   setzen.     In   diesem 
^•Be  kann  B  auch  eint  gaose  Zahl  y^mien,  aber  das  n  f&r  yB 

t  X 

Mit  iDniner  ein  Bruch,  nämlich  q  •  t 
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Es  ist  zu  beachte»,   dass,   wenn  man  mit  lyiy  =     jai  ,  qw 

rechnet,   das  nach  der  Formel  ^  =  «|/  j^,     erhaltene    Resultat 
diirdh  4  zu  dividfren  Ist. 


Ist   %N'  -f  ^N  =  M'    (was    nothwendig   der   Fall    sein   mass, 
'  wenn  Ä  eine  Primzahl),  ao  ist:      ' 

^      »IU'+2M        ^  ^  üf'— 2iV 

4=s 2^? ,  uaddaK3=: — -jm — , 

oder 

ITI»  wenn  -jkfj,  ohne  die  Ganzen,   an    J  .     |  Stelle  steht. 

Für  solche  Zahlen  A  wird  also  diese  Gleichung  durch  M'  uncl  H' 
in  ganzen  Zahlen  gelöst. 

§.10. 

,..,/' Der  Ausdruck  Ä  ^^.jsr  *  jsü  (§•  ^O  lässt  sich  auch  ableiten obe 
Einführung  der  VB.  Bei  derselben  Be^ichnung  des  §.9/vA 
nämlich 'In  der  zweiten  Hälfte  der  Periode  deif  Bruch  Ton  -  bi» 

~=2^,,  und  der  ihm  vorangehende  von  -  bis  g;  =  JjTZ^* 
d.  i.   gleich   dem  Quptiepten    zwischen   den  .IJäl^lern   der   echten 

Bruche  in  der   ersten  Hälfte  von  —  bis  :-  und;  seinem  Vorgänger* 

•  p 

Dann  ist  der  Werth  vom  zweiten  —  an,  d.  i. 

und  wenn  man  fi3r  L  den  Werth  nibsätnirt  und  mit  dem  Nens»^' 
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nltipllcirt,  so  werden  die  irrationalen'  Theile .  identiseb,  die  ra- 
räalen  geben: 

X 

l         '  P 

leisat  :der  Mäherungswerth  bis    —  incl.    q,  dann  *M'-\-M—P, 

■.N'  +  N=Q,  also 

^-iV'(A+Q)- 


§.  11. 

Die  Gleichung  x'^r-^.4y^=^  1  wird  bekafintlich  durcb  den  Nä- 

lerungswerth   r-  bis  zum.  zweiten  -  incl.  g.elust.  Es  ist  al^p  durch 
■ff 

lie  Theilnenner  der  ersten   Hälfte  der  ersten  Periode;  wenn  d^ 
Bitteiste  Quotient  wieder  x  heisst; 

ftnn  man  lUN'  ±  1  für  M'N  setst,  und 

■ 

_■  af'(iV+Q)  Tl 

'•»in  tnan  (St  IfM  und  iV'P  «lie   resp.   Werthe  Af2VTl   und 
fQlFl  schroibt. 

•  .  -  •         ■ ,    1 1  ■ ,  .  ■     . 

Für  die  Gleichung  ist  also,  wenn  sie  eine  Auflösung  in  gan- 
^^  Zahlen  gestattet:   ' 


I  <■ 
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das    j     tf,  ~\  Zeichea,  je  nachdem  die  Aozahl  der  Quotienter»^-^ 
gerade    |   ,„ 
ungerade  \ 


ohne  die  Ganzen,   also  von  a  bis 


Da  der  mittelste  Theiluenner  eben  so  gut  zu  der  eine»,  k^J^ 
der  andern  Hälfte  der  Periode  genommen  werden  kann,  so 
steht  zu  ervrarten,  dass  die  Formeln  noch  mehr  an  Symmetrie 
gewinnen  und  einfacher  gestaltet  sein  werden,  nenn  man  ihn  hai- 
biit  und  die  eine  Hälfte  zu  der  einen,  die  andere  zu  der  snriteik 
HSilte  der  Periode  nimmt.    Nun  ist 

also  /*=|jtf'  +  JW"  und    M^P  =  %1&",   ebenso   N-\^Q  =  W* 


3f~    2A"iV"     "■     iN'JS"      ' 

Setzt  man, 

wenn  x  ungerade,  um  bequemer 

l«a  an  rechnen 

*Jtf'+2M      M" 

*iV'  +  2iV-iV"- 

so  wird: 

y          N'N-'            N'N»    ■ 

Die  Zeichen  wie  vorhin. 

§.  1% 

Da  der  Bruch  von  n  bis  -  mit  j^,,  sein  VorgSnger  mit  ^^ 
bezeichnet  ist,  §o  iet  der  von  ~  bis  -■  gleich  ^>  und  der  Ht— 
herungBwerth  bla  ans  Ende  der  ersten  Periode,  d,  b.  bis  — : 

■)  El  mag  hier  ein  Drnnkfehler  erviihnt  werden,  nnf  den  ith  in  '*■ 

0  iet  HU mbrei  von  Legen ilre,  drilte  Ausgabe,  die  mir  «Uel * 

1  im,   geatnuen  bin.     Dort   Hebt  Torae I.  Table  X.  bei  ^=f^ 
=  2513295  lUtt  2143290,  wie  auch  der  Canon  PeUtann*  richtig  ktt- 
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M 


=  lA. 


x' 


hM>  «=y  und  A=z—  (§.  1.) 

y 

Der  Werth  Ton  n  bis  3-  ist  offenbar : 

x"      nx^x'       n(PN'  +  M'N)  +  (M  +  P)IU' 
y^'^ny  +  y'''    n(JS  +  Q)JS' +  PJS' +  JS3I'  ' 

WobI  mit  Unrecbt  findet  man  ge;probnlicb  2it  als  den  Scbioss 

er  ersten   Periode   bezeiebnet,    da    doeb  passender  die  zweite 

ieder  mit  VA,  also  mit  n  beginnt»  so  dass  die  erste  von  n  bis 

»  die  zweite  wieder  von  n  bis  n  gebt  u.  s.  f.    Die  beiden  Aus- 

x'  x"  .   -'  1  1 

rfieke  -7  nnd   -j,    geben   die  erste  Periode  bis    -   und  bis  zr 
y  y  n  2n 

orcb  die  drei  letzten  Näberungswertbe  der  ersten  Hälfte;  dererstere, 

Is  der  einfacbere,  spricbt  aucb  för  diese  Ansiebt.    Der  Unter- 

cbied  in   der    Einfacbbeit  beider  Wertbe   tritt  noch   deutlicber 

ervor,  wenn  man  die  erste  Hälfte  der  Periode  bis  zur  Mitte  des 

litteisten  Tbeilnenners  incl.  reebnet»  d.  b.  wenn  man  P,  Q,  M,  N 

liminirt  und  dafGr  M'  und  N'  einffibrt.    Dann  entstebt: 

x'_    29^111"    _    "IWM" 
^  "  2iV'if''±  1 ""  2if'A"+ 1 ' 

x"      2^^(ilf^  +  yi2y^Tn_2ilf^^(^^  +  itiV^)J:rt 
^^  2.V(jr+itJr'')±l  -  2A^(Ä*+niV')Tl  * 

§.  13. 

m  5- 10.  war  A  =  jy/^iy^  ^  =  jfi  •  ^-     Da  JU'  und    JS' 

Satire  Primzablen  sind»  ferner  M-^PrnniN^Qy+m+p,  wenn 
>U  die  Zäbler  der  ecbten  Brucbe  mit  den  entspreebenden  klei. 

^Ä  Buchstaben  bezeichnet»  folglich   j^mq  =  w+  j^     ^   keine 

^«e  Zahl  sein  kann»  so  muss    'wi  ••  ganz  sein^  N+Q  aber  in 
iÜI-t-P)  oder  in  ÜP  aufgehen.    Ist  nun: 


v, 


i 
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ttflaun  x'nur  =n  oder  =»  —  1  Bein.  WSre  nümlich  «^n  +  ^«, 
(e  nJV'4m'=wiV'  +  3^iV'+2A  sein,  tvae  nur  für  x^=  0 
müglich  ist,  da  schon  N">m'.  Die  Substitution  von  n—x  Tdr  x 
giebt  HiV'  +  ni'=niV'— a;A''  +  2A,  oder  jrA'+)fl'  =  2A,  d.h.  in 
diesem  Falle  ist  das  Miiximum  von  x=  I,  da  iV' > /V.  Ist  foÄj 
hell  'J  eine  PriniKahl,  deren  Quadratwurzel  tu  der  Mitte  nur  eiik^n 

Theilnennerlial,«oal8o  J/'  =  A'+Qseini»i,ss,  fi"i8tx=j^^^^    j, 
,e  nachden,  „  j   ^^"^^_,^    j   ,sl. 
Im  g.  Üist^^fund^i: 

■»..HfjVi  .r.,|.  ,■.;;,■,■  J 

alsn  hier  j 

.4A'a  =  A'*  +  e*— 2iVy  +  2  '        f 


-2Ae±i. 


ri,  soniass  j4+p* 

gerade  sein,  d.h.  für  ein  unperades  A  kann  x  nur  ungera^^' 
Hein.     Ferner  ist  iV^+Qs  +  l  eine  gerade  Zahl,  da  N+  Q,  weg^"  " 

A=^^^^f^,  ungerade,  also  der  eine  der  Nenner  iV  und    ^ 

(jerade,  der  andere  ungerade  sein  muss,  folglich  muss  A+it*  eSf 
Vierfaches  sein,  un.i  da  x*  von  der  Form  it-\-l,  so  lal  A  rc»» 
der  Form  4(  +  3. 

Für  ein  gerades  A  können  AT  und  Q  beide  gerade,  aacb 
beide  ungerade  sein.  Im  ersten  Falle  ist  A'^+Q^il  von  d«*" 
Form  4t±  1 ,  also  mues,  da  N'^  dieselbe  Form  hat,  A-fx*  von  der 
Form  81  j:2  spin,  d.h.  A=,St+i  und  x  gerade.  ._.i 

(m'»*eitei)  Falle<iat\j[Vi^ff.e^±I  vpp   der  Form    {Jtj/' 

daher  ji+Jc'von  der  Form'   jg-iofi  ''■''•  ■^  ""^  *  ""'^  vorhin. 

Ist  also  beider  V^  der  mittelste  Tbeilnennei 


J: 
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I  %  t  A    Inogeradei    .   ^ 

ler  =x  — 1.  80  kann,  wenn  il    1  j       l    ist^   x  nur 

*  /    gerade    )  . 

QDgerade)  .     .  in  \Xt-\'Z\ 

gerade    \    """^  ^  ^^"  ^'^^  ^^'™    |8<±2l    ®^'"- 

II.  ^^+  e  geht  in  M\M\  P)  anf. 

l»t  iV+  ö  =  a.Ä  ynd  M'  =  iiiV'  +fn  =  o.Z/,  wenn  a  den  gruss- 

m  gemeinschaftlichen  Faktor  zwischen  N+Q  und  M'  bedeutet» 

.  .  .  ^  aL — in      ,  '  .    •  , 

)  entsteht,  wenn  man  n=: — j^    substituirt: 

Da  b  Faktor  des  ersten  Summanden  ist  und  in  L  nicht  ent- 
üten  sein  soll,  denn  sonst  ginge  iV-f  Q  in  3/'  auf»  so  kann  b 
n  =2  sein,  und  dann  wird  ilf'«— iI2V'a  =  iFl/. 

Diese  Gleichung  zeigt»  dass  L  nicht  ==  1  sein  kann ;  es  ist 
>er    auch    X>2,    denn    für    L  =  2    wäre  iV+Q  =  ^If',    also 

Öa  nun  N+Q=2a  und  xZV'  =  Q— 2V,  so  entsteht: 

III.  Geht  iV+  Q  in  üf'  auf»  dann  ist: 

6  =  1,    N+Q=:a,    N'^A—%^)^(I9i^—ä^)+4NQ±L 

.    In  allen  Fällen  ist  also  A — x^  positiv,  folglich 


x^«. 


§.  14. 

,  Aus  Äf  =iV+  0  (§.  13.  I.)  d.  i.  nJS'-i^m'  =z  »N' +2N,  folgt 
i  -.  x)2V'  ==  22\r—  m'.     Ist  nun : 

.1).x  =  n,  also  2N=m',  so  mtisste,  wenn  der  dem  x  voran- 
blende  Theilnenner  =1  sein  sollte,  N'  =  N-^-N^^  und  da 
'*>fii',  auch  JS  +  N^^tn',  also  um  so  mehr  2ZV>m'  sein,  was 
^gen  :2ZV==m'  streitet. 

Theil  XXXIII.  <iÄ 


9iS6  K^ni$:    EinigeB  über  KeUenMM§, 

2)  Für  »  s  ft  - 1  folgt  ]S'.=  2/V  —  m'.  Wäre  nan  der  dem  % 
voraogebeode  Tbeilnettner  v,  so  inüsste  iV  =:  t>iV-i- JV^  s  2iV--'m' 
seiuy  firas  nur  fiSr  ü  =  1  möglich  ist 

Wir  haben  also  folgenden  Satz  gewonnen: 

Der  dem  %  vorangehende  (also  auch  der  unmitlelbaT  fol* 
gende)  Tbeilnenner  kann  für  k'=zn  nicht  =1  c^ein,  fOr 
iE=9e-«>]  dagegen  muss  er  =  1  sein. 


§.  15. 

Bezeichnet  man  in  dem  Kettenbruche :  VA  =  n;a,  ß,  ....  /»,  (x,  %) 
die  drei  letzten  Näherungswerthe  der  ersten  Hälfte  der  ersten  Pe- 

riode  mit  -j^»    j^9    -lyz   und  behält  sonst  die  Bezeichfluog  des 
§•  6*  bei»  so  ist  toach  dem  dort  Bemerkten 

1         _  (ni-VA)N-l-m       - 

-,   =  MJ9 


%  +  in  inf.  ""  (n  +  VA)N' ■{■  m 
folglich 

Substituirt  man  für  L  den  Werth  und  multiplicirt  mit  dem  Nev* 
ner,  so  giebt  die  Gleichstellung  der  rationalen  Theile: 

Da  weder  die  Zähler  noch  die  P^enner  von  zwei  auf  einander 
folgenden  Näherungswerthen  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  ha- 
ben, so  können  weder  Mund  M'y  noch  JYundiV  zugleich  gerade 
sein;  auch  können,  da  A  eine  ganze  Zahl  ist,  N  und  iV  nieht 
zugleich  ungerade  sein,  wenn  das  eine  M  gerade,  das  andere  oB' 
gerade  ist.  Es  entsteht  also  nur  noch  die  Frage,  ob  zugleich  beide 
M  und  beide  N  ungerade  sein  können.  In  diesem  Falle  könnte 
X  nur  gerade  sein,  denn  ein  ungerades  musste  Zähler  und  Nenner 
des  folgenden  Näherungswerthes  gerade  machen.  Das  gerade  > 
aber  giebt  Zähler  und  Nenner  des  folgenden  Bruches  ungera'^ 
und  ebenso  müsste,  wenn  ilf,  M' ,  iV,  N'  ungerade  werden  soll- 
ten, der  vorhergehende  Tbeilnenner  gerade,  M^  und  iV^  aber 
ungerade,  u.  s.  f^  alle  vorhergehenden  Quotienten  bis  zum  aiii** 
gjof ade,  Zähler  und  Nenner  der  Näherungswertha  ungerade  «eiö* 
Der  erste  Qu9tient  a  müsste  also  als  solcher  gerade»  ab  Ns>d^ 
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ungerade  sein.  Die  beiden  M  und  die  beiden  N  können  also  aueb 
lit  zugleich  ungerade  sein.  Von  den  Nennern  iV  und  JV^  Ist 
0  stets  der  eine  gerade,  der  andere  ungerade,  folglieh  N^-t-N^ 
ner  ungerade,  und  (ür  ein  gerades  ^  muss  M^-^M*^  gerade 
D,  d.  h.  beide  M  ungerade,  für  ein  ungerades  A  das  eine  M 
:adei  das  andere  ungerade. 

Daraus,  dass  das  eine  N  gerade,  das  andere  ungerade  sein 
188,  folgt  auch  der  schon  §.4.  2)  angeführte  Satz:  Die  bei- 
n  mittelsten  Quotienteü  können,  wenn  die  Periode 
eich  mit  ihnen  beginnt,  nur  gerade  sein. 


§.  16. 

Setzt  man  in  -4  =  j^tjv-n  ^®'  ^  '^^  ^  ^'®  Werthe  tiN-i-m 
d  nN*-\-m'»  so  erhält  man : ' 

Ist  I.  A—n^  gerade,    so  muss  m^-^-m*^  gerade  sein,  und 
das  eine  N  gerade,  das  andere  ungerade  ist,  so  müssen  m  und 
beide   ungerade  sein,    oder  Tn^-f^^^^   von    der    Form    At'\-% 
id  nun: 

1)  A  und  n  gerade,  so  muss,   damit  auch   links  eine  gerade 

A—n^ 
W  herauskommt,  — 5 —  ungerade  sein,   oder  -4— n*  von  der 

jrm  4^+  2,  d.  h.  il  =  4«+ 2,  n  =  2/. 

■ii-  1  ■  ■ 

2)  Sind  A  und  n  ungerade,  dann  muss  — 5 —  gerade  sein, 
»il— »*  von  der  Form  4<,  d;  h.  ^  =x  4#+  1,  ft  =  2/+l. 

Ist  n.  A — n^  ungerade,  dann  muss  m^-^m^^  ungerade  sein, 
10  das  eine  nt  gerade,  das  andere  ungerade,  m^-\-m*^  von  der 
iiisk  4tt-\-\  und  mN  +  m*N'  gerade.    Ist  nun : 

'!])  A  gerade,  n  ungerade,  so  inuss  der  Zähler  ein  Vierfaches 
hty: mithin  A-^rfl  von  der  Form  4e-M  und  iir=4«-f2,  ns=2/4-L 

,,.2)  Wenn  A  ungerade,  n  gerade  ist,  muss  wieder  A — .w*  von 
J  Form  4^+1  sein,  ^  =  4/  +  l,  w  =  2/. 

li' Ole  geTaden   ^^sindal^io  immer  Von  der  Form  4t-f  2,  die 
*»^erÄ#ön' tondefPertt  4/+I. 

»iß* 
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§.  17. 

Heisst  der  Yorletzte  Näherungsuertb  der  ersten  Periode»  also 

1  ig  ■*'■■■,■■•.."■•■ 

bis   -  incl.,    -  9  dann  sind  bekanntlich  x  und  y  die  kleinsten  Wor- 

zeln  der  Gleichung  x'^ — ^y^^=^  —  1  >n  ganzen  Ziahleti,  vrenn  ier 
der  VÄ  entsprechende  Kettenbruch  in  der  Mitte  zwei  gleiche 
Theilnenner  hat    Es  ist  dann  nach  voriger  Bezeichnung:  . 

« 

und  für  M^  und  N^  die  Werthe  M*  ^%M  und  N'-^xN  gesetzt: 


§.  18. 


Da  71 ;   Ä,   p  ....  fi  =  -Ty.     und  n;  a,  p  ....  x  =  t^  ,     so    is» 
0;  X,  fi....«  =  ii^,  folglich  der  Näherungswerth  bis  -J 

also  ar  =  y  und  ^  =  —  (§.  1.  und  §.  12.). 

Der  Näherungswerth   bis  ö"  ist:  1 


Kh  qi<)|(M  noch  von  zwei  Sätzen  Beweise   folgen ,  die»*' 
k\li«vr  uuit  übersichtlicher  scheinen^  als  die  gewohnlicheo. 
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f  t 


^  ■/ 


§.  19. 

Die  Differenz  zwischen  dem  ganzen  Wertbe  x  eines  Ketten- 

M 
u^s,  Qnd  einem  seiner'  Näherongswerthe  -^  ist,    ohne   Rück- 

AX  auf  das   Vorzeichen,   ^7V^* 

*  • 

Heisst  der  auf  -^  folgende  Näherungswerth -^^ »  dann  ist: 

^         -   ; 
W 


71/  1 

olglich  df   d.i.   ly "" ^ ^ 7V7V' '  ""^*  *^*  iV<iV',  um  so  mehr: 


§.  20. 

M 

•    Der  Näherungswerth  -^  kommt  dem  ganzen   Werth  x  eines 

(ettenbruchs  näher  als  irgend  ein  anderer  Bruch  —%  wenn  n^N, 

Nach  §.  19.  ist: 

M     M*  1 

id  wenn  —  =  ar4-ö,  oder  =a:i-^: 

m     ilf'      mN^'—nM*       .  ,.  .   ,. 

lEMibar  ist    aber    mN* —nM'T^l  MnA ,  wegen  «<iV,  nN'K^WN*, 


S9b       Pln§tmanns    Eiiügt  Bemerkungen  über  4ie  nm  «A«»>' 

^\ßo  " ly^ ^TVTV**  folglich,  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorze* 

eben,  ^+rf',  80  wie  8 — d'^d  +  d',  d.  h.  d>rf,   oder 

ffi     ^  iif 


limen  auf  dem  Ellipsoid  gebildeten  Vierecke. 

Vou 

Herrn  Doctor  fV,  Plagemann 

zo    Wismar. 


ßeschreibt  man  auf  einer  Ebene  um  dieselben  beiden  Brenn ^ 
punkte  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel ,  so  schneiden  dieselbe^ 
einander^  wie  bekannt,  unter  rechten  Winkeln,  und  es  hat  dah»^ 
das  krummlinige  Viereck,  welches  von  zwei  solchen  Ellipsen  od^^ 
^ei  solchen  Hyperbeln  begrenzt  wird,  die  Eigenschaft,  dass.di^ 
Winkel  desselben   rechte   sind.     Ausser   dieser    Eigenschaft  16^ 
aber  noch  eine   zweite  zu  erwähnen ,  welche,  wie  sich  leicht  zeP 
gen  lässt,  jenem  Vierecke  zukommt,  nämlich  die,  dass  die 
Diagonalen  desselben  einander  gleich  sind. 


Nimmt  man  nämlich  die  durch  die  beiden  Brennpnnkte 
zogene  Grade  zur   Axe  der  a^y  die  Senkrechte  auf  dieser  Lini^ 
in  der  Mitte  zwischen   den  beiden  Brennpunkten  zur  rAze  der  gf^ 


< 
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id  bezeichnet  man  die  halbe  Entfernung  der  beiden  Breanp^unkte 
i^  e,  die  halben  grossen  Axen  der  beiden  Ellipsen  mit  a^  ufitt 
^9  die  halben  Hauptaxen  der  beiden  Hyperbeln  init  6|.und  6j|» 
»    hat  man  für  die  beiden  Ellipsen  die  Gleichungen: 


l^la\  —  JL.       y^ 1  . 

^^'  #i2T„2_p2—  '' 


^d  für  di^  beiden  Hyperbeln  hat  man  die  Gleichungen: 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  von  dem  Eckpunkte  unseres 
ierecks,  in  welchem  sich  die  beiden  Curven  (1**)  und  (1*)  schnei- 
en^  durch  Xi  ,  tji' \  die  Coordinaten  des  Eckpunktes^  in  welchem 
ich  die  Curven  (1«)  und  (2*)  schneiden,  durch  Xi" ^  y/';  ebehßo 
ie  Coordinaten  des  Durcbschnittspunktes  der  Curven  (2^)  und  (P) 
urch  x^',  y^ ;  und  die  Coordinaten  von  dem  Durchschnittspuhkte 
er  Curven  (2«)  und  (2*)  durch  x^' ,  yi'\  so  erhalten  wir  (ilr  diese 
)oordinaten  vermittelst  der  vier  aufgestellten  Gleichungen: 

*i    —  ^ä    »   y\*  —  — — — p     ^— ' 

^1     —      ß*     '    y^     ~~    ~  e^  ' 

.^_<^  ,_K«-««)(«;a-6,«). 

•^2     —      ^2      »    3fa    -- :  ^  ^ 

'»,      «a'.y     .^  »,      (V-e«)(e«-6««) 

^2       —         ^2        *     2f  2       —  ß2  ' 

/*^un  die  Quadrate  von  den  beiden  Diagonalen  unseres  Vierecks 
^ledruckt  werden  durch : 

*    durch 


» . 


f.tßif€mann:    Einige  BemerHung^  ü^er  dUtum^y^mk 


so  ergiebt  sich  leicht,,  dass  die  beiden  Diagonalen  einander  gleich 
sind. 

Nach    den   obigen    Ausdrücken    füi;   js^' ,   yi' ^  Xi'^^   etc.  ist 
nämlich: 


e« 


und  ebenso 

_  ai«.6aa-ffl3g.6|aH-(a,^--6^)(e^-V)  +  (V - e«)(ea--6,«) 

iibd  da  ausserdem  offenbar 

ist 9   so   folgt   allerdings,    dass    die    beiden    Diagonalen   einaiider 
gleich  sind. 


§.  I. 


( 

ioid  . 

■ 

{ioiu] 

«iiDi 

^ 

mt 

-4,*) 

aebv 

sei 

Ikb 

1 

m 

(J- 


^ 


«Wl 


Dieser  für  die  in  der  Ebene  gebildeten  Vierecke  leicht  nach 
weisbare  Satz  lässt  nun  eine  interessante  Verallgemeineroug  ^ 
indem  sich  derselbe^  ebenso  wie  der  andere  die  Orthogonali^^  U 
der  Seiten  betreffende,  auch  auf  ähnlich  gebildete  Vierecke  att*  U 
dem  EUipsoid  ausdehnen  lässt.  \if 

Beschreibt  man  nämlich  um  zwei  Nabelpunkte  des  EllipsoidBt 
die  einander  nicht  diametral  gegenüberliegen,  solche  Curven^  da^ 
die  Summe  oder  die  Differenz    der   kürzesten    Linien    auf  6e^ 
EUipsoid   zwischen   den    beiden  Nabelpunkten  und  den  einzeln^'* 
ISinkten  der  Curve   fortwährend   constant   bleibt,    so   erhält   m3*^ 
4t^  beiden   Reiben  der   Krümmungsliuien  auf  dem   EUipsoid,  t^^ 
iJtiMa»  also  die  eine  Reibe  der  Krümmungslinien  in  Bezug  auf  d^^ 
tKhiU^ti    Nabelpunkte    den    um    zwei  Brennpunkte   beschrieben^^ 
Kllip«ki^»  und  die  andere  Reihe  der  Krümmungslinien  den  um  di 
,^Uv«*  bt^iden  Brennpunkte  beschriebenen  Hyperbeln  in  der  Ebe 
«H*«l»««cbt.     Dass  dieti:  der  Fall  ist,  wollen  wir  erst  nachweisen.. 


MtBmanNtßüinf^  mr^tem  EMpsoiä  gebiideien  mi^ecke.     Ws 

'  i    •  '.-ll?'»!«'!*'.  1' 

•t -    ,.  ■      ■        ■  '         .       ^ 

§.  2. 


Bezeichnen  wir  die  drei  Axen  eines  EHipsoids  mit  a,  b^  c 
wir  wollen  annehmen,  da«s  a*^b^c  ist),  so  ist  die  Gleichung 
les  Eiiipsoids,  auf  die  drei  Axen  desselben  bezogen : 


(?)  S+fi+S=i. 


o»"^P'*'c» 


^-J> 


Um  aber  die  Gleichung  für  die  kürzeste  Linie  anf  dem  Ellip- 
loid  za  bestimmen,  müssen  wir  ein  anderes  Coordinatensystem 
einfuhren,  indem  wir  die  Punkte  auf  dem  Ellipsoid  als  die  Durch- 
ichnittspunkte  des  EHipsoids  mit  je  zwei  confocaten  Flächen 
weiten  Grades  ansehen.  Es  lassen  sich  nämlich,  wie  sich  leicht 
laefaweisen  lässt,  indem  man  die  Werthe  ron  u  aus  der  Gleichung 


2  />«2  y^ 

=  1 


x^  y     .      2 


«2  —  ^6^ — u     c* — u 

Ülr  einen  beliebigen  Punkt  (x^  y,  z)  unseres  EHipsoids  bestimmt, 
Inrch  jeden  Punkt  desselben  ausser  dem  Ellipsoid  selbst  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  legen,  welche  mit  dem  gegebenen  Ellip- 
soid confocal  sind,  ein  einmantliges  und  ein  zweimantliges  Hyper- 
botoid,  welche  atfsgedröckt  werden  durch  die  Gleichungen: 

worin  die  Grössen  f(  und  v  so  beschaffen  sind,  dass  die  eine 
y^A  ihnen  zwischen  c*  und  6*,  die  andere  zwischen  6*  und  afi 
Ifisgt.  Nehmen  wir  an,  dass  ft  zwischen  c*  und  ft*,  v  zwischen 
A*  und  a^  liege,  so  dass  die  Gleichung  (3«)  das  einmantlige,  die 
:$lt»ichung  (3^)  das  zweimantlige  Hyperboloid  ausdrückt:  so  er- 
sten wir  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  auf  dem 
liliipsoid  durch  die  Verbindung  der  drei  Gleichungen  (3),  (3«) 
JW4.(3A): 


2«  = 


c^fi— c^)(y  — c^) 
(a^— c«)(62-c^) 
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5-  3. 

Aaf  diese  Weise  haben  mr  oao  die  Punkte  des  Blfipseids 
auf  zwei  Coordinatlsn  p,  und  v  bezogen,  welche  die  Argnmeote  der 
beiden  Reihen  von  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  sind,  der 
einmantligen  und  der  zweiiaantUgen  Hyperboloide,  oder  auch, 
da  die  Durchschnitte  dieser  beiden  Reiben  ?on  Flächen  mit- des 
Ellipsoid,  wie  zuerst  Dupin  gezeigt  hat,  die  beiden  Reiben  toi 
Krfimmungslinien  auf  dem  Ellipsoid  bilden,  welche  die  ArgnneDte 
der  beiden  Reihen  ron  KrSmmun^slInlen  sind.  Fähren  wir  noii 
statt  der  Coordlnaten  fi  und  v  zwei  Winkelcoordinaten  9  und  f 
ein,  indem  wir  setzen: 

so  dass 

^rsi*.COS^^-f  ^'^••io^S      V=ö*.COS9*  +  Ä*.8in9* 

wird:  so  erhalten   wir,  indem  wir  diese  Werthe  von  fA  und  v  in 
die  Gleichung  (4)  substituiren : 

0?==     —  singo  V  a^ — 6^.cosip*— c^.sinif;*, 

V  a* — c^ 


c 


z  = 


V  \ra^-^c^ 


cos  i|>V^a*.  cos  9^+6^.  sin  q>^ — c^. 


wo  q>  und  if;  wieder  die  Argumente  der  beiden  Reihen  von  Krom* 
mungslinien  sind,  so  dass  einem  bestimmten  Werthe  von  g>  oder 
vielmehr  von  9^  eine  Krtimmungslinie  der  einen  Reihe  und  einei^ 
bestimmten    Werthe  von  iff^   eine    KrGmmungslinie    der   anderen 
Reih^   entspricht.     Es   werden    nach   diesem    Coordinatensystei^ 
alle  auf  dem  Ellipsoid   liegende   Punkte  umfasst  werden,  wei^^ 

man  q>  von  —  ^  bis  +  -5,  ^  von  —  7t  bis  +  tc  sich  erstrecken  läs^*^ 


§.  4. 

Für  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellipsoid  hat  man  nun  (v^'' 
die  Abhandlung  von  Joacbimsthal  über  die  kürzesten  Lini^' 
und   die  Kriimmungslinicn    auf   den    Flächen  zweiten   Grades     *' 


/MUnmtmßtf^fiiemimftlemSMpsoidffeöfideien  Vt'änstAe.     Mft 

'relles  Journal,  XXVI.  S.  158.)  in  Bezug  auf  die  rechtwinkli- 
;en  Coordinaten  der  x,  y,  z  die  Gleichung: 

a*  "*■  A«  ■*■  c« 

Mt\n  C  die  vrillkfihrliehe  Constante  bezeichnet,  welche  durch 
6e*  Rlcihtung  der  gedachten  Linie  in  einem  beliebigen  Punkte 
bestimmt  wird. 


j 


.  Führen  wir  in  dieser  Gleichung  statt  der  Coordinaten  x,  y,  z 
die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Coordinaten  9  und  tfi 
sin,  so  erhalten  wir  erstlich  vermittelst  der  Formeln  (4^); 

ferner  ergiebt  sich  uus  den  Formeln  (4^)  durch  Differentiation: 

a  j 

dx  ==    ^  t  cos  ip  V  ö* — ^ 6^.  cos  i|f*  —  c^.  sin  t(;* .'#/g> 

V  a* — c^ 

(Ä*  — c*)sin<p.sini/;.  cosi/; 
V^ö« - 6« . cos t/;2  —  c2 . sin'P   *'' 

djf  =  —  6(sin  g? .  sin  1/; .  rf^  —  cos  9 .  cos  t/; .  rfi/;) , 

1 
% 

j  c         i    («*-— A*)cosi/;.sin<jp.cos<jp     _ 

oz  = }  -77  =  aop 

^Ta^  —  c^  i  V  ««.cos 9«  +  ^«.sing?^— c« 

+  sin  1/;  V^ .  cos  g)^  +  6*-^ .  sin  9* — c-^ .  c/i/;  |  ; 

QihI  hieraus  erhält  man : 

da«  4-  d^«  +  dz^  =  l  (a*  —  b'^)  cos  g)« .(.  (fta  _  ^2^  si„  ^a , 

t  g« . cos y«  +  6« . sin yg)dyg      (6«.cosV;«-t-c^.sin^«)dt^g^ 
^  Ja^.cos^^  +  Ä^.sing)«— C'*"*'a«— 6«.cosi/;2-c*.sim/;«l  ' 

dx'^      fiifi       fh^ 

i  dtp*  d^'^  i 

^  I  ^cösg)«+6».8ing)«  — c«  "•"  ö^^^^Tcosil)«— c«.6ini>i?i  ' 

"^  dafis  sich  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem   EUipsoid  aus  d^r 
Gleichung  (5)  die  Gleichung  ergiebt: 
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(6) 

(a*  -  C08  9* + 6* .  »io  9*)(6*.  cos  tji*  +  c* .  «io  ^ 

I dq^ di^  I 

^  Ja«.co89«  +  6».8iD9*— c*  +  a*— 6*.co8^— c*.8iiif*r 

oder  aach  die  Gleichung: 

(6-) 

(l^^.gogy*^-fe*,8in<)P*)(ft*.co81^>•-^<^,«B1>>»— a^6VC)iiy» 

a*.cos<p*+6*.8in9* — «■ 

(6^co8^^-t-c*8in^*)(fl^co8y*i-ft*8iny«— a«ftVC)rf^    ^ 

Durch  Integration  dieser  Gleiebong  erhalten  wir  dann  endlicb, 
indem  wir  mit  a  eine  willkürliche  Constante  bezeichnen,  als  Glei- 
chung der  kürzesten  Linie  auf  dem  EHipsoid : 


/ 


(7) 
V^a*.  cos  ^  +  6*.  sin  tp^.dtp 


Va*.  cos  9*+6*:  sing?* — c*V^o*.  co897*+6*.sin9* — o*ÄVC 


V    V  a«-**. 


:::> 


co8Tf;«-c*  sint/;*  V^ääp|.2C-6* .  cosif;»— Asiwl^ 

in  welcher  Gleichung  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den  b6ide0 
Integralen  offenbar  das  Zeichen  — •  zu  nehmen  ist,  wenn  dfp  00^ 
dl/;  dieselben  Vorzeichen  haben ,  d.  h.  wenn  die  Werthe  von  9 
und  ^  ffir  die  in  Rede  stehende  Curve  zugleich  zu-  und  abneh- 
men, das  Zeichen  -f  dagegen,  wenn  es  sich  mit  den  Werth^^ 
\on  9  und  ^  umgekehrt  yerhält. 


5.  5. 

Was  die  Rectification  der  kürzesten  Linie  auf  dem  Ellipsoi' 
betrifft,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Länge  des  Bogens  diei^^ 
Cur?e  mit  s  bezeichnen,  also  dx^  +  dy^+dz^  =  ds^  setzen,  »^ 
der  Gleichung  (5)  mit  Rucksicht  auf  die  im  vorigen  Paragrapb^' 
t'är  die  in  jener  Gleichung  vorkommenden  Grossen  aufgestellt^*^ 
Formeln : 


litiimkimgiünieti  aiit)Sl»fh  Empsoid  ffediid&ieHytä^klte.      ^ 
X  (a«.  cos  y«  +  6^ .  sin  9«)(6« .  cos  -^^ + c«.  sin  i/;«) 


X 


k 


dqjl 


% 


dip 


cosg)a+62.8in9*— c»  ^  a«— 6«  (jos^*— c^.sioi/; 


* { 


voraus  sich  mit  Hülfe  der  Gleichung  (6)  ergiebt: 

ds^  =  { (a« — 62)cos  9«  +  (6*  —  c«)  sin  i/;»  | 

^   f  a*.cos9)*  +  6a.sin<pa--c«  ■*"a«--.Ä*.cost/;*^-c2.sini//*{  ' 

^>Qrau8  erhalten  wir  dann  leicht»  indem  wir  vermitteilst  der  Glei- 
^^img  (6«)  iZtf;  durch  dq>  ausdriieken:  ^ 


<fa=±|fi2— 62)cosg)«+(62— c2)sin'^*{ 
dq>V^a^ .  cos  gj*  +  6* .  sin  (jp* 


'  :' 


V  a*. COS 9«+ 6«. sin g)2—c2V"a2.  COS gj2^  ^2. sing)«  — a«62c«C* 

0  die  rechte  Seite  mit  dem  Zeichen  -f-  zu  nehmen  ist,  wenn  ds 
dq>  dieselben  Vorzeichen    haben,  mit  dem  Zeichen  •»  dage- 
en^  wenn  die  Vorzeichen  von  ds  und  dtp  entgegengesetzt  sind; 
immt  man  den  Bogen  der  Curve  in  einer  solchen  Richtung,  dass 
it  demselben  die  Werthe  von  q)  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem 
Kilipsoid  grösser  werden,  so  kann  man  auch  das  Zeichen  —  vcr- 
^nacblfissigen,  und  man  erhält,  da 

,   (a^  — Ä«)cosg)2  +  (62-c«)sini(;« 
=  (a^.cosy«  ^  62.810  9^  —(6«.cosi|;«+  c^.sini/;«), 

iincl  in  Räcksicht  auf  die  Gleichung  (6«) 

» 
dcpV^a^ .  cos  g>^  +  b^.  sin  <p^ 


Va*.cos9)«+6*.sin92— c^.V^a^.cos  9^  +  6«. sin  9«-a«>c2C 


^Va«^6«.cosip«— c«.sin^2\^ä«62c2C--6«.cosi/;2-.c«.sintf;a 
^^>    durch  Integration  der  liSr  i25  abgeleiteten  Gleichung: 
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(«) 
dq>(a^ .  cos  9*  +  6* .  sin  g)*)« 


V^a*  cos9H6*.8ing>«— cH^«*.  coft^^^.slii99t.a^6VC 


«  = 


/ 

_ /* <^»(&*.  cos  ip^  +  ^.  sin  ^*)l         

J    V  a*— 6*.co8^*— Asin-^i^V^aWc^C-Ä^.cos^— c*.siii^;*' 

in  welcher  Gleichung  die  Integrale  zwischen  den  gehörigen  Gren- 
zen zu  nahmen  sind^  die  durch  die  beiden  Endpunkte  der  in  Beib 
stehenden  Curve  bestimmt  werden.  Das  doppelte  Vorzeichen 
vor  dem  zweiten  Integral  entspricht  ganz  dem  zwiefachein  Zdchen 
in  der  Gleichung  (7)»  dessen  Bedeutung  wir  schon  im  yörigeD 
Paragraphen  angegeben  haben.  Da  nach  unserer  Annahme  die 
ÜVerthe  ?on  ^  för  unsere  Curve  mit  dem  Bogen  derselben  inuDe^ 
wachsen,  so  wird  (ur  das  erste  Integral  der  Gleichung  (8)  die  ni« 
tere  Grenze  einen  Icleineren  Werth  hallen  als  die  obere;  nehmen 
wir  damit  übereinstimmend  auch  beim  zweiten  Integral  den  kleine- 
rein  Werth  von  if;  immer  zur  unteren  Grenze ,  so  können  wir  in 
der  Gleichung  (8)  das  untere  Vorzeichen  ganz  vernachlässigen. 


§•  ö. 

Was  die  Constante  C  betrifft,  so  haben  wir  schon  beroerkt 
dass  dieselbe  durch  die  Richtung  der  kürzesten  Linie  in  eioeffl 
beliebigen  Punkte  bestimmt  wird;  es  lässt  sich  aber  die  Beden* 
tung  derselben  noch  genauer  angeben.  Denken  wir  uns  nämlieli 
durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  eine  Grade  gelegt,  welche^ 
wenn  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  Aien 
des  Ellipsoids  mit  l^  i?»  {^  bezeichnen,  durch  die  Gleichung 

g:iy:J;=/:iw:n 

dargestellt  werde,    so  sind  off^enbar  die  Coordinaten  der  Punkte, 
in  welchen  das  Ellipsoid  von  der  Graden  geschnitten  wird:        ' 

X.i      4.^       4.? 
±<F*     ±if'     ±tf* 


wenn 


gesetzt  wird,  und  es  wird  daher  die  Länge  des  halben  von  dtf 
Graden  gebildeten  Dutthmessers  anf^gedrückt  durch:  < 


a 
L>eninaich*  stellt  der«  Ausdruck 

■ 

V««  ^  b^  ^  c^J 

d|e.  fj^nge  des  halben  Durchmessers  vom  Ellipsoid  dar«  dessen 
Richtung  der  Tangente  der  kürzesten  Linie  im  Punkte  (ocyyt  z) 
parallel  ist  Bezeichnen  wir  daher  diesen  halben  Durchmesser 
mit  />«  und  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  Tangen- 
tialebene des  Ellipsoids  im  Punkte  (x^  y,  z),  welche  durch  die 
Gleichung 

««+  6*^c2~* 

dargestellt  wird,  mit  P,  so  haben  wir,  da  dann  nach  den  Elemen* 
ten  der  analytischen  Geometrie 

p.= i . 

a*  ^  b*  ^  c* 

t 

ist.  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (5): 

1 


(9)  f»Z>a  = 


C' 


§.  7. 

• 

Unter  den  Nabelpunkten  einer  Fläche  versteht  man  nun  nach 
Monge  solche  Punkte,  in  welchen  die  Krümmung  der  Fläche 
nach  allen  Richtungen  dieselbe  ist;  auf  dem  Ellipsoid  giebt  es 
vier  solcher  Punkte,  deren  rechtwinklige  Coordinaten  in  Bezug 
^Qf  die  drei  Axen  des  Ellipsoids  (vgl.  z.  B«  C.  F.  EL  Leroy, 
Analyse,  appliquöe  ä  la  Göomötrie  des  trois  dimen- 
^iosis^  §.439.)  ausgedrückt  werden  durch: 

QQ4  weiche  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  sie  sich  die  beiden 
'^^C&inmungslinien  auf  eine  einzige,  nämlich  auf  die  durch  die 
S<^^gte  und  kleinste  Axe  des  Ellipsoids  gelegte  Ellipse  redueiren. 
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!'•» 

Es  l,§88t  sich  leicht  nachweisen  (vgl«  Leroy»  AnaL  appL  a  U 
G^oiii.  des  trois  dini.  §.214),  dass  die  in  diesen  Nabelpaaktea 
afi  das  Ellipsoid  gelegten  TaDgentialebeneQ  de«  Kreiasehnittea  det^ 
ElUpsoids  parallel  sind,  \torans  sich  mit  Rücksicht  aof  die  ki 
vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Gleichung  (9)  ergiebt;,  dass  ftr 
alle  kürzesten  Linien ,  welche  dorch  die  Nabelpankte  gehen»  uo- 
sere  Constante  C  denselben  Werth  erhfilt. 

Was  die  im  Obigen  eingeführten  Coordinaten  9  and  ^  bo- 
trifiy  so  wird»  wie  sich  .ans  den  in  $.  3.  aufgestellten  Gleichuigea 
(4*)  ergiebt»  für  die  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der 
^y  liegenden  Nabelpunkte: 

if;  =  ü,    9?  =  +  -5    oder    if;  =  0,    9  =  —  -5» 

und  fQr  die  beiden  auf  der  negativen  Seite  jener  Ebene  befiod- 
lichen: 

^  =  +  jr,    9=-f-5    oder    ^=±»,   v  =  —  -^j 

WO  von  den  doppelten  Vorzeichen  für  -q  das  Zeichen   -|-  ^^  die 

auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  yi^  das  Zeichen  —  för 
die  auf  der  negativen  Seite  derselben  Ebene  liegenden  Nabrf* 
punkte  gilt. 

§.8. 

Denken  wir  uns  daher  die  kürzesten  Linien  durch  die  beiden 
?iabelpunkte  gehend,  welche  auf  der  positiven  Seite  der  Ebeee 
der  äcy  liegen»  so  müssen  wir  für  unsere  Integrale  in  der  Formel 
(8)  als  die  einen  Grenzen   in  Bezug  auf  einen  der  Nabelpankte 

9>  =  -f-  Q  und  ^.=  0  und  in  Bezug  auf  den  anderen  q>  =  — -x   pni 

'4;=:0  nehmen.  Wir  erhalten  daher  för  die  Curven»  für  welche 
die  Summe  der  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  von  den  e^ 
wähnten  beiden  Nabelpunkten»  auf  den  kürzesten  Linien  dee 
Ellipsoids  gemessen»  coostant  ist,  wenn  wir  diese  constante  Sontf^ 
durch  iS  und  die  in  der  Formel  (8)  nach  q>  und  tf;  zu  integrireti- 
den  Funktionen  resp.  durch  F  und  G  bezeichnen»  die  Gleicbnog: 

n 
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t 

I 

Die  beiden  Integrale  nabh  ^  nerdeo,  wie  man  aus  dem  zu  Ende 
n  f.  5«  Gesagten  leicht  einsieht,  immer  dasselbe  Zeichen  erhal- 
s,  und  zwar  das  Zeichen  — y  wenn  die  obere  Grenze  i^f  zwischen 
und  TT,  das  Zeicbeii  -f  dagegen,  wenn  dieselbe  zwischen  — fQ 
d  0  liegt.    Vdr  die  Integrale  nach  9  ist  das  doppelte  Vorzei* 

len  nicht  erforderlich,  da  wir  9  sich  nur  von  — ^  his  -f-^    er- 
recken  lassen. 

,Da  nun  nach  dem,  was  wir  im  vorigen  Paragraphen  fSr  die 
instante  C  gezeigt  haben,  die  nach  q>  und  ^  zu  integrirenden 
iDctionen  in  den  Integralen  der  aufgestellten  Gleichung  diesel- 
»n  sind»  so  können  wir  für  dieselbe  auch  schreiben: 


S^r^^  F.dtpT  r^^  G,dil; 


n 

s 


er: 


±y^  G.d^=\  ly  ^*F.rfcp-SJ 


n 


s  ergiebt  sich  demnach,    dass  flir  die  in  Rede  fttebenden  Cur- 
11  das  Integral 


/ 

o 


'^  rfi(;(6«.cos^*  +  c2.sin^*)i  

V  aa-6*.co8if;«— c«.sin^  V  a«6«c«C-6«.cos^«-c*.sini(;» 


Den  Constanten  Werth  erhält,  was  nur  der  Fall  sein  kann»  wenn 
^,  also  auch  ip',  constant  ist.  Einem  constanten  Werthe  von 
^  entspricht  aber  eine  bestimmte  Krümmungslinie,  und  es  ist 
Aer  die  Linie,  welche  auf  dem  EHipsoid  um  die  beiden  bezeich- 
iten  Nabelpunkte  auf  ähnliche  Weise  gebildet  wird,  wie  in  der 
bene  die  Ellipse  um  ihre  beiden  Brennpunkte,  in  der  That  eine 
rfimmungslinie. 

.  Für  dieCurve,  für  welche  die  Differenz  der  beiden  erwähnten    , 
Htfernungen,    auf  den  kürzesten  Linien  gemessen,    constant  ist, 
^halten  wir  ferner,   wenn  wir  diese  constante  Differenz  durch  D 
MMichnen,  die  Gleichung: 


9 

ier  da 

Tkeil  XXXIII.  2T 


4Üi       ißiagemaHH:    EMge  Bemerkungen  Oüer  4Üe''Mrikki 
ist,   die   folgende: 


/>=:2  Z*'^  F.dfp-^r^^r.dip, 


'i  ä 


ivoßir  nir  auch  schreiben  kunnen: 


r^^  F.dq>  =  \  j  /*^^F.rf9  +  DJ 


TT 


und  wir  kommen  daher  hier  auf  den  Schiuss,   dass  das  integral 

9 dq>  (g^ .  cos  y^  +  6« .  sin  q^ 

V^a«. cos  9?«  +  6«.  sin  yälT^  \^|,« .  cos 9^ + 6*.siii  9?«— a«^ 


t/  ?i 


TT 

a 


einen  constanten  Werth  bekümmt,  was  nur  der  Fall  sein  kann, 
vrenn  9  .i^onstant  ist;  und  da  einem  constanten  Wertbe  von  9)  eifU 
Krummungslinie  der  anderen  Reibe  entspricht,  so  haben  wir  1^ 
mit  für  die  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  x^  li^ 
genden  Nabelpunkte  nachgewiesen,  dass  die  um  sie  nach  der 
Weise  der  Ellipsen  beschriebenen  Curven  die  Krummungslimea 
der  einen  Reihe  und  die  um  dieselben  nach  der  Weise  der  Hyper- 
beln  beschriebenea  Curven  die  KrOmmungslinien  der  ande^^ 
Reibe  sind. 

Ganz  auf  dasselbe  Resultat  wären  wir  gekommen,  wenn  vir 
statt  der  beiden  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegen- 
den Nabelpunkte  die  beiden  auf  der  negativen  Seite  derselbfO 
beGndlichen  genommen  hätten ;  denn  dann  hätten  wir  nur  als  di6 
eine  Grenze  der  Integrale  nach  i/;  statt  0  den  Werth  -f  tc  oder 
—  79  nehmen  mfissen,  je  nachdem  tf;  zwisichen  0  und  '\-n  oder 
zwischen  — n  und  0  Hegt. 


§.9. 

Nehmen  wir  zwei  Nabelpunkte,  die  auf  derselben  Seite  d^ 
^z- Ebene  liegen,  so  wird  die  Sache  umgekehrt.  Legen  vdr  n$^' 
lieh   den   Zeichen  1$}  und   D  wieder  dieselbe  BMeutung  wie  i^ 


ünffmfi^ßfifffffnief  a»f  if^m  &Kfisoid  gebiidetm  Viereel^.      |0| 

Bn  Paragraphen  bei,  so  erbalten  wir  für  die  Gurren ,  welche 
ie  beiden  auf  d^r  poe^itlTen  Saite  der  yz-Ebpne  liegenden 
{punkte  nach  der  Weise  der  Ellipsen  beschrieben  sind,  fär 
▼e  Wertbe  yon-  iff  die  Gleichung : 

7t  '  ^  n 

F.dfp'-j       G.d^^^f      F.dq>--I      G.dilf, 

9  .0  q>  ^ 

'Cr  negative  Werthe  von  ^  die  folgende: 
Ä= /**  F.dq>'--r''G.d'i\>-{'  r^  F.dtp^T'^G.dilß. 

q>  ^       '  9  r-^ 

un  aber  für  den  ersten  Fall 

G.diß+I,      G.d^=l     G.d^f, 

für  den  zweiten  "i 

r     G.dil)+r    G.dH>— I       G.di\}, 

lusserdem,  wie  mao  aus  der  Beschaffenheit  der  Function  G 
:  ersieht,  -t 


G.dif=:l      G.dif 


$o  erhalten  wir  sowohl  für  positive,   als  auch  f&r  negative 
he  von  1/;  die  Gleichung: 


5  =  2/      F.dv—j      G.d^ 

f  o 


n 


f^  F.dq>  =  \\  f  G.dilf  +  SL 
9  0 

IIS  ersichtlich  ist,  dass  in  Bezug  auf  die  in  Rede  stehenden 
n  Nabelpunkte  ffir  die  den  Ellipsen  entsprechenden  Curven 
Qstant  wird. 

Tfir  die  den  Hyperbeln  entsprecbeaden  Curven  erhalten,  wir 
jtOi  Werllie  von  '^  awfatehen.O  und  -irnt 

27% 
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i>= - /*  '^Gui'^  I  r  ''cd^. 


oder  da 


G.d^-f      G,dy\>-  I       G.dil; 


ist: 


G.dUf-'lj      G.d^, 


0  o 

woraus  sich   ergiebt: 

0  0 

und  fiir  Werthe  von  if/  zwischen   —  n  und   0   erbalten  wir  jeti 


/>=-/*''  G.d^+r^^  G,dil}, 


oder  da 


/*  '^'  Cc/t  = /"  ''  G.r/*  ^  r^  G.d^ 


— .T  —TT  1^ 

i«t: 


G.d'^—lj      G.d'^y 


—TT  M» 

wofür   wir  auch  schreiben  können,    da 

/o  n  n 

G.d^^zl      G,d^ 

a.d^^^j       G.dfjß 

0  0 


JIM 


daher  allerdiags  auf  den  Schluss,  dass  in  Ben 
«ttsheaden  beiden  Nabelpnukte  ßir  die  den  Hyp 


KrümmMHffBHnien  auf  dem  Elttpsoiä  gebildeten  Vierecke,     409^ 

»elo  eotsprech enden  Curvea  ±tfr,  also  auch  ^f*,  constant  wird. 
Kü  demselben  Reaaltate  wären  wir  wieder  gekommen,  wenn  wir 
i(»tt  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  yz  liegenden  Nanel- 
imokte  die  beiden  auf  der  negativen  Seite  derselben  befindlichen 
^uoDimen  hätten,  den»  dann  hätten  wir  nnr  för  die  einen  Gren- 

seo  der  Integrale  nach  ^  statt  -{-jj  den  Werth  — ^nehmen  müssen. 

Es  ist  somit  allgemein  nachgewiesen,  dass  auch  ffir  zwei 
labelpunkte,  welche  auf  derselben  Seite  der  Ebene  der  yz  iie- 
en,  die  um  dieselben  nach  der  Weise  der  Kegelschnitte  beschrie- 
enen  Curven  Krummungsliuien  sind,  und  zwar  die  nach  der 
^eise  der  Ellipsen  beschriebenen  solche,  welche  vorher  den  Hyper- 
ein entsprachen,  sowie  umgekehrt  die  nach  der  Weise  der  Hyper- 
ein beschriebenen  solche^  welche  fiir  die  auf  derselben  Seite  der 
;y-Ebene  liegenden  Nabelpunkte  den  Ellipsen  analog  gebildet  waren. 


§.  10. 

'  ■  ■ 

Nachdem  wir  also  dargethan  haben ,  dass  in  der  That  die 
krOmmungslinien  des  Ellipsoids  gleichsam  Ellipsen  oder  Hyper- 
ein sind,  die  man  um  zwei  auf  derselben  Seite  der  xy-  oder  der 
z- Ebene  liegende  Nabelpunkte  beschreibt,  wollen  wir  jetzt  un- 
ersuchen,  ob  auch  den  von  diesen  Curven  gebildeten  Vierecken 
ie  Eigenschaften  zukommen ,  welche  wir  als  den  auf  ähnliche 
Veise  in  der  Ebene  gebildeten  krummlinigen  Vierecken  eigen- 
bfimlich  erkannt  haben.  Die  Orthogonalität  findet  offenbar  auch 
ier  Statt,  denn  dass  die  beiden  Reihen  von  KrümmAgslinien 
ich  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  bildet  eben  eine  Grund- 
igenschaft  dieser  Curven. 

Was  die  Entfernungen  der  gegenüberstehenden  Eckpunkte 
«trifft,  so  können  wir  denselben  hier  sowohl  die  gerade  Linie, 
b  auch  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Eliipsoid  als  Maass  zu  Grunde 
^en,  und  wie  für  beide  Fälle  das  Verhältniss  jener  Entfernun- 
eo  beschaffen  ist,  darauf  wollen  wir  nun  unser  Augenmerk  richten. 


§.  11. 

Betrachten  wir  zuerst  die  directen  Entfernungen  der  gegen- 
^crstehenden  Eckpunkte,  so  ergiebt  sich  für  diese  leicht,  dass 
0  einander  gleich  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Werthe 
^  9,  welche  den  beiden  Krümmungslinien  der  einen  Reihe 
''^n'echen,  mit  (fi  und  tp^,  und  die  Werthe  von  i(/,  welche  den 
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heiien  KrOmmang^rinien  der  anderen  Remeen^8pr4^c%eDv''iib^^ 
and'^^;    ferner  die  rechtwinkligen  Coordioaten  de»  Panktes,  iiw 
welchem  sich  die  beiden  Krfimmungslinien  ^i  und  ^^  schneiden» 
>A'^  ^i'f  jyi'»  h'^   dieselben  Grossen  ih  Bezug  anf  g>|  änd  ^  ni^ 
^^'»  yi^y  h"9  ^^  Bezug  auf  (p^  und  ifi|  mit  of^',  ^%  2^%  und  enA  -* 
lieh  in  Bezug  auf  9)2  und  t/;^  ">^^  ^2"»  2^2"»  ^''«  ^^  kommt  e<^=s 
darauf  an,  zu  untersuchen»  ob 

ist. 

Nach  den  in  §.3.  unter  (4^)  aufgestellten  Formeln  ist  nun:      ^ 

Xi*  =z —~===rs\nq)i  V^a^  —  6*.cosv'i^  — c^.sinvi*» 

V  o^ —  c* 

^i'  =:i.sinv^x*^o^7i> 

1/  ==-7r=====2=cosV'i  V^a«.cosg)i^+6^.sinfl)i«  — c«; 

V  a^ — c* 


a 


a:j''  =  --7r=====sin9i  V  a*— 62.008^2*  — c^. sin i/;^*» 

V  a* — c^ 

yi'issi.i^n^a.cosg?!, 

•  ...  cos^a  ▼  ft^'Cosyi^+6^.sinyi^ — c^\ 

V  a^ —  c^ 


w 


a?2'  =a  ■■ 'i =:r=siny2  ▼  «*  —  6^.co8i(;|* — c*.sini(;i*» 

y^  =  6 . sin ipi . cos 92» 

» 

22'  =  ^r^  ^      —  cos  i/;i  ^itK.  cos  92*  +  ^*  •  ®'"  92* "~  ^*' 
V  o*  —  c"     '     . 


" sinTaVa*— 6*.eost2*— c^.sinV» 


y^f*  ==  6 .  sin  ^2  *  ^^^  9'2» 


.1 


.  // 


^*      \^i5:r?s 


cos  i/^aVa*.  cos  <p2*+^*  ••*'*%* — <^*' 


il^i^n^jin^^(>tfenau/ä(^mJSilf^soM  407' 

■'1. *>■■!-       ■■  .  . 

:i#t..  E^  bleibt  4aher  niir  noch^^brig,   zu  untersuchen/  b1>  '^ 

■"'■■.'.■ 

sei. 

.  > 

Nach  den  für  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  unseres  Vier* 
Dcks  aufgestellten  Formeln  ist  nun: 

«i'*  +  Sfi'*  +  *i'*=^5i:^sing>i«(a2--6^costf;i»--«a.8ini/;i«^ 

I-  Ä^.cos9)i*.sint}>i*  +  -2 ^  cpsif;i*(a^.cos9i*  +  ft^.sin^i*  — c*), 

»na  da 

**«sing)|*  — a*.c*. sing?!*. 8ini/;,*+a*.c*.  cos  9i*.  cos  tffi*—c*. cos  tj^i* 
=  a*.sin9i*— a*.c*.§in9i*  +  a*.c*.cosif^*— c*.costf;i* 
=  (««  —  c2)  (a*.  sin  ^i«  +  c*.  cos  i(;i«) , 

ind  ferner 

= 6*  (cos  9?|  *  —  COS  if/|*) 
i%t^  so  erhalten  wir: 

^i'*+yi'*-Hi'*=«*s>n9i*+6*(cosqPi«-cosi;;,^  +  c«.cosi[>i*; 
^uf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Formeln : 

^2^*  +  W  +  ^'*  =  a*.  sin  ^a*  +  Ä*(cos  g»»«—  cos  if/i«)  +  c«.  cosif;,«, 
«2"*  +  y«"*  +  V*  =  «*•»'"  9>2*  +  **(cos  9?a*  -  cos  tfi^«)  +  c*.cosi(;»«; 
und  hieroit  ist  die  Richtigkeit  der  Gleichung 
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keiden  KrOnininngeluiieii  cl«r  anderen  Re%e  entspreeliiiD,'  auf  t^ 
and^^;  ferner  die  rechtwinkligen  Ceordioaten  de«  Panktes,  h 
welchem  sich  die  beiden  Krümniungslinien  q^  and  ^  schneidea, 
1"*'^  ^i'>  9i»  <i''  dieselben  Grossen  in  Bezog  aof  ^  mid  if%wk 
^^>  yi'^»  h''*  tn  Bezog  aof  ip^  ond  ^  mit  aE^'>  ^S  V>  und  ^* 
lieh  iu  Bezug  auf  g>^  und  ^a  mit  x^",  y^\  z^'%  so  komnt  es 
darauf  an,  zu  untersuchen,  ob 


ij". 


Nach  den  in  §.  3.  unter  (4^)  ao^gestellten  Formeln  ist  mio: 

X|'  =    ..  isinyt  Va* — 6*,cosyi*  — c*.sinV|*» 

3fi'  =6. sin  ^.  cos  9^1, 

2|'  =77====cas^iVa*.cos9i^+6*.sin9ri*  — c«; 
Vo* — c' 


Xj^'  =  --7====8in9i  V  a* — 6*.cosyj*— c*.sint(;j*f 
V  •* — c* 

jri^;=*.lfn^,.cos^, 

il^  ==—====  cos  VjV^o*.  cos  9i*+6*.sin^Pi* — c*i 


a  j. 

jT^^^a    ^  sinys^V  o* — 6*.co«i^,* — c*.sin^|*. 

V  •* — c* 

3^'  i=:6.5inif^.cos7a» 

^  -. 

2^'  =-7r===rT^co<si^i  V  a^.cos^a^  +  Ä'.sinqpia*— c"; 

V  •• — c" 


a 


ya^'=6.sin^.co(»ir«> 

:a"  =  — ;-r~ — --c<»  ^^  Va*.co»(»^^+6*.sin^*— c* ; 
Va'— c* 
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'' Bldej^i^eti  lirirdt^^  beiden  Gleiehoogeii  (10«)  uiid  die 
Gli^lnittgeri  (10^) 'mit  einander,  so  werden  die  rechten  Seite»  4er 
beiden  so  entstehenden  Gleichungen  identisch,  und  wir  erhalten 
durch  die  Combination  dieser  Gleichungen,  wenn  wir 

•'     Ä*.cösg>i*+6*.siri9?i*=ö>i,    a^.cos^^^-f-ö^.sin^^ssi&a» 
.6**co«if;i«+c*.»in^,«=!Fi,    6«.cosi/;a«+c*.sin^2«=?*'» 

setaBen,  die  Gleichung: 

,.(*,-Jf,)(<P,-Jf») -(«>,- Aj)«I>,-J£,)      ' 
oder: 

(11)         (;ri-5^i)(jr.-5y(ira-a>o(X.-a>j 

^iese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  Xi  eine  quadratische,  und  sie 
^ird  sich  daher  in  zwei  Gleichungen  vom  ersten  Grade  zerlegen 
'^«sen,  von  welchen  jede  einen  besonderen  Wertb  fOr  Xi  liefert. 
I^a  die  obige  Gleichung  durch  Xi^^X^,  erfiillt  wird,  so  wird  die 
^ine  der  beiden  Gleichungen  ersten  Grades 

9^0,  und  die  andere  erhält  man,   wenn  man  nach  Auflösung  ^ar 

^«iden  Producte  in  der  obigen  Gleichung  die  linke  8eite  dersel- 

t»«li  durch  Xx — X^  dividirt     Auf  diese  Weise  erc^leht  sich  als  die 

zweite  der  beiden  Gleichungen,  in  welche  sich  die  obige  quadra- 

^i«die  zerlegen  lässt: 

{W)  {Ox^^o^^^x-^^Xx.x^-{o^.o^^v,.^y^{x^^x^) 

^B  rouss  also  das  Verhältniss  zwischen  Xi  und  A«  entweder  durrh 
diese  Gleichung  oder  durch  die  andere 

i    ^«»"gestellt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  (lO*;  und  (10^)  ist  nun  ersichtlich ,  das* 
^^  '9s  =s — ^1  und  ^2=~~^i  ^uich  die  einfachen,  zur  K<;«»CinMnung 
^^^      C|   und    C2  dienenden  Gleichungen    idenfi«»ch    w«*rd#»ii,    dsMM 


F 
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Mtsa   für  jene  BeKiefanngen  zwisch««   deti  Werlhen  von  7  md      $  1 
die  Constante  (\^C^,    also  auch  *V,  =Ai  sein  miiss. 

Da  für  V-i  =  ~q>i  und  ifa  — — if»!  auch  *2=(P,  und  'P'a=^4 
wird,  so  vernandclt  eich  für  diese  licdiiiguiig  die  Gleichuni;  (II'). 
wenn  wir  den  gemeincchaHlichen  Werth    von  <Pi   und    (P,  i"''    ^  > 
und    den  geineinschHrtlichen   Werth    von  W^   und    '^^  mit   ^  be-  { 
zeichnen,   in  die  folf^ende: 

2C«— 5f);r,.Aa— {««— "pa^A, +  .T3)  +  2'J>'i^(<P— 10=0, 

'  oder,  wenn  wir  diese  (ileichuntf  durch  (P — W  dividire 

Sollte  sich  ans  dieser   Gleichung   JV,  =  X^  er§;eben,    so  milsste,  ' 
wenn  wir  dann  den  gemeinscharilidien  Werth  a'6'c'Cvon  a'Ä'c*^ 
und  t^b'^c^C^  oder  von  X^  und  X^  mit  X  beKeicbnen, 

2.T«-2((I>+^)A'  +  2«.5'  =  0 


r  für  die  letztere  Gleichung  auch 

(A  — ff){.Y— af)  =  0 
[inen,  «o  folgt,   dne^s  entweder 


odei 


=  5», 


.d.  h. 

''yA*c*C=(i'*.cos9*+6*.sinq!»  oder  a=Ä'c'C=Ä».cosif''  +  c'.»ln  "^ 

■ein  mQsete. 

Wenn  wir  ai)er  einen  dieser  Werthe  für  ti'iVC  in  die  ^^' 
die  kürzeste  Linie  aufgestellte  Gleichung  (Ü")  einsetzen,  eo  *^^'' 
vrandelt  sich  dieselbe  in: 


rfi(i=0    oder    rfq)=0. 


p  =  Const. , 


4 


woraus  hervorgehl,  dass  die  je  zwei  gegenüberstehende  Eckpunfe^  '' 
unseres  Vierecks  verbindenden  kürzesten  Linien  Krünimungelini^^" 
sein  müssten,  was  nicht  der  Kall  sein  kann,  dn  die  in  Re-^^* 
stehenden  kürzesten  Linien  Punkte  mit  einander  verbinden,  welcff^^ 
nicht  auf  denselben  Krunimungslinien  liegen. 


J 


f^€  VerhSitnkis  '«frischen  Jti  und  Ji^  dicht  ftngl«btj»tinHi.(^>n>ll«8 
{»«selbe  ^«her  durch  die  andere  tileichung  (11»)  dargestellt  wer- 
^^i,  nach  welcher 

■    Ci  ==:  CI| 

t. 


§.  13. 

§ 

Nachdem  wir  uns  so  davon  überzeugt  haben ,  dass  diie  Con- 
^nte  C  für  die  beiden  kürzesten  Linien»  die  durch  die  gegen* 
Verstehenden  Eckpunkte  unseres  Vierecks  gehen,  denselben 
^erth  erhält,  können  wir  leicht  nachweisen ,  dass  die  Längen 
2r  beiden  kürzesten  Linien  zwischeh  jenen  Punkten  einander 
eich  sind.  ^ 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  dass  g>2^<pi»  ^a>^i  ist,  so  er« 
Eilten  wir  aus  der  in  §.  5.  aufgestellten  Gleichung  (8),  wenn  wir 
ie  in  derselben  nach  q>  und  if;  zu  integrirenden  Functionen»  welche 
Elch  dem,  was  wir  so  eben  fSr  die  Werthe  der  Constanten  C 
Sichgewiesen  haben,  für  beide  kürzesten  Linien  dieselben  sind, 
te  oben,  resp.  mit  Fund  G  bezeichnen,  für  die  Länge  der  Linie 
Mrischen  den  beiden  Punkten  (91,  '^i)  und  (q>^,  ij;^)  sowohl,  .als 
dch  derjenigen  zwischen  den  beiden  Punkten  (<Pif^2)  und  {g>2f  ^1) 
en  Ausdruck: 


y^*  F.dip-f'^'  G.di^, 


9i  ^i 

nd   wir   haben   somit  die  Gleichheit   der   Entfernungen   der  ge- 
enüberstehenden    Eckpunkte     unseres    Vierecks    nachgewiesen,« 
owohl  wenn  wir  die  gerade  Linie,    als  auch  wenn  wir  die  kür- 
este  Linie  auf  dem  EHipsoid  bei  der  Abmessung  derselben  zu 
jvronde  legen. 

§.  14. 

Aus  dem,  was  wir  in  §.  12.  gezeigt  haben,  dass  die  Constante 
?  für  die  beiden  kürzesten  Linien,  welche  die  gegenüberatebeti* 


den  Eckpunkte  unseres  Vierecks  mit  einander  verbinden,  den- 
selben Werth  erhält,  können  wir  noch  den  8atz  ableiten,  das« 
jene  kürzesten  Linien  mit  den  KrOmmungslinieH«  vrteicfae  dorcli 
ihren  Durchschnittspunkt  gehen,  gleiche  Winkel  bilden. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  jenem  Durchschnittspunkte  eine 
Tangentialebene  an  das  Ellipsoid  construirt,  und  bezeichnen  die 
Entfernung  des  Ellipsoid -Mittelpunktes  von  dieser  Tangential- 
ebene, wie  in  §.6.,  mit  P,  und  die  halben  Durchmesser  des  Ellip- 
soids,  welche  den  Tangenten  an  den  beiden  in  Rede  stehenden 
kürzesten  Linien  in  ihrem  Durchschnittspunjcte  p.arallel  sind,  mit 
Dl  und  D^9  so  haben  wir,  da  die  Constante  C  für  diese  beiden 
Linien  dieselbe  ist,  nach  der  in  §.  6.  aufgestellten  Gleichung  (9): 

Z)j«=-^    und  D^^^^y 

woraus  hervorgeht,  dass  /)i=Z)2  ißt. 

»  .  •■  ■  -.  .1 

Wenn  wir  yns  also  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  paral- 
lel mit  der  erwähnten  Tangentialebene  eine  Ebene  gelegt  denken, 
so  werden  die  Durchmesser  der  durch  den  Durchschnitt  dieser 
Ebene  mit  dem  Ellipsoid  gebildeten  Ellipse,  welche  den  Tangen- 
ten.upserer  beiden  kürzesten  Linien  in  ihrem  Durchschnittspunkte 
jparailel  sind,  einander  gleich  sein. 

.  .,yi(^,\e  pun  ferner  Dup in  gezeigt  hat  (vergl.  die  AbhandlaD|. 
vo^^o^acMmstfial.  in  Creile's  Journal,  XXVI.^  S.  166.),  sind 
die  Tangenten  zweier  sich  schneidender  Krümmungslinien  in  ihrem 
Durchschnittspunkte  den  Axen  der  Ellipse  parallel,  welche  durch 
da«  Ellipsoid  und  die  durch  den  Mittelpunkt  desselben  paraV^ 
mit  der  Tangentialebene  in  dem  Durchschnittspunkte  der  )ij^ 
mungstinien  gelegte  Ebene  gebildet  wird,  und  da  in  einer  Ellipse 
gleiche  Durchmesser  mit  den  beiden  Axen  gleiche  Winkel  biMei), 
so  ist  die  Richtigkeit  des  von  uns  aufgestellten  Satzes  hiermit 
dargethan. 


■nt 


8piiß$ibiiM9miiikA^iimmv^Big^rmiM0(M  ^t^ 


■'■■■■  ri-  ■     \  ■■  ■ 


^  I 


» 


Integration  der  linearen  Differentialgleichang 


Von 

f 

\ 

Herrn  Siman  Spitzer^ 

Professor  an  der  Handels -Akademie  zn   Wien. 


i'Ot'. 


Ich  habe  mich  mit  der  Integration   der  Gleichung 

hon  zu  wiederholten  Malen  beschäftigt.    (Archiv.  Band  XXVIII. 

Bit e  254.,  Band  XXX.  Seite  83.)  Die  Glei<^bting  Xl)  ^^'^  ein 
Mecieller  Fall  der  Gleichung  (2)  und  geht  aus  ihr  hervor  ^wefin  man 

ni=:l-r2n  ...   ,.;    ..,     ^,,  • 

»tst.  Da  ich  aber  bei  der  Integration  der  Gleichung  (2)  Mom 
üAtive  Werthe  von  m-|-^  voriEuissetzte,  so  will  ich  hier  zeigen, 
ufs.  sieh  trotzdem  die  Gleichung  (1)  auf  ähnliche  Weise  int^rl^ 
iii  iMsst.  Folgt  man  genau  dem  Band  XXVIII..  Seite  2S4.  a»g^ 
rigten  Weg«  so  erhält  man: 

/«»  J?«i   — - 

oselbst  Ui,  t<2  Wurzeln  der  Gleichung 


T  —^..n 


nd,  und  i|;(a;)  ergibt  sich  auSi 


und  es  ist  folglich: 


/*»  /^  '*» 


unter  fi|,  fA2....fiii  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  fi**  =  l^  und  un- 
ter Cif  Ca....Cfi  willkührliche  konstante  verstanden.  Man  hat 
daher : 


»I 


und  als  Gleichung  lur  Bestimmung  der  IntegrationsgrenzeD : 

1  u 

»       '        ^i^ fH 


Damit  man  aus  dieser  letzten  Gleichung  schickliche  Grenzwerthe 
erhSit,  wollen  wir  statt  u  eine  neue  Variable  v  in  Rechnung  ein- 
fahren mittelst  der  Substitution 


1 

tt  = 

alsdann  hat  man: 

/*»a  ü    iL-  Ml»  /fr?  V. 

t 

und  als  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Grenzen: 


«=-, 


»"  „•  «.«  V 


i?^~"~:7  e"^ a;»-i[(i  c~ ~+ Ca«" ir+.. ..  +  Co  e"  "r]=:0. 

Setzt  man  voraus»  dass  A  negativ ,  1 — n — -j  aber  positiv  Mt 

9%  hat  man  «  r=  0  und  v  :=:  oo  als  Wurzeln  der  ehta  hingestelltoB 
Gleichung,  und  das  Integral  der  vorgeiegteo  Gleichung  (1)  ii^ 
alsdann : 

/»  B   ^  fxyv  fi,v  fn* 

o 

So  hat  man  z.  B.,   falls  A=^\,   B=n  ist,  die  Gleichovg: 
w«tche  das  Integral  hat: 


*\A  ^9ii4i^n''^Wei0§iMifMük 


:.:•>      ■.-!      ■.*■•     ■*|2 


.  ■  1/ 


7ote  bezüglich  eines  zwischen  Differenzengleichangen 
md  DiiSerentialgleichangen  stattfindenden  Reciprocitäts- 

gesetzes. 

"'  Von  •         ■■■^■''^ 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  ftn  der  Handels- Akademie  ca   Wien. 


Nachdem  mir  die  Summation  einiger  nnendliehen  Kettenbrficfae 
;elungen  war,  strebte  ich  natürlich  dahin,  noch  mehrere  andere 
Cettenbrfiche,  namentlich  den  folgenden: 


(1)  ^(x)=:X^  + 


(^  +  ^)'  +  ia:  +  2)-  +  .... 

^Summation  za  bringen,  und  obwohl  mir  dieses  bisher  nicht 
itfang,  bin  ich  doch  hierbei  zu  einem  sehr  beachtenswerthen 
Uitze  gelangt,  den  mit^utheilen  ich  mir  hier  erlaube. 

Aus  (1)  folgt: 

1 


m4  setzt  man 


ölglich 


■ 


;-««i 


80  kommt  man  zn  der  Differenzengleiehang 
(2)  /Xar  +  2)+a:*#Xa?  +  l)  — *Xa?)=0, 

welche  nuA  aufzulösen  ist. 

Mao  bat  9  meine  Methode  zur  AuflSsung  von  DiCerenzenglei- 
chuDgen  einschlagend«  für  F(a:)  zu  setzen  einen  Ausdruck  ?od 
folgender  Form: 


und  erhSit  dann«  unter  Voraussetzung  von  il=0,  zur  Bestimraimg 
von  f(r)  die  Differentialgleichung 

(3)  ry»  +  (r+l)rW-/lr)  =  0, 

welche  in  geschlossener  Form  zu  infegriren  mir  bisher  «liclit  ge- 
lang. Ich  werde  nun  versuchen«  diese  Di^Terentialgleicbung  (3) 
mit  Hälfe  unendlicher  Reihen  zu  integriren«  und  setze  za  dem 
Behufe  f(r)  in  folgender  Form  voraus: 

(4)  /(r)  =  ilo+^ir  +  ^r«+i«»r»  +  .<4ir*  +  ...., 

unter  Aq,  Ai,  A^^  A^»  A^....  constante  Zahlen  verstanden.  Au 
(4)  folgt: 

/"(r)=1.2^  +  2.3ii3r  +  3.4i<4r« +  ..... 
/"'(r)  ==  1 .2.32I3  +  2.3.42l4r  +  3.4.5^5r«+  . . ..; 

somit  ist«   diess  in  (3)  substituirend : 

(l.24i^2lo)X2.3.<s+l-2^2-^i)r 

+<3.4^4  +  2a.3^,— ^a)r* 
+  (4.5^5  +  3«. 4J4-J8)r» 

und  damit  diese  Gleichung  stattfinde«  müssen  die  einzelnen  Coef- 
ficienten  der  Potenzen  von  r«  und  zwar  jeder  ffir  sich«  verschwin- 
den« d.h.  es  muss  sein: 

2^  =  ^0« 

2.3A^+}.2A^=:Ai, 

3.4i44+2«.3i<8=4j, 

4.5^5 +3«.4il4=^8* 
5.6A^  +  i^.6Ai=zA^, 
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d  allgemein: 

(n  +  l)(n+2);<«+»+n*(«+ l)^»+i  =  A. 
a«  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

A   ^^^* 


der  zweiten : 

'      TT  -  6 


-^8  -^  TT  "-  "ß" » 


■<(  der  dritten: 


od  au8  der  aligemeinen  Gleichung 

(fi+I)(n+2)^»fa  +  «"(»  +  l)A+i  =  -<<• 
*lgt,   wenn  man 


WDit 


.      _g>(n+l)       .  y(n  +  2) 

^»+i--(nTi)r'    '*"'^*'^  (n  +  2)! 


&t2t: 


9(«  +  2)  +  n«g)(ii  +  1)  — 9(»i)  =  0. 

Hein  diess  ist  genau  die  Gleichung  (2),  Ton  der  wir  ausgingen» 
>iiiit  sieht  man,  dass  man  behufs  der  Integration  der  Differen- 
^ngleichung 

(2)  /^(a:  +  2)  +  a:«F(a:  +  1)  -  F(ar)  =  0 

Ml  Integral  der  Differentialgleichung 

(^  r*nr)  +  (r  +  !)/">)  -  /(r)  =  0 

^darf,  und  umgekehrt  bedarf  man»  behufs  der  Integration  der 
Differentialgleichung  (3),  das  Integral  der  Differenzengleichung  (2). 

Die'  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  hängen  daher  auf  eine 
^^rkwürdige  reciproice  Weise  von  einander  ab^  und  durften  einer 
^Dauern  Untersuchung  würdig  befunden  werden. 


Thcil  XXXIII.  2B 


I 


4IÜ  SP  ff  i  er:    Note  m^  fmmänelfe  'fteO&ndrtiicMi. 


Note  über  unendliche  Kettenbrüche« 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Professor  an  ^ör  UandHs- Akademie  zn  Wien. 


Im  ersten  Supplementbande  zu   Klügei's  mathe 
tischem  Worterbuehe  Seite  5ß5.  ist  für  den  Kettenbrach 


'<^(^)== 


«  + 


r 


X  '\'  £i  "^  •  •  •  • 

folgender  Werth  gegeben: 

r         1  r^ 

VW  = j j5 , 

« 

der  auch  nachstehende  Schreibweise  gestattet: 

(ar  - 1)!  +  irä  +  21  (ar  + 1)1  + 
Da  DUO 


•••  • 


i/" 


<-  ••   I 


0 


(siehe:    Lacroix»  Trait^  du  tnittil  diff^rentiel  etc.,  3.Bd 
JB.  <Rf9.)  i#t« .  so  bat  man : 
-4* 


Hptt—Tf .  «M»  <M«r  meiumek€  Ketimariek«.  (I§fi 


V(«)  =r.  ^_t      " 


£[/"  «'^'•~'»rf»] 


äi^'  [  y "  "**""""  '^"] 


Dit 


Br* 


-j  r  y   '  c^V»-«»»«»  rfa"J 


^H^^  +  ^rfsV....      .fet/"'*^"^-*««] 


»     ■    1      «    » 


leb  werde  duo  den  unendlichen  Kettenbrucb 

2m 


^  +  ^+2.4-7+.... 
gescbiosseuer  Form  zu  bestimmen  suchen.    Es  ist 

I  wenn   man 

tt,  so  kommt  man  zu  der  Differenzengleiebung 
^t  man  hierein 

eibSIt  man  zar  Bestimninng  von  g>(r)  folgende  Differentialgleichung : 
(2r  +  2m — 2i)  fl»"(r)  +  tp'(r) — ^(r) = 0, 
f^r  iit=:l  sich  vereinfacht,  und  zum  Integrale  bat: 


;licb  ist: 


A^)=  )£lfi  e+V^  +  C,e-1^]  ^^, 


4^  ünf^rdinfer:    Zttr  Ukre  tmm  PrHtek. 

und  Sfiniit: 

Nun  UUst  sich  weiter  leicht  zeigen »  dass  C^  =  Q  ist;  mii 
erh&lt  daher«  wenn  oiaD  der  Eiofachbeit  halber  m  durch  r  enehi, 
folgende  merkwikdige  Formel: 

woraus  man  sieht,  auf  welche  eigenthumliche  Weise  r  und  aif 
welche  e^^nthflmliche  Weise  jt  In  die  Samme  dntretCB. 


Zur  Lehre  vind  Dreieck. 


Vm 


Herrn  Framz   Umferdiugery 

Lehrer    der   Matheoiatik    in    der  k.  k.    deterretchisclica   Krityt  Hr^ 
etngeechiffk  auf  Sr.  Mikk  ^tofeUer -Fregatte  Deaa«. 


1)  Indem  wk  ireraasselien«  das«  dmv  IMittelpahl  O  (Tatll 
Flg.  2.)  des  dem  Dreieck  ABC  mnschrmheaeii  Kreises  inner- 
halb  des  Dreieckes  fiege>  QÜien  wir  Toa  ihm  ans  aaf  die  dr^ 
Seiten  des  Dreieckes  ABC  die  Senkrechten  OD^  OE,  OF,  cm- 
6truiren  das  Dreieck  />£#"  «od  verbinden  O  mit  den  drei  EckH 
A,  B,  C  durch  die  Geraden  OA,  OS,  OC.  ISaek  den  Lchrei 
der  Elementar  -  Geometrie  sind  alsdann  die  Seiten  des  Dieieefc«« 
DEF  halb  so  gross,   als  die  Seiten  des  Dteisck«  ABC,  ^ 


ßnferUimifert.'ZHr.^Lehre  tom  Dreieck.  ^|jj^ 

r  ist«  wenn  wir  diese  letatereo  wie  gewohnlicfa  mitiij  bf,c 
Hchnen«  EF^=L\a,  DFsz^ö,  DE==lC''  Ferner  entstehen  auf 
!e  Art  drei  Vierecke  AEFO,  BDFO,  CDEÖ,  welche  die 
uns  besonders  wichtige  Eigenschaft  haben,  dass  sich  densel- 
Kreise  umschreiben  lassen,  welcher  Umstand  die  Anwendung 
Ptolemäischen  Satzes:  ,,Das  Re<!hteck  aus  den  Diagonalen 
s  im  Kreise  beschriebenen  Viereckes  ist  gleich  der  Summe 
Rechtecke  aus  den  gegenüberliegenden  Seiten''  gestattet  In 
That  folgt,  wenn  man  OD=pi,  OE^^p^y  OFzzip^  und  den 
ins  des  umschriebenen  Kreises  gleich  r  setzt: 

arz=bp^+€p2, 

)  är=zcpi+ap^, 

cr=zqp^+bpi. 

rden  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  addirt,  nnd  je  awe 
irt,  die  dritte  davon  subtrahirt,  so  erhält  man  folgende  vier 
chungen : 

(a  +  6  +  c)r=pi (6  +  c)  +^2(0  +  c)  +  p^ia  +  b) ,   ^ 

(6 +  €?  —  a)r=j»,(6  +  c)  +  pa(«--<?)+/?s  («  —  *)> 

(a  +  c— 6)r=j»i  (6— c)+/i2  («  +  <?) +i»8(*  —  fl)» 
(a  +  b—c)r=pi(c'-b)+p2(c—'ä)+ps(a  +  b). 

Bezeichnet  man  mit  den  Buchstaben  J,  q,  qi,  q^»  ps  den  Flä- 
iraum  des  Dreieckes  ABC,  den  Radius  des  demselben  ein- 
:hriebenen  Kreises  und  die  Radien  der  drei  äusseren  Beruh- 
^skreise,  welche  beziehungsweise  den  Seiten  a,  6,  e  gegenüber 
Bn,  so  ist  (s.  Archiv  Tbl.  XXVII.  p.328.): 

2J=(a  +  b  +  c)Q, 

ter  ist  aber  auch,  wie  aus  dem  Anblick  der  Figur  unmittelbar 
rorgebt,  2J=:  api  +  bp^  +  cp^ ,  mithin : 

api+bp2  +  cp^—(a  +  b'\-c)Q=zO, 

—  a;>,  — 6/>2— cjög  +  (6  +  c— a)  ^1  =  0, 

.  '-api'-bp2—cpi+\a  +  c^b)Q2=^0, 

--'api^bp2  —  cp^  +  (a4'b'^c)Q^z=:0; 


•  r 


I    iiV 


mmm 


..^^LTZiB.    OM, 


.^  ^^L'i'sicizc  iuj^entien  Lekr* 


ciieucü    ikfClSCB 

■ 

,:.....  r  -i     i"  r  ■  0  »*  «I  I  i  <6i 

■....--:*  e  1.  e  .i      i  .1  l  liDI' 

■^  1  .ii  iii  'S    Z    ■  'T  1  »?•■   *^^f* 

T  li  it  I  •«  cf;  i       i*  *;•  i  r  !l  'i  ^J<f^ 

^  > .% .  _• .  s  e  s     •■•  ♦^  n  *  i  I?  r    i 6IB 
..;;^ei*  .ii  .-j'.    adtjirt,   *ii  erb«'' 


.     3  — .  >  =  1^  +  r 


Pnf§.i^difi§eri '  Zur  lehre  vom  Prfiffißf.  4IJ|P 

ff 

li^.  Wean  man  die  jItaI  hMe»  Qlmhmgen  ^ß  Sly^ton?.^)  iv 
«ike  nach  xur  erste»  addjrt»  60  folgt : 


»     y- 


^(Pi+Pz)  —  Qi+Qf 
2(Pi+/?2)  =  ^3  +  P; 
i^  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt: 

4(Pi  +Pa  +Pb)  =  Qi  +  Q2  +  Qz  +3^; 

brden  endlich  die  vorhergehenden  drei  Gleichungen  mit  2  noulti- 
icirt  und  von  der  letzten  subtrahirt,  so  ergibt  i^eb  mit  Leieh^ 
§keit : 

(5)  ^P2=Q  +  Qi+  ^8  —  P2> 

^/^s  =  P  +  ^  +  Pa  — ?8- 

2)  Wir  wollen  nun  voraussetzen ^  .der  Mittelpunkt  O  (Taf.  IL 
ig.  3.)  des  dem  Dreieck  ^£C  umschriebenen  Kreises  liege  aus- 
erhalb  desselben  und  der  Seite  BC  gegenüber.  Fällen  wir 
'ieder  von  O  aus  auf  die  drei  Seiten  die  Perpendikel  OD^  OE, 
}F,  construiren  das  Dreieck  DEF  und  verbinden  O  mit  den  drei 
Icken  des   Dreieckes   ABC  durch   die  Geraden   OA^  OB  ^  OC, 

0  ist  nach  wie  vor  EF=^la,  />F=46,  DEzzi^c,  und  es  ent- 
tehen  drei  Vierecke  AEFQ,  BDFQ,  CDEO,  um  welche  eben- 
lUs  Kreise  beschrieben  werden  j^unnen^  so  dass  sich  auch  auf 
ie  der  Satz  des  Ptolemäus  anwenden  lässt:  aber  diese  Anwen- 
iiDg  fShrt^  wenn  wir  OD^^pi^  OEz=p^^  OF  =  p^  setzen«  jet^t 

1  folgenden  Relationen: 

(6)  br  =:ap^--cpi, 

cr=ap^-bpv 

/erden  diese  drei  Gleichjungen  addirt  und  dann  auch  je  zwei 
Idirt,  die  dritte  davon  subtrahirt,  so  erhält  man  leicht  folgende 
er  Gleichungen:  ' 

(6  +  c— a)r=--;?i  (6  +  c)  + />2(a- c) +/?3(rt- 6), 
(b) 

(a  +  c  — 6)r=    pi(<?  — 6)+ /?.2(a  +  c)  4/^3(6 -ci), 

(a  +  6~c)r=    #?i(Ä-c?)+/?g(c^ö)+;?3(a  +  t). 


Zur  Ultre  tum  Oreiedt.  ■ 


l  ^^  üiiferdiag 

Jia,  aas  der  Figur  uiiiuittelbat  einleuchtet,  dass  die  GrSwe 
\ —  api^  -f  bjh^  -f  cp^  den  doppelten  KtäcbenTauiu  des  Dreiecks  Ä&C 
.YorsteiU,  sg  hat  inaii  mit  Rücksicht  auf  früher  Gesagtes  a 
(;eDde  vier  identiacfae  Gleichungen: 

—  Mp,  +  6^B  +  c/[J3  — (a  +  fi+c)e  =0, 
api  — *Ä— «Pi  +  (*  +  c  —  «)  Pi  =0. 
api  —  bpx  —  cp,  +  (a  +  c  — 6)pi=0, 
api  —  bp^  —  cps  +  («  +  6— c)e3=:0; 

und  ivenQ  mau  diese  zu  den  vier  vorgebenden  GleicbuogeD  i 
Ordnung!  nach  addirt  und   die  gleichartigen  Glieder  verein 
zeigt  sich  bald,  dass  beiden  Theilen  die  Pactoren: 

a  +  b  +  c, 

I  b  +  c-a. 

a  +  c—(i, 

\  a+b-e 

•der  Reihe   nach    gemeinschalllich   sind,    durch    nelcbe    abf 
man  KU  folgenden  vier  Gleichungen  gefuhrt  wird: 
'6imut  u  .1  ,        , 

>■=      Pi  +Pa  — ?^  +  Ci, 
'=     Pi—Pz+Ps  +  fs 

/'t  +P2+P3=ei— »■. 
Pi+p3—Pi=e  +>". 

Pl+Pl— Ps  =  '"    — P3. 

7'i+ps— p3  =  ''  -e»; 

eiche  Gleichungen  folgenden  Lebrsati:  ausspreche! 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  KreiU« 
nsser  dem  Dreieck,  so  ist  die  Surame  der  aus  dieBt» 
Mittelpunkt  auf  die  Seiten  gefällten  Perpendikel  gleich 
m  Radius  desjenigen  äusseren  Berilhrungskrei«««- 
gfiseu  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  de«  umaithiie- 
pen  Kreises  derselben  Seite  gegenUberliogt,o'e'i' 


(7) 


'frrc^aiW  Radius 'd<^t^ti«rvsc%H  Kr^ii^^k  '-^   fi^ 

jSkliiime  der  irw^i  h^H^^ndeD  Perpendikel  iteti't^er 
d^m  dritten  oder  mittleren  ist  gleich  der  Samktlie'  der 
Radien  des  eingeschriebenen  nnd  unii ehr! ebenen  ftrel- 
cio  «I,  —  Die  Summe  des  mittleren  und  des  ersten  an- 
Ji^  genden  Perpendikels  weniger  dem  zweiten  ist  gleich 
de  vn  Radius  des  umschriebenen  Kreises  weniger  dem 
Rckdius  des  ersten  anliegenden  Berührungskreises  ^). 

Werden  die  letzten  drei  Gleichungen  addirt,  und  beriicksich- 
tig^  man  die  erste  dabei ^  so  zeigt  sich: 

^  > 

voraus  folgt: 

da  diese  Relation  mit  jener  (4)  identisch  ist,  so  gilt  in  voller  All-  ^ 
gemeinheit  folgender  Lehrsatz: 

In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Radien  der 
drei  äusseren  Berührungskreise  weniger  dem  Radius 
des  eingeschriebenen  Kreises  dem  vierfachen  Radios 
des  umschriebenen  Kreises  gleich* 

Addirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  (7)  der  Reihe  nach 
zur  ersten,  so  folgt: 

2(Pa+A)  =  ^  +?i. 
2(pi+P8)  =  ^i  — ^» 

aus  deren  Bereinigung  sich 

ergibt.    Werden  diese  Gleichungen  nun  mit  2  multlplicirt  und  der 
Reihe  nach  von  der  letzten  snbtrahirt,  so  erhält  man: 

4pi  =^  — ea— ^8  — ?» 
(8)  4pa  =  Pi  +  ^  +^  — ^a> 

4jp3  =  ^i  +  ^  +?i  — ^; 


*)  Der  in  La  Fr^moire's  Sammlang  von  Lehrsätzen  und 
Aufgaben,  herausgegeben  von  Dr.  C.  G.  Reaschle,  p.  81.  auf- 
gelinhrte  Lehrsatz  gilt  also  nicht  fiSr  jedes  Dreieck,  sondern  nor  dann, 
wvnn  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  innerhalb  des  Dreiecks 
IftUt,  far  welchen  Fall  er  auch  dort  nur  bewiesen  ist* 


iJBI  Wnferäing^er:   Zur  lehre  0ßmfjfir0e^ 

mllC^rBt  weichet  Gleichottgeil  die  P«rpendibel  pi »  pt*  p^  ba^timv 
wibrdcii  (hiVob  die  Radien  der  BerühmiigskreUie, 

3)  Die  Gleichung  (4)  lässt  sich  auch  leicht  jaus  den  boide^ 
folgenden : 

r 

welche  ich  im  Archiv  Thl.  XXIX.  p.  434.  bewiesen  habe,   ^ 
leiten,  denn  sie  geben  unmittelbar: 

=  *tl+(?  +  ?  +  ?)  +  (?  +  ?  +  ?)  +  I| 

oder,   weil 

1       1    '   1        1 

(10)  -^— +  — +  — • 

mithin 
(4)  4r  =  Pi  +  Pa  +  ^  — ^. 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (9)  folgt  auch : 


9\Q%  +  PiVa  +  ^^8  =  *^^^ » 


oder,  weil 


ist: 

(11)  ?ie2  +  VlV3+P2?3  =  U(«  +  *  +  ^)t*» 

d.  Ii.   die  Samne   der   Kechteeke  aus   den  Radi^ii    de 
ersten  und  zweiten,   des  erste«  und  dritlea  utnd  sw«| 


#iMVr  tf  lufv  rv  ^lun-  i£kr§  mm  &fti^^  ^ 


f«»«i«d  ^d ritten  loisBereB  Berütirang8kr«i«#«  <^V^W 
jeden  Dreieckeis  ist  gleieb  dieiD  über  dem  halben  Om- 
fajig  desselben  errichteten  Quadrat. 

4)  Bezeichnet  man  mit  d,  di»  d^»  d^  die  Entfernungen  des 
Mittelpunktes  des  einem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  von  den 
Mittelpunkten   der  vier  Berährongskireise  desselben,   so  ist  be- 
kanntlich : 


C12) 


d3«=r«  +  2r^s. 


waus  fo)gt: 


da«— r» 

es  —  — 2r~'' 

ond  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt   und   darauf  Rücksicht 
nimmt,  dass  nach  dem  obep  Bewiesenen 

ist,  so  zeigt  sich : 

oder 

(13)  12r«  =  cP+rfi«+d2*+rfa^ 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Distanzen  des  Mit- 
telpunktes des  umsichriebenen  Kreises  von  den  Mittel- 
punkten der  vier  Berührungskreise  eines  Dreieckes 
iBt  gleich  dem  zwulffachen  Quadrat  über  dem  Hadius 
des  umschriebenen  Kreises. 

Setzt  man  ferner  die  eben  fOr  p,  ^|,  p2>  ^  gefunden^w  «tj^ti^* 
in  die  oft  benutzte  Gleichung 


(10)  Ui  +  l+i 

Q       Qi       Q^       Q9 
und  bringt  sie  auf  Null,  so  erhält  man  nach  Division  mit  2r: 

oder 

l2i«^T2#  +  12r»— 12rfi»  +  12r»-  12«^a  +  12r»— 12<^*  ~*^ 
oder,  weil  mit  R&cksicht  auf  die  Gleichung  (13) 

12r«-12rf«  =d,»  +  rfa«+rf3«— lleP, 

12ra— 12rf2?  =  rf«  +<^»+d^a-ll<ia«, 
ist: 

+  ^+ dl" +«^'^11^8*  ^  <P  +  c^*+rfa«-llrf5»=  ^' 

und  dieses  ist  die  Bedingungsgleichung»    durch  welche  £0 
vier  Distanzen  d,  di,  d^,  d^  mit  einander  verbunden  sind. 


ünferdiU^^i^.T^^ABiufBCh^S^rikiä.  äerefiem(H  ^rip^nometrie. 
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Einfache  Begrändung  der  ebenen  Trigonometrie. 

Von 
Herrn  Franz  Unferdinger^ 

Bhrer  der  Mathematik   in    der   k.  k.    österreichischen   Kriegs -Marine^ 
eingeschifft  auf  Sr.  M^j.  Propeller -Fregatte  Donau. 


Die  Lehre  vom  rechtwinkeligen  Dreieck  (welche  aus  den  ersten 
egriffen  der  Goniometirie  ohnehin  hervorgeht)  ajs  bekannt  voraus* 
»setzt,  sei  ABC  (Taf.  IL  Fig.  4.)  das  zu  betrachtende  Dreieck, 
3ssen  Seiten  wie  gewohnlich  durch  a,  ö,  c  bezeichnet  weiden 
ugen.  Wir  verlängern  beiderseits  die  Seite  Aß,  machen 
Dz=:JE=b,  BF=:ßG  —  a,  verbinden  die  Punkte  Z>,  JE,  F,  G 
it  C  durch  Gerade  und  ziehen  CP  senkrecht  auf  AB.  Alsdann 
nd  aus  geometrischen  Gründen  die  Dreiecke  CDE,  CFG  in  C 
^Chtwinkelig,    ferner  ist  ^  Z>  =  M ,    ^F=:iB,   folglich       . 

m  =  90O— iÄ  =  i(C+^),    n  =  m--J  =  J(C-J). 

US   der  Figur  sieht   man   unmittelbar,    dass 

G  +EF=22AB,    DF=:a  +  b  +  c,    DF -lABzua  +  b  -  c. 

Weil 


Cl)  CP^^DP.EP^  FP.  GP, 

liat  man  die  Proportion: 

BP:GP=FP.EP, 

DP:  DP—  GP=  FP:  FP—  EP, 
(2)  DP:DG=:FP:EF, 


4||§  Vnferiingtr;   Binflukf  Betründnnt 

woraus  fulgt: 

DP:DP  +  FP=:DG'.DG  +  EF, 
DP:DF=DGiiABi 

und  hieraus  folgt  mit  Rficksicht  Auf  das  Obige : 

PF. DG  _  (a+6  +  c)(b -f  y-a)  _  (6-|-c)'-«« 
^'  ~    2Aß     ~  2c  —  2c 

Ferner  folgt  aus  (2): 

FP=EF.^, 

oder,  weil, 

DP       DF 
FP^EP+EF,    :5S  =  23ß 


ist. 


mithio 


DF 
EP+EF=:EF.^, 


EF.  (DF^^AP)  _  (o  +  c  -■  ft)  (o  +  6— c) . 

2AB  '^  "le  * 


settt  mao  die  gefbndeDen  Werth«  fär  DP  und  EP  in  die  Glei- 
ehuDg  (1)  und  bezeiciinet  die  Höhe  CP  des  Dreieckes  ABCvM 
A,  bedenkt  man  femer,  dass»  wenn  A  den'  Flächeninhalt  diefi 
Dreicked  bezeichnet«  A^lch  Ut,  so  findet  man  mit  Leichtiglceit: 

(       1   , : 

(I)  j  ^"^  

Ferner  ist  offenbar: 

DP=z  ADi-AP=b  +  bCo8A=:2b  Cos«U, 

EP-AE^AP=;:b-bCo8A—2bS\n^lA, 

und  wenn  man  hieraus  CoslA,  SiniA  bestimmt  und  tat  DP,  EP 
seine  Werthe  setzt : 

Cosi^=iV"?^±HS±H^. 

(II)  j  r- ^  - 


tter  täma^  Ififfananjietrfe.  4^% 

orans  auch  gleich  folgt: 

tgi^— \  («+6+c)(6+*-/ir 


Well  nach  dem  Obigen 

2c 


=  6  +  ÄCog24. 


0  hat  man  zar  Berechnung  einer  Seite  aus  den  beiden  anderen 
hd  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel,  wie  man  bald  fitidet, 
ie  Gleichung: 

(IV)  a«=  6«  +  c«  -  26cCds  A. 

W^l  in  den  b^en  techtfrinkligen  Dreiecken  ACP  and  BCP 
'P=:bS\nA  =  aSinB,  weil  ferner  J=lc.CPisi,  so  hat  mao 
ich : 

(V)  a:b  —  S\nA:SinB, 

(VI)  J  =  lbcS\u4. 
Kraft  obiger  Proportion  hat  man 

Im  JÄC6:    ilC:  il  Cr  rät  Sin  m:  Sinn, 

im  JACF:    i<C:^F=SinF:Sin(00«+n) 

6:c-a  =  SinS(C  +  ^):  Sinuc- i<), 
6:c  +  a=s:Cos4(C+^):Co»KC--rf)5 
oraas  folgt: 

J  6Sin4(C-J)=(c-ii)Sini(Cf  i4)  =(c-a)Coslß, 
6Cosi(C-^)=(c+«)CosKC+il)=(c+a)Sinil? ; 

ad  wenn  man  diese  Gleichungen  multiplicirt  und  dividirt: 

6«Sin  (C'-A)  =  (c«-a«)  Sin(C+^)  =  (c^-a^)  Sin», 

(VUI)^  c-a  c— a 

^tgi(C-.^)  =  ^tgi(C+  ^)  =  l^ctgiÄ 


(vn)    I 


\ 

«^ 

N 
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Es  ist  auch: 

DP=::BD'-BP=b  +  C'-aCoBB=2bCosHA, 

mithin  ist: 


(IX) 


^fö  +  c—aCoaB 
Cos  lA=z  w 


26 


Si„i^  =  y^^^+«CosÄ 


26 


Die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  CDP  und  CFP  geben 
CP=s DP.cig\A  =  FP.ctgiB ,  und  man  hat  die  Proportion: 

DP:  FP  =  ctg  iB :  ctg  M ; 

weil  aber  nach  dem  Obigen  DPiFPssDGiEG  ist,  so  hat  man 
aach: 

DG. EG  =  ctg  ifi  :ctgl^, 

und  wenn  man  ffir  DG  und  EG  ihre  Werthe  setzt  und  die  Pro- 
portion in  eine  Gleichung  verwandelt,  so  wird  man  zu  folgender 
Relation  geführt: 

(X)  (6+c-c)ctgi2<  =  (a+c-6)ctgJß=(a+6-c)ctgiC. 

Es  kann  nicht  meine  Absicht  sein,  dieser  Skizze  eincD 
besonderen  wissenschaftlichen  Werth  beizumessen ^  aber  den  Be- 
dürfnissen des  trigonometrischen  Unterrichts  empfiehlt  sich  der 
hier  betretene  Weg  durch  seine  Einfachheit.  Indem  man  die  Figar 
dergestalt  abändert,  dass  die  Basis  kleiner  als  eine  der  beiden 
inier  als  beide  anderen  Seiten  wird  und  das  Perpendikel  ausserhalb 
Im«  Dreiecks  fällt,   gibt  man  Schülern  Gelegenheit  zu  nfitzlicber 
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^  •  ;..:•* 


't^ 


i  .-   .-^  -t;  - 


''  ^ 


mung  der  Quadraturen  sämmtlicher  Kegelschnitte 
t  jenes  in  Theil  XXXI.  S.  449.  bewiesenen  all- 
gemeinen  Satzes  von  den  Curven. 


Von 

Herrn  Doctor  Fö/Jer, 

Lehrer  an  der  Realschule  zn  Saalfeld. 


1 1  »"■ 


merkwürdige  GränzverhSitiiiss  bei  ebenen  Catveri,  weh 
i  Herrn  Professor  Dr.  Grnnert  und  mir*)  inTh'ellXXM: 
:hivs  (S.449.)  bewiesen,  gab  mir  bald  Veranlassinig  i^^ti  '' 
st  es  nicht  möglich»  mittelst  jenes  Satzes  den  Flächeninhalt 
Kurven  zu  bestimmen  ?    Mit  diesem  Gedanken  wandte  ich 

natürlich  nur  für's  Erste  —  zu  bekannten  Curven  und 
^ie  aus  Tbl.  XXXII.  S.  420.  dieser  Zeitschrift  zu  ersehen  — 
t  zur  Parabel,  die  hinsichtlich  ihrer  Quadratur  jedenfalls 
ichste  aller  Kegelschnitte  ist. 

Bezugnahme  auf  jenen  allgemeinen  Satz  und  mit  Hülfe 
passender  Transformationen  der  an  jenem  Orte  aufgestellt 
emeinen  Formel  des  bewussten  Verhältnisses  gelang  es 
Kurzem  die  Formel  für  den  Flächeninhalt  der  Parabel  ab- 
Die  Ableitung'  ist  auch  nicht  complicirt,  und  gewiss 
dar,  der  das  Agens  der  höheren  Analysis,  den  Begriff 
indlicbkleinen,  nach  allen  seinen  Beziehungen  richtig  anf- 
i  bemüht  gewesen. 

iss   der  Gang  der  so  eben    erwähnten  Entwickelang   ist 
eeignet,  darnach  auch  den  Flächeninhalt  der  übrigen  Kegel- 


[errn  Dr.  Völler  gehührt  allein  die  Ehre  der  Erfindung;   ich 
an  gar  keinen  Theil.  G. 

XXXIII.  ,    29 


w 


tsfli^^H 
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schnitte  mit  Leichtigkeit  bestimmen  zu  kSnoen,  weshalb  ich  d» 
Untersuchung  von  Neuem  aufgenommen  und  nunmehr  auf  ein  i 
Verfahren  zur  Bestimmung  der  Quadraturen  sämmtücher  K^l- 
schnitte  aufmerksam  machen  möchte,  tvelches  allerdings  nicht  ddt 
ein  Bedenken  in  Bezug  auf  das  ganze  Ralsonnement  der  der 
höheren  Anaiyeis  entsprechenden  Herleituii<;  in  keiner  Weise  ge- 
stattet, sondern  welches  auch  hinsichtlich  des  Calculs  gTSeaetfr 
Bequemlichkeit  als  das  in  Thei)  XXXII.  heschriebene  dubieteL 


Es  sei  O  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  (Taf.  II.  Pig.  6.  , 
und  das  unendlich  kleine  Segment  habe  eine  solche  Lage,  da^ 
die  Sehne  desselben  seukrecbt  auf  der  A-Acbse  steht,  also  syi^ 
.  metrisch  gegen  letztere  gelegen  ist. 

Da  nun  für  unendlich  kleine  Dimensionen : 

Segm.  =|.A^5W,  , 

so  kann  man  filr's  Erste  —  wenn  nur  die  endlichen  Wertfae  ia't 
Auge  gefasst  werden  und  ausserdem  auf  dte  Entwickelung  Rßct- 
sichl  genommen  wird,  die  in  Tbeil  XXXI.   des  Archivs  gegebao 


n  ist  ab«r  abgMehiüti  t<mi  Zeiclieti  -—  deon  hi«r  IntefeMiMn 
r  die  absoiaten  Zaiilenw^fthe  —  bei  der  Parabel:    -  ?  ) 

I 

tbin  erhält  man: 

» 

«  die  bekannte  Formel  ffir  den  Fläeheninbalt  einea  Parabel- 
gments  ist. 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  allerdings  in  der  vorstehenden  ^ 
itwickelung  darin  ein  Versehen  begangen  worden  zu  sein,  dass 
s  Gränzverbältniss,  welches  ursprünglich  nur  ftir  unendlich  kleine 
ossen  Geltung  hatte,  auch  stillschweigend  auf  endliche  Werthe 
Urtragten  worden. 

Indess>  obgleich  dies  geschehen,  seist  doch  die  Untersuchung 
;ht  unrichtig,  weil  die  Formel,  welche  für  den  Flächeninhalt 
s  Dreiecks  MTN  substituirt  worden,  natürlich  auch  dann  noeh 
t,  sobald  Xi  und  oTa  ^^^c  klein,  d.  h.  unendiichklein  werden, 

Ueberdies  kann  man  auch  in  dem  Endresultat 

Segm.sst  1.^^22(2 

ter  x^  und  y^  sich  recht  gut  ix^  und  dy^  denken,  indem  däün 
:r  für  ein  bestimmtes  Parafoelsegment : 

Segm.  =  tffdxg^Sy^  +  C 
er 


Segm.  =  J  /       8^a  /      %s 


setzt  zu  werden  braucht,  was  in  gleicher  Weise,  da  hier  x^ 
d  ^£  als  unabhängige  Variable  anzusehen  sind,  wieder  zu  der 
»rmel 

Segm.  =1.0:2^2 

hrt  *). 


n. 

D  e  r    K  r  e  i  s. 

Liegt  das  Segment   (Taf.  IL  Fig.  6.)   auch  hier  symmetrisch 
Ten  die  JT- Achse,    so  gilt  in  gleicher  Weise   —  sobald  man 

^)  Bei  der  ertteo  Ableitung  der  Qaadratar  der  Parabel  in  Theil  XXXII. 
^iese  Discussion  leider  abergangen  worden. 
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iie  Accente  UDferdruckt  —  für  ein  noendlich  kleines  Segment  tit 
allgemeine  Formel  *) : 

Segm.  =|.^7^.  (1) 

Es  ist  aber,  wie  aus  den  Eigenschaften  des  Kreises  bekannt, 
in  Rücksicht  auf  absolute  Werthbestimmung : 


mithin : 


rw=f. 


Sogm.  =;.^,  (2) 


wo  wiederum  y  hinsichtlich  seiner  absoluten  Länge  als  fast  ver- 
schwindend angesehen  werden  kann ;  immer  wird  jedoch  auch  in 
diesem  Falle  die  Gleichung: 

ara  +  ya  =  ra 
bestehen. 

Man  erhält  demnach  nach  Substitution  des  Werthes  arrsVr^-jf* 
in  Formel  (2)  die  neue  Gleichung: 

Da  nun  aber  unter  den  gegebenen  Umständen 
gesetzt  werden  kann,  so  geht  Gleichung  (3)  über  in: 


Segm.=1.3/^^^^+C. 


d.  i. 


s«s»=2/v&  +  ^-.  ^'^ 


y 

Letzterer  Ausdruck  läset  sich  leicht  integriren  und  zwar  nach  der 
allgemeinen  Formel: 


*)  Auf   diesen  höchst   wichtigen    allgemeinen  Ausdruck    verde  ick 
zur  Zeit  an  einem  anderen  Orte  zurückkommen. 


mttft^KMm^^in  TAI.ZI.S.9A9.  bewies.  allgem.Sat%€$9ond€nCurv.i^1 

ir«^  nur  nodh  zu  berücksichtigen  ist,  dasls  in  dem  specieilen  Fall 
nsrO»  der  allerdings  nicht  unter  ^er  allgemeinen  Formel  entbuüT- 
ten  ist^  bekanntlich: 


arc(8in  =^)  -f  Const. 


gesetzt  werden  muss. 

Man  bringe  also  zunächst  Gleichung  (4)   auf  die  Form 


Segm. 


HC, 


dana  «rgifibt  sich  weiter: 


Segm.  =2r*  j-!L!_^/-  +  j 


arc(sin=?^)[  +  C. 


lotegrirt  man  nunmehr  von  ^  =  0  bis  y  =  r,  so  erhält  man  als 
Ausdruck  für  die  halbe  Kreisfläche: 


2r».4.J, 


oder: 


r*7t 


T' 


mithin  für  den   ganzen  Kreis: 


r*Tc. 


111. 

Die    Ellipse, 

Ganz  analog  dem  Verfahren,  welches  beim  Kreise  zur  Be- 
^^iQimung  der  Quadratur  desselben  angewandt  wurde^  ist  dasjenige, 
Reiches  zur  Formel  für  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  fuhrt. 

Man  gehe  nehmlich  auch  hier  wieder  von  der  Gleichung: 


440    ^(^H^* '   Vpniimm,  der  Quadruturen  tämmü.  Me§ii9t1mtttf 
(Mihi  U(  uliur  In  ibiii  vorUegeuden  Falle: 


llmillllll'll  : 


:r"  — «* 


\VuH4»ii  tlvf  («I^IvhuikK 


6"* 


a.  1. 


I 


i«- 


/•*--;,    7  -»Ji» 


*  1  »■ 


/    1^ 


^iKCij^**«»    /   "  ■   ,    *~i     «?•<!«    üii    Utile    >er 


«    I 


zur 


milM»Jtiü$fM7U9l.S.m:bM     aiiffeäi.8iMes  van  den Curr. til 

m 

bestifflnit  werdeo  käon/ jiveno  man  übrigens  nar  noch' darauf  Rück- 
sicht nimmt,  dass 

ist.  N 

Man  bringe  also  zunächst  obigen  Ausdruck  auf  die  Form: 

Segm.  =2«6  /   ^^      M,  +  C. 


-m 


(S) 

dann  ergiebt  sich  mit  Bezugnahme  auf  die  allgemeine  Formel : 
Segm.=2«6JiV4^'-|log(f  +  V^^)|   +  C 

k 

oder : 

vre 5  wegen  der  besonderen  Eigenschaften  der  Hyperbel,  die  Con- 
stante  dadurch  wegfallt,  dass  mi^n  von  ^  =  0  bis  y^=y  integrirt. 
In  welchem  Falle  man  für  ein  beliebiges,  gegen  die  2l- Achse  sym- 
metrisch gelegenes  Flächenstück  eines  Hyperbelastes  zu  der  For- 
mel gelangt: 

Da  aber  für  gewöhnlich  die  Variable  x  mit  in  die  Formel  her* 
eingezogen  wird,   so  ergiebt  sich,  weil 

ist: 

Segm.  =2a6  \       ^.«.^6« »'"S' T «' 

d.  i*  endlich : 

Segm.  =2a6| g^j^ ilog. 1, 


444        Spi$%:^   Zur  Aufi9sim§Hquadr4UiBAk^  eMehumgem. 
Setzen  wir 

BD^ÄE  —  q,     >      .....      (§) 

80  muss,  weno  der  KegelschDitt  (3)  das  System  zweier  Crendeo 
darstellen  soll^  die  Beziehang  stattfinden: 

p(Jy +  Är +  />)«— (j»ar+^)*=:0*) 

oder 


Ay  +  Ba:  +  D  =  ^^,      .....    (7) 


WO  P  einen  beliebigen  der  zwei  Werthe  von  Vp  bedeutet. 

Da  aber 

pr  — ^«  =  0, 
so  ist 

WO  das  Zeichen  auf  der  linken  Seite  so  gewählt  werden  mvas, 
dass  die  Gleichheit  wirklich  stattfindet     Bezeichnen  wir  diesen 

Werth  von  ^  durch  B  und  berücksichtigen,  dass  P^=:p,  so  ?e^ 

mpdelt  sich  die  Gleichung  (7)  in : 

Ay+Bx  +  D=zVx+n (8) 

■ 

Vermöge  der  Relationen  (6)  ist  aber: 

und  es  darf  somit 

gesetzt  werden. 

*)  Siebe  $.  2,  de«  in  vorhergehender  Note  angefahrten  AnftaUei. 


Hao  «rUilt  nehnilich  «udp.  bier: 


oder 


...  =»  - .. .  -  (^)"'© 


I 


=2.?.6.  f 


V '-(!)•■ 


demnach  nach  erfolgter  Integration: 


=.  v'-KO" 


iV"'-(f)" 

-K -f  i  arc  (sin  =  f) 


Segni.  =2a6 


y=o 


Es  ergiebt  sich  also,  wenn  man  die  angedeuteten  GrSoäem  be* 
riicksichtigt,  fär  die  halbe  Ellipse  di^  Formel : 

Ja 

oder 

aÖTt 

folglich  fi3r  die  ganze  Ellipse  der  Ausdruck  des  Flächeninhaltes: 

abn. 


IV, 

Die    Hyperbel. 

Allgemein  gilt  für  alle   ebenen  Curven  bei  verschwindenden 
Dimensionen  die  Gleichung :  . 

Segra.  =}.-py^^, 
mithin  auch  bei  der  Hyperbel.    (Taf.  H.  Fig.  8.) 


^4M       Vjßi^lf^yi^r  Aü/l99wi9'H^ua»isal$bker^^ 

a^  +  2ar» — 25;i;«— 26a:  +  128  =  0 

die  vorgelegte  Gleichung«   6o  ergeben  sich  aus  der  Vergleich 
derselben  mit  der  allgemeinen  Form  (1)  die  Beziehungen : 

Ä=t:2,  ilfrs-26, 

1»  =  — 25,  2V^=128; 

und  es  wird  also: 

-2jL=:50, 
Küf+L«  — 42V=93, 

so  dass  die  Gleichung  (5)  iibergeht  in: 

ft8+50fi«+93^— 144«:0. 
Hieraus  ergeben  sich  fiir  f»  die  Werthe: 

1,        —3,       _4& 

Für  jeden  dieser  Werthe  miiss  nun  die  Gleichung  (9)  die 
Wurzeln  der  vorgelegten  biquadratischen  Gleichung  liefern,  wi 
man  dort  einmal  P  positiv»  das  andere  Mal  P  negativ,  in  Re 
nung  bringt. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  sei 


und  setzen 


p=\rfi^=+2. 


also 

^=i- V — ^=+'' 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (9)  in 

a:«  +  ar— 11  =2a?+l, 

woraus  folgt: 

afj  =  4,    a?2  ==^ "~  3. 

WäMen  wir  nun  in  derselbisn  Gleichung  (9)  und  bei  derseibeo 
Annahme  von  fi  für 

P  =  -2. 


.-  =  -»* 

iso  erhalten  wir : 

a?«  |-:r— 11=  — 2a?— 1, 
mid  hieraus:  ' 

a:8=  — 5,    074  =  2; 

lie  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  daher: 

4,    —3,    —5,    2. 
Hätten  wir 

^  =  ^48 

ngenommen,  so  w5re 


p=+V 


-j— p=+7, 
tlso 

»-jj-2 
B^Worden,  and  die  Gleichung  (9)  übergegangen  in: 

23  7 

Voraus  sich  die  zwei  Wurzeln  4  und  3  ergeben«. 

Nehmen  wir 

P  =  -7, 


^Iso 


B  =  — 2' 


■0/. 


%o  folgen  aus  der  Gleichung 

HG    T  ^  T  "o"  •"•         *  ^  "^  Ö 
♦ 

die  beiden  anderen  Wurzeln  — 5  und  — 3. 

Wir  erhalten  somit  genau  dieselben  Resultate  wie  bei  der 
ersten  Substitution.  Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  dieses  für  die 
dritte  Substitution  von  ft=:l  zeigen. 

Es  ist  klar,  dass  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  noch 
mehre  Auflösungen  der  biquadratjschen  Gleichungen  können  er- 
lielt  werden. 


4^  Simon:    üeber  perip4i9Che  KelUnärßche. 


Ueber  periodische  Kettenbrüche. 

Von 

Herrn  Dr.   O.  Simon, 

ordentlichem  Lehrer  am königl.  Joachimstharschen  Gymnasio  za  Berlin. 


Die  vom  Prof.  Oettlnger  im  44.  Bande  des  (^relle'sGben 
Journals  yeröffentlichten  Resultate  über  periodische  Keftenbrucbe 
sind  von  zu  grossem  Interesse «  als  di^ss  nicht  statt  der  umstand 
liehen  Induction  ein  analytisches  Verfahren  gesucht  vperden  sollte, 
durch  welches  jene  Ergebnisse  mit  grösserer  Allgemeinheit  und 
Einfachheit  abzuleiten  wären.  In  den  folgenden  Untersuchungen, 
die,  von  einigen  Sätzen  Mobius'  und  C  lausen 's  ausgehend, 
dieses  Ziel  verfolgen^  sollen  überdiess  die  allgemeinen  Ausdrucke 
für  unendliche  periodische  Kettenbrüche  in  geschlossener  Form 
gegeben,  und  daraus  specielle  Resultate  für  die  Darstellung  von 
Quadratwurzeln  gezogen  werden. 

I. 

Wird  der  allgemeine  Kettenbruch 


a?=: 


Üi  +Ö 


2 


flTj  +•...  +  An 


«n+f- 


durch  das  Symbol    f-^>  —»•.,.—>   —j  dargestellt,  so  ergibt  sich 
zui^äehst  die  Beziehung  i 


Sintö'ki  *  difber  perfbäisc/He  Ketteiibrncike. '  .    4^* 

I  hieraus  folgende  Gleichung  fär  den  letzten  Nenner  o : 

(ß  bn  h^  bi\ 

an   .»  ««— 1  «1  x/ 

Da  einem  Werthe  von  a  nur  ein  Werth  von  x  entspricht,  und 
(ekehrt,  so  föhrt  der  Kettenhruch  zu  der  Gleichung 

A,  B,  C,  D,  Functionen  von  b  und  a,  zu  bestimmen,  setze  man 

«  =  0,    «=00;,    ar=0,    a:=a), 
lureh  sich  folgende  Relationen  ergehen: 

1  daher  durch  Gleichsetzung  der  heiden  Werthe  von    j^'» 
!»  Gleichung  (X)  nimmt  hiernach  folgende  Form  an: 

[x-f^ *:)][«  +  f£,„..% 

■-       \ai'      Qn/^^       \au       ayj^ 

■■  ■  ^"^  1        •  ••••         f  l         •  ••••         1    I    I        •••••  1 1         ««•*•         J 

\«1  On/\fln         Ol/        \ai'        «n-l/Va»         «l/ 

V«l  «n/  V«n         fli/      •\fli  «fi/  \fln  ««>/ 

\yird    nunmehr   für   a   und   ß   resp.    an-|-i    und   6n-f-i    und  für 

i.+(-^^  ..... -^  )  der  reciproke  Werth  von   ( »  -^^,....  —  1 

Qtzty   SO  resultirt  zunächst: 

«1  .  ««+1/   \«i    ««/ 

ihcil  XXXIII.  30 
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und  darch  Wiederholimg  dieser  GleicbiiDg: 

/      l^nA    A  A  /"  ^  M   /"l  MV    '  M*      f^\ 

^       ^     *    *  ^  Vön+l      «1/  Von       «1/    \a«i-i      «1/        \fli/ 

Da  dieselbe  Differenz  aber  auch  gleich 

-*.  r-l- ^Vi> *-)r(*=±j,3W*=±J>.>.&)l 

*V«ii+l  fll/Völ    «a  fln/LV  On  Ol/     \  an  oJS 

80  findet  man  für  sie  nach  ähnlicher  Berechnung  der  sich  Uer 
darbietenden  Differenz  den  Ausdruck: 

Aus   der  GieichsteUung  beider  Wertbe   der  Differei^   folgt  dia 
wichtige  Relation: 

/l      b^  ht\(\  bn\       (\\ 

Der  reciproke  Werth  des  links  stehenden  Productes  ist  für  die 
weitere  Ontersucbung  von   grosster  Bedeutung  und   mag»  obwol 

von  ^1  unabhängig,  durch  g)^— »....— j  bezeichnet  werden.   Oo- 
mittelbar  erhellen  folgende  Gleichungen : 

/■6a         6ii"\      V«a a«/  Vos '  ""  ««/  ""  \««/  * 

.     A  *A_^A       ^t  Ä.\ 

"^  Vfll  ttny        ^\an     On^l  a^/ 

Aus  der  Verbindung  der  ersten  Gleichung  mit  der  für  h^  •'~JT — Ij 

Jkzl     ^ 

aufzustellenden  resultirt  der  Ausdruck  für  den  Kettenbrueh: 


Dl  den  Cbaracter  der  Fanetion  q)  zu  erkeonien ,  setze  bmui  4ie- 
in  (A)  ein  9  woraus  sogleicb  fp|gt>  dass 

eine  ganze  Function  d^  b  und  a  ist^  und  demnach  bi.q>(  ''^f-^J 

iähler»  g>i —>....— J  clenNcipner  des  Kettenbruchs/— ,.,..— J 
Ut.    Daher  fuhrt  die  zweite  der  obigen  Gleichungen  zu  dem 

(A  A  \ 

T^,  ....  ~) 
Ol  ön/ 

~;   ,....  —  1  gleiche  Nenner  haben,  die  (Gleichheit  der 

.öji     flfi— 1         fli/ 

ir  dagegen  fßr  dte  KettenbrSche  f— ,....-*^J  und  (—,..•. r~J 

inn  stattfindet >   wenn  sämmtliche  Zähler  b  einander  gleich 
—  Die  Clfefchnng  (X)  tohrt  demnach  zu  dem  Resultat :    " ' 

DS  durch  Einsetzung  der  Functionen  q>  fibergeht  in: 


2. 

limmt  man  nunmehr  an»  dass  der  Kettenbruch  aus  ni-m-i-l 
enten  besteht  s 

\ciji'         an       Ji'        Jm      «y 

sst  «ich  di^ss  auf  die  frühere  ^leiehuiig  durch  die  Substitu* 
1  zuröckführen : 


^*{2f'."'*3f'D'   «te+S^fl 


ao* 
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wötiach:  ;    i 

Indem  man  für  die  beiden  Werthe  von  x  «id  ffir  den  von  £  die 
der  Gleichung  (X)  analogen  aufstellt  und  17,  |  aus  x  und  a  be- 
stimmt 5  erhält  man: 

©*l  — ».... I  x—\  — ••••• —  I 


(I)     I- 


Aus  (a)  reßoltirt  die  Zusammengehörigkeit  der  Werthe 

sowie  aus  (|)  und  (17)  die  von 

-Die  letzteren,  in  (0;)  eingesetzt,  ergeben  die  Gleichung: 

V 

ebenso  folgt  durch  Substitution  der  ersteren  Werthepaare  in  die 
Differenz  von  (S)  und  (iy): 

VOn-l           «i/  ^  V^i           Am/ 
—  /_  l\m       Bi....Bmß 1 


md  aus   dieser  Doppelgleicbahg«   nach   Benutzung   der    vorigen 
Gleichung  und  Ausziehung  der  Quadratwurzel: 

^  /hl  Bni\ 


'  -.'. 


....  ''U ^J'^llT' -3;;:/        . 

llit  Hfilfe  dieser  Relation  ergeben  sich  aus  eben  jener  Doppel- 
gleichnng: 


„/Ä,  bn-l\ 

^«ndet  man  die  Beziehung  I.  (A)  anf  (S)  an«  some  die  Glnchr 

*Qf  (S)  und  (Dg),  so  erhält  man  folgende  von  einander  nnabhän- 
{■ge  Uauptgleichungen : 

_,  fbi        bn\    (B^       B„\ 

+  ».«pi^^^."  ^jy(^3;.  ••4;;=9'i^5r ä:/* 

/6«  611— 1\       /61  ^m\        .       i\«_iJL  IL         ^^1         fim\ 


.',*>■ 
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Om  zunäolist  för  »(—,..:.— V  einen  geschlossenen  Ami^ 

druck  za  finden»  bedient  man  sich  der  Gleichung  (IV),  indem  oeis^ 
die  dort  vorkommende,  Von  X  unabhängige  Summe 

cpl  — 9 ....  —  jT"öiqpl— > ...."; —  I 
^V«i  ««y  Va«         fln— 1/ 

mit  4^  befteiehnet;  ]setzt  man:  .    ..  , 

SO  nimmt  (IV)  die  Form  an: 

Sa__<PS+(_-l)«6jftj ....  6,  =  0, 
daher? 

«1=2 +V  "4 -(-*>"*»  ••••*-'    '^=¥~V  T-<-^>"*'- 

iSi  ^2  ~  ("^  ^)"  ^1  •  •  •  •  Ä». 

Jetzt  nehme  nian  der  Allgemeinheit  wegen: 

so  erhält  man  fiir  X=0,  |iis=  — fti  und  fflr  1=1; 

1  1 


2\  ^-(-l)«Äi....6„ 


weshalb 


2Y  ^ (-1)"6,....6„ 

und  schliesslich : 

(K) 


Ä2A)^.(-i)«-i6j...6„(S,A«i-5^x-i) 


Nennt  man  die  den  Kettenbrücfaen  (  — >  •...  ~ )    und  (—,....—  ) 


S^ehSri^en,^  Nenner.  iVit  unjl  iVji.i^   so  ergiebt  siohdie  Oiflferenz 
ider  Kettenbrüche  als 

(-l)^-«6,.(6,....6„),-a.'^%^;^. 

Werden  die  den  Kettenbrächen  /^^,....^V  uii*f^,..u— ) 

tsprechenden  Nenner  mit  iV»  und  nZV»..!  bezeicfanet«  so  ist  die 
ifferenz  beider  Kettenbrüche: 

'•    .  ,  •     •  • 

Zur  Berechnung  des  unendlichen  ngliedrig  periodischen  Ketteü- 
'vches  dient  die  Gleichung  (K) ,  aus  welcher  durch  die  Annahme 
=  oc  resultirt:  ' ,    '' 


] 


I  .  ■  -  . 

I  welcher  <D,  wie  oben  angegeben  5   die  Summe    . 

1 

ezeichnet. 

# 

Durch  Vergleichung  dieses  Resultates  mit  dem  leicht  zu  finden- 
en  Werthe  eines  unendlichen  ein-,  resp.  zweigliedrig  periodi- 
chen  Kettenbruches  erhält  map  folgende  Sätze: 

1.    n  ungerade. 

Jeder  unendliche  Ttgüedrig  periodische  Kettenbruch  (  -^,,„.-^) 

:ann  auf  einen  unendlichen  eingliedrig  periodischen  ky  dessen 
iähler  das  Prodoct  bi.,,.bn  und  dessen  Nenner  O  ist,  zuröck* 
;effihrt  werden  vermittelst  der  Gleichung 
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Jieder  uneiidliche  itgliedrig  periodische  K(Bt)eiibrQcb  kann  auf 
einen  unendlidhen  zweigliedrig  periodiscben  k,  de«8etl  ZShIer  der 
Reibe  nach 

Äi  •  •• .  6» + V  61  ••••  ^A| •... ^ -^  1)  iiod  fr|«.«6ir^V  6|  ii».6n(6i  «^^4«— l)i 

dessen  Nenner  1  und  ä>— 26i*«».6»  «ind«  zQfüctcg^lict  werdep, 
so  dass 


+  — pr 6  _i\  •  [^ — ^*  ••••  ^*  —  VÄi  ....611(61  •.••611 — 1)]. 

üa  im  letztbezeicbneten  zweigliedrig  periodischen  Keüenbmcb 
die  Zähler  im  Allgemeinen  irrational  sind,  so  empfiehlt  sich  die 
Transformation  in  einen  Kettenbruch  mit  negativen  Yorzeicben. 
Werden  für  einen  solchen  die  den  9>  analogen  Functionen  mit  ^ 
bezeichnet,  so  genügen  sie  der  Relation 

Man  findet  alsdann  für  gerade  n,  dass 

jeder  unendliche  ngliedrig  periodische  Kettenbrueb  mit 
positiven  Vorzeichen  sich  in  einen  eingliedrig  perio- 
dischen k  mit  negativen  Vorzeichen ,  dessen  Zähler 
6|  ....An  und  dessen  Nenner  <P'ist,  verwandeln  lässt,  so  da» 

Voi"  *««/«      \ai'""ttH-i)       /bi       6«_i\ 

Allgemein  aber  ergiebt  sich : 

Jeder  unendliche  itgliedrig  periodische  Kettenbruch  mit  nega- 
tiven  Vorzeichen 


flj— -,— * 


fljj"""  •••• 


kann   auf  einen   eingliedrig   periodischen  k  mit   negativen  Vor- 
zeichen,   dessen  Zähler  61  ....6«  und  dessen  Nenner 


ist,  surückgeflllirt  werden  iv«eniilttelst  der  Gleichung 

4iilBe  •iBfachfllre'43e«talt  nelinieii  diese  Relationeti  in,  wetm 
«sfimmtliehe  Zähler  b  gleich  1  gesetzt  werden;  bezeichnet  man 
-sd^äanh  deta  K^eilbruch 


.  1 


<■  I  v *  I  it  ■■ 


n»it  («,„..»),    sowie  die  Function  g>  mit  9>(a,....ii),   so  ergiebt  sich 
Sttnieiist: 

9>(«i....n)  =  9>(ciii....l), 


f 


(aii....l)A  "^  9(01 ....  n—l) 

<p  =  g>(ai....n)  +  g>(aa  ....«-i) , 

^^-••"^«-g>(a.....»-i)L\  T-(-^*>" 3 T-J- 

Sehr  vereinfacht  wird  die  Reduction  dieses  speciellen  Ketten- 
braches»  dessen  Periode  eine  grade  Anzahl  von'Neniiern  hat^  auf 
^inen  zweigliedrig  periodischen  U;  denn  die  Nenner  des  letzte- 
ren heissen  der  Reihe  nach  1  und  <P— 2,  während  die  Zähler  1 
bleiben,  so  dass 

1 

(ai....fl)«  —  («I  ....«-0  +  'y(q^'    ^,1)'^^—  ^)- 


Der  Werth  der  Quadratwurzel»  die  hiernach  durch  den  Ket- 
tenbruch mit  den  Zählern  1  dargestellt  wird^  hängt  davon  ah: 
1)  ob  die  Anzahl  der  Stellen  in  einer  Nennerperiode  und  2)  ob 
der  Ausdruck  <P  grade  oder  ungrade  ist.  Mach  dem  Bisherigen 
darf  aber  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  werden,  dass  der  Radikand 


4I]|» 


Simmn:    Ceder  periodische  Kettenbrücke, 


-'ineo  quadratisdieB  Factor  enthalt 
>uüä«fi,  wann  ilte  Gleichang 


E»  bleibt  daher   zu  unter- 


=  a*L 


»CttUlintieC»  vünui»|cesetat,  dasa  L,  tau  aaa  ersten  Prinizahl{N)teD- 
'.eu  üOTtahL  Es  erh«Uao  daraus  die  BedinguDgeo,  unter  welcbea 
eiue  irraüooale  Quadratwurzel  durch  einen  Kettenbruch  von  einer 
:;raüeii  oder  uugraden  Stelfeuzahl  der  Periode  dargestellt  wird. 
l>to  KeiMiltate  die«er  Untersuchung  vergegenwärtigt  die  folgende 
r:iüeile,  in  welcher  zu  jeder  Form  von  L  die  Form  des  quadra- 
titfcheu  Fuctorb  u,  sowie  die  von  i0»  und  endlich  die  Beschaf* 
ieuheftt  viiu  ti  auget;i»heu  ist. 


in  V  l 

NA  1-1   . 


Vi  I  ^*  . 

S/*  I  7    . 

...  i    i) 


I»  V.  «I.  Kerm      ' 


4/     .     . 
4^+1   . 

4^  i-i   . 
li  +  1 

1/ 

Wtl    . 
W  l  1 


^0  T,  d.  Form 


•  • 


grade 
I  ungrade 


>9 


srade 


ffrade 


>» 
»» 


4i  icftp.  4/>ä 

'  grade 

4/  h  l  .     .     . 

ungrade 

ii  k  l  .     .     . 

»> 

8Ä±1 

2 
2A  +  1 


oder  8^-1^2 


SJt±l 
4k 


16£J:1  resp.  Wkiß 

Sk±l 

8t+3 


i^  ittk^.  U-l-2  i  grade        16£J:1  resp.  WUiß 


Spiizer:  tniegr.  (kr  Gleich.  iax-{ ^^+0^^+«^^  +^^==®- 


Integration  der  Oleichung 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^  * 

Profesgor    an    der    Handels  -  Akademie    zu    Wien* 


Differenzirt  man  diese  Gleichung  bezüglich  x  mnial^  so  bat  man : 

md  setzt  man 

m  =  —  A, 

so  vereinfacht, sich  dieselbe  und  gibt  durch  Integration:  . 

(venn  9(0:)  eine  willkfihrliche  Function  von  ^  bedeutet  Da  man 
emen  ganz  ähnlichen  Ausdruck,  mit  einer  willkührlichen  Function 
ron  y  versehen,  gewinnen  kann,,  so  ergibt  sich  fär  das  voibtän^ 
dige  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 

^"^rfdr^-i  L(ax+by+cyJ  "•"  dyf*-^  L(ax+öy  +  c)^J' 

Anmerkung.    Wird   derselbe  Weg    eingeschlagen   bei    der 
Integration  der  Gleichung 

[«+9'i(»)]rf^+%(y)rfj+»»^=o. 

(o  erhBlt  man: 

toter  F(x)  eine  willköbrliche  Function  von  x  verstanden. 


4&iSie6ec6r  Die  Brennpuuhfe  eines  h'egeluiinlUs ats iolche  Punki 


XXX. 

Die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  als  solche  PunlL_^  t^ 
der  Kbcnc  aufgefasst,  in  welchen  je  zivei  entsprechen««/^ 
Punkte  zweier  kreisverwandter  Systeme  vereinigt  sir»^ 


Herrn  Doctor  H.  Siebeek, 
Diiector  der  Proviaiial  -  Gewerbeschule  «n  Liegnilx. 


n  einem  Aufsätze  im  55.  Bande  des  Crelle'schen  Jonr- 
nals  babe  ich  u.  A.  nachgewiesen,  dass  bei  Zugrnndelegung  der 
TOD  Gauss  gegebenen  graphischen  Darstellung  imaginärer  Zah- 
len,   die   Bedeutung  des   Ausdrucks    —^-^ —    völlig    mit    der  dee 

gleichlautenden  Ausdrucks  im  ha ryceutri schon  Calciil  Qbereinstimmt 
Sind  nämlich  A  und  B  beliebige  conslante  complexe  Zahlen, 
durch  welche  also  zwei  beliebige  feste  Punkte  einer  Ebene  dai- 
gestellt   werden  und   ist  d   eine  beliebige   reelle  Zahl,   so  ist 

■  [  ■"  Ausdruck  eines    in   der  Geraden  4B  liegenden  Punlctes 

P,  und  zwar  des  so  liegenden  Punktes,  dass  das  Schnittverbfilt- 


AP 


niss  7jR  =  f  ist-     Nimmt  man   daher   v  als    veränderlich  an,    so 
;  Ausdruck  der  Geraden  AB   betrachtet  w*rde«. 


kann  - 


PB' 

A  +  Bc 
1  +  v 

wobei  nicht  zu  fibersehen  ist,  dass  t>  einen  positiven  oder  nega- 
tiven Werlb  hat,  jenachdem  der  durch  jenen  Ausdruck  darge- 
stellte Punkt  in  der  zwischen  A  und  B  liegenden  Strecke,  o4st 
ausserhalb  derselben  liegt. 


äer'W^en»  mtflltfämim  Micken  Je  9BWet  enüpteeli^  PmkOhUdt  JIM 


ÜBtersocheh  wir  nun,   ob  aooli   der  allgemeinere  Ansdrock 

— s — — ,  in  welchem  ABC  wieder  beliebige  feste  Punkte 

ie  sogenannten  Fondamentalpunkte) ,  tcrw  aber  beliebige  reelle 
ihlen  sind,  hier  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  im  barycmtischeo 
Ucul.    Setzen  wir  su  dem  Ende 

~-^-^^^P,     (s.Taf.IUFig.9.) 
»  folgt  hieraus: 

Au  +  ßv P(u  f  t?  -f  fp)  —  Cw 

,  u+v     ""     (ti+r+w)— «7    •       ^ 

ßz^cbnefi  wir  deo.  durch  diese  einander  gleichen  AufdrGpkf^ 
pi^entirten  Punkt  durch  Xt  so  liegt  in  Folge  des  Obigen  J!^  sowohl 

J§9t  .Am     J?M 

AB,  als  auch  in  PC,  und  es  ist  somit  — ~ Durchschiittts-^ 

inkt  von  AB  und  PC    Ebenso  beweist  man,  dass  F= 


4        I  I 


v  +  w 

urchschnittspuukt    von    BC   und    AP*    endlich    J?=5: z 

orchschuittspunkt  von  AC  und  £P  ist.    Hierbei  sind  die  Schnitt«' 
srhältnisse   -it^*  Tc*  WÄ  ^^^"^^^  ^^™  Obigen  zufolge  resp« 

'«»   r*   :;;:;•     Somit  ist  Pzs — .,.^.^ —  derwng«  Punkt  der. 

lene,   welcher  so  liegt,  dass  die  Geraden  AP,  BP^^'CP^m^ 
igffrt  die  Selten  des  Dreiecks  ABC  resp«  nach  den  «Sehnittmef«' 

Ituissen  —  >    ~»    —   theilen^   und   es  bat  somit  der-AuÄdmefc. 

Au  ^  Bv  ^  Cw  *  ;       > 

der  That  von  unserem  Standpunkte  aus  vOllig  dieselbe  Bedeu* 
ng  wie  der  gleichlautende  im  barycentrischen  Galcül,  und  es^ 
»oben  überhaupt  alle  im  barycentrischen  Caicul  ge- 
>^gi«oen  Resultate,  in  soweit  sie  sich  nur  auf  eine 
tiene  beziehen,  auch  als  unmittelbar  für  den  Punkt-, 
lefll  mit  imaginären  Zahlen  gültig  angesehen  werden. 

•2. 

Muss.  nun  der  Punktcalcül  mit  imaginären  Zahlen  dem  bary*: 
utrischen  in  so  weit  nachstehen,  als  ersterer  sich  vorläufig  nur 
r  die  Ebene  beschränkt,  so  übertrifft  er  ihn  ddch  ande^ec^^ 


imiarlialb  di«M8  beiden  gemeineasieii  Gebietes  im  Tiagvreitie,  mH 
dorch  ihn  nicht  nnr  die  Addition  und  SubtracHon  Von  Ptahtn, 
wie  bei  jenen,  eondern  auch  die  Moltiplication,  Divieioa  etc.  n-' 
mÜtelbOT  in  die  Rechnung  eingeföhrt  werden- kann,  so  dän  H# 
dnedb  ermgelieht  -wird,  nicht  liloes   Attsdffleken  von  der  Vam 

— -j.      ,    - — ,  sondern  til>erhanpt  jedem  belieb'^n  aTgebraincliai 

oder  tranMcendenten  Ansdmcle  einen  planimetriachen  Sinn  bei- 
znlegen. 

Wenn  wir  non  nnternehmen,  die  so  el>en  angestellte  Bdaap- 
tnng  dorch  Entwicicelang  einer  neuen  Anschauungsweise^  mittelits 
deren  die  BreonpuDicte  der  Kegeischnitte  mit  der  Kreisverwandt* 
Schaft  in  Beziehung  gesetzt  werden,  zu  rechtfertigen,  so  miissei 
wir  noch  einige  yorl>emericungen  ▼orans9chicken,  theils  itehnb 
leichterer  Orientining  des  Lesers,  theils  auch  um  einige  Punlrte 
zu  erörtern,  welche  im  barycentrischen  CalcQl  nicht  so  ausfib- 
licli  erörtert  sind,  als  es  filr  den  vorliegenden  Zweck  nothig  e^ 
scheint. 

Zunächst  ist  aus  dem  barycentrischen  CalcSl  bekannt,  dass, 

wenn  ABC  drei  Fnndamentalpnnkte  einer  £bene,'  'A'B*0  drei 

Fundamentalpunkte  einer   zweiten    Ebene,   nbcy   a'b'c'    beliebige 

reelle  constante  Zahlen  und    uvto  beliebige  reelle  veränderliciie 

^  . ,         .   ,     Aau  ^^  Bbf>  ^^  Ccw       ^  A'a*u^B'b'v-{-Oc*w    ^ 
Zahlen  smd,  r-r — und  1 — z-r-, — ; — -. Aus- 

drficke  coUlne&rer  Punktsysteme  sind,  sofern  wir  diejenigen  Punkte 
beider  Ebenen  als  entsprechende  betrachten,  zu  welchen  dieselben 
Werthe  der  Variabein  geboren.  Hierbei  entsprechen  sich  offen- 
bar A  und  A',  B  und  ^,  C  und  C  Das  vierte  zur  Feststellung 
der  collineoren  Beziehung  nuthige  Paar  entsprechender  Punkte 
wird  am  einfachsten  gefunden,  wenn  man  u^=v  =  w  setzt,  wo- 

^      .             Aa±m+Cc       -^       .    A'a'+B'ö'+ac'       ^    , 
durch  man      '     ,  .  .  ^ —  =  D  und    ;  ,  . .  ,    . =  D'  aU 

entsprechende  Punkte  erhält.  Sind  die  Schnittverhältnisse,  nadi 
welchen  die  entsprechenden  Seiten  der  beiden  Fundamentaldrei- 
ecke durch  die  von  den  Ecken  aus  resp.  nach  D  und  D'  geben- 
den Geraden  geschnitten  werden,  in  beiden  Systemen  dieselben, 

ist  also  — j=:-T7=-7,  so  sind  beide  Systeme  affin.  Fallen  dage- 
gen beide  Ebenen  aufeinander  und  ist  ^=^',  B=zB't  C=C^so 
haben  beide  Systeme  diese  drei  Punkte  und  also  auch  die  drei  Rich- 
tungen, welche  durch  diese  drei  Punkte  gehen,  mit  einander  ge- 

mein.    Ist  ausserdem  noch  ~  =  -^ ,  hat  man  also  die  beiden  Sy- 


4^^  Skmß. outMoui.  in.  weiche»  je  %wei  pßtßprect.  Pmd^äüt.^iB» 

- Aau.+Bbv+Clcw,     ^  Aau+Bb'v+Ccw       •  .  ..  W»'***- 

SiOnie   r-T — z und r-r: — i ,  so  giebt  dies  den 

Fall  der  perspektivischen  Collineation,  welcher,  obwohl  ao  Folgt- 
ruogiia der  fruchtbarste a  iin  baryipentrischeo  Calciil  nicht  ^bgehaa- 
delt  ist.  Bezeichnet  pan  näoiUcb  xwei  beliebige  entsprechende  Punkte 

beider  Systeme  resp.  darch  P  und  P',  so  ist  —  der  Werth  des 

Schi|ittverhältn|sse8«  nach  welchem  die  Strecke  AC  sowohl  durch 
die  Gerade  BP,  als  auch  durch  BP'  getheilt  wird^  und  es  liegen 
somit  je  zwei  entsprechende  Punkte  beider  Systeme  mit  B  in  ge- 
rader Linie.  Bezeichnen  wir  nun  den  Punkt,  in  welchem  die 
derade  AC  von  den  beiden  auf  einander  liegenden  Geraden  BP 
QiJd  BP'  geschnitten  wird,  durch  L,  so  dass  also 

-      Aau  +  Ccw 
au  +  cw 

>o  folgen  aus  dieser  und  den  beiden  nachfolgenden  Gleichungen: 

^  _  Aau  +  Bbv  +  Ccw 
""      au-Y-bv-y^Qw      *  . 

Aan^Byt-Y-Ccw 
im.+  b'v  +  cw^ 

lie  beiden  Gleichungen : 

L{au  +  cw)  +  Bbv 


JP'  = 


P  = 


P'  = 


au-{-cw-{-bv 

L(au  +  cw)  +  Bb'c 
au-{-  cw-{-  b'v 


'^mit  sind    ; und  r- —  resp.  die  Werthe  der  Schnitt- 

au  -{-cw  au-\-  cw        ^ 

LP  LP 

^i^hältnisse    p^  und  -pTD»  und  es  ist  daher  das  Doppelschnitt- 

^^hältniss 


LP    LP^^b^ 
PB'FB-^b" 


^s^  eonstant. 


_,.,.-       ^  Aau  {-ßbü  +  Ccw       .  Aau+Bh'v+Ccw 

Die  beiden  Systeme  r-r — ; und  — t-tt — r— — 

^  au-{-ov  +  cw  au  +  o  v  +  cw 

^nd  somit  perspektivisch  collineär  und  zwar  ist  B  das  Collinea- 
^«nscentrum,  AC  die  CoHineationsaxe;  p  aber  ist  der  Modulus 
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Hiö  Si^ä^ek:  Die  ärmmwungte  etueM  Kegeise/MiU  aia  soteMe  PUMäU 

(er  i'oilioeaiioD  \versi.  Paaius,  Neuere  Geometrie).  Ist  ins- 
lOfiiuuutire  o'= — ••  ina  loIciiHi  der  roillDeatioiw- Modal  =  — 1, 
<u  iia(  mau  ut!ii  tail  aer  iiivoiucoriechen  CollineatioiisAystenie«  je 
'wei  enCtfpreeHeMie  PvBkte  werde»  denn  doreh  dte  Centnni  J 
uiU  aie  iiau|iUAe  AAnatHUttcli  fseiffenDt. 

/«eiravüieu  -wr  üum  aeu  aurco 4~öÄ — i    ^    *     voigettal- 

•1   \egei»ciJiuic     ^\o    ABC  'üe   Fundamental pnnkte «    möe  befe 

:;ti   .vij»..aiiid     tft^iie   Zaiiten.     r  «siue  reelle  Tarimble   bedente^ 

.i>«v;iii    uau   .lue^  ^eiu  ^ '»raensenemien   !»ogleick.  dase  je  nrel 

L  ^ciciieii,     \o%ss  aeiu  \  orztffcaeu   mcli  eatgegepgejetaten  Wer 

ic4i     -a        ^eiioHs^ti  t^uiiHLte  <iie9«9  Sesseiä^luiitts  enüfpreehende 

'■itt<%.f     ••..«.!    ..•uiaiuriercuen  (.'.iinneacioaatfysteme.  und  dasa  m^ 

.44     >'    ii.^     iC    t'oi   aiiu  l^oMre  äes  fakeseläclmlR»  äind.     Da  Don 

..^    !c»   .vc^cidciiuiii  Jur«:a  tue  Punkte  ^  uodC'eelic  (als  ireld^e 

'iii««^.«  ..^:^t  ^Vtffiiiea  J   uuii  x    der  Variabein  x  eetsprechen}«  ao 

J  (. '  aie  DurchikchnUtspunkte  des  Kegeiäcböitts  und  (kr 


.lt..    1  .1111 

•  1 


'»Olli.:    »i  .  .>A  ^  L_  .  3 —    Aosdrnck    eines   Kegebchuttib 

...iicui    iio  leiten   .-1^  und   C^  des  Fund  amen  taldreiecb 
i..^v...^.i    liiJ   /Adr   A  und  C  die  Berührungspunkte  der  letzte- 

-•t.  ...  .ucii    XV ii   nun    den   Ausdruck    j-^ ^   ?, 

a  +  6(j-+t)  +  e:ri    ' 

...      ....  .*..al»liaui;ii;e  Variabele  x  und  |  enthält  und  in  dep 

\^-^.!M.!iijinausiIruck  übergeht,   wenn  £  =  or  gesetzt  wH 

••v    ...!nK'..    uir   lioiiselben   durch    F(ar,  |),    so  ist  F(x',^, 

.■\:i   *tL>:iiuiuter  Werth  von  a:  und  J  variabel  isf,  Aos- 

.  .    ...   («i-iaJoii,  da  der  Zähler  sowohl,  als  der  Nenner  lioe- 

«•      ^.^    x^'M    ;    sind.     Die  Variable  |   wird  aber  während 

.  .;.,...  \  ciäfidenmg   einmal   =ar',    und  da   F(x' ,  x*)  ein 

.    .  Ki^vi.Nchiiiits  ist,  so  ist  F{x\  x')  ein  jener  Gerackt 

\v^.!>«.hiiiu  u'euieinsamer  Punkt.     Es  lässt  sich  aber 

.  >...     Ja»*  jene  Gerade  F(x',Q  nicht  noch  einen  zwei- 

\.    Icai  Kev;elsehnitt  gemein  haben  kann.     Denn  wSre 

.t^cite  Punkt,  so  musste  es  einen  Werth  af  wm 

Icheu   /•\ar'',a;")  =  F(j?',5')  wäre.    Somit  wl« 


\ 


I 


■I .  -l  ■  J «. 


'  .  I    I 

MlobM  6leklniig«n  aber  ««r  genügt  weiden  fcaon,  wenn  •»'.»|'s8u 

Somit  ist  bewiesen  5  däss  die  Gerade  F(a/y  |)  n'or  einen  Pcnoi^ 
mit  dem  Kegel^dinitt  g^en^^n  haben  kann  und  folglich  eine  Tan- 
{Mite  Ut,  deren  Berührungspunkt  sieh  in  F(a:%  ^)  befindet. 
Blb^  flfo  ist  natOrlicb  F(a:,  |'},  wenn  i'  constant  und  a:  variabel 
i§l^.<^ne  Tangente  und  Ihr  Berührungspunkt  in  F(^',  |').  Nun 
b^  aber  der  Punkt  F(x',  |0  sowohl  in  der  Geraden  F(x!^  Q, 
als  euch  in  der  Geraden  F(j?,  1')»  somit  ist  allgemein  F(ap'9 1') 
d^r  Pol  der  Geraden,  welche  die  beiden  Kegelschnitt- 
lUPkte  Fix'^a;')  und  F(|',  ^  verbindet. 

■'  '  Man  kann  hieran^  mit  grosser  Leichtigkeit  eine  charakterl- 
üSsdie  Eigenschaft  des  Kegelschnitts  nachweisen«  Ist  nSmlicih 
b  Taf.  IL  Fig.  10.  G=F(x',a!')  md  folglich  F(x',Q  Äusdruclc 
kr  Tangente  in  C,  so  ist  es  leicht,  die  Durchschnittspunkte  der 
letzteren  mit  Aß  und  AC  zu  bestimmen.  Setzt  man  nämlich  in 
f{x^,Q  die  Variable  £  =  0,  so  erhält  man  den  in  AB  liegenden 
ihnkt  derselben : 


fibenso  ist: 


Aa+Bbs:' 


(^ 


Fix*.  «»)=Z'«=     fy^cx'    •  ^^^ 


■•;••«: 


Aios  diesen  Gleichungen  folgt  aber,   dass 

AZ  _  bx* 
ZB^    a  ' 


t 


lll4.£ftlgiich 


.i 


BZ*  _ex 
Z'C^ 


AZ   BZ'  _t/^ 
ZB'WÜ^  ac* 


pi^e  oonstant  ist.  Dies  Ergebniss  congruirt  aber  mit  dem  bekannt 
|0a  Gesetz,  dass  auf  acwei  beliebige  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
)]a  purdiscbnittspunkte  aller  übrigen  Tangenten  conforme  Punkt* 
reihen    bilden.     Der   Modulus   der   anharmonisch    proportionalen 

rheihing  aber  ist  — ,  welche  Bemerkung  uns  über  die  Bedeutung 

1er   Constanten  abc  einen   bemerkenswerthen  Aufschlnss  giebt. 

3l^ 


-i*H*    ••  •  '  .    '   ^'  ■     ■"     ■■■  ■    ■•.•'•■  ''^'- \?.}     ■•;'■ 

/ 

4. 

Setzt  man  zwischeo  zwei  veränderliehen  Punkten  Z  and  Z' 
einer  Ebene  eine  sojche  Abbängigkeit  fest^  dass 

(Ä-Z)(Ä*-Z06*— (^— Ä)<C— Z0ae===O,        (M) 

« 

80  stehen  die  beiden  Punkte  Z  und  Z'  in  Kreisverwandtsebafl 

Denn  die  Gleichung  (M)  ISsst  sich  leicht  auf  die  Form  ^—^^pi 

bringen»  «reiche,  wie  ich  in  dem  mehrerwShnten  Aufsätze  (§.14) 
gezeigt  habe,  dasjenige  AbhängigkeitsTerhältnisa  aweji^  PwlFte 
darstellt»  welches  Kreisverwandtschaft  genannt  wurcL  pa.  iuiB,4|0 
Gl^icbtiBg  (M)  in  die  Gleichung  (L)  übergel^t,:  wenn  2\^.Z  geiMstet 

wird,  so  sind  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  —      ^      ■■  ^  - 

diejenigen  Punkte  der  Ebene,  in  welchen  je  zwei  einander  nach 
dfr  durch  die  Gleichung  (M)  ausgedrückten  Kreisv^rwandtscMt 
«ntsprecbende  Punkte  auf  einander  fallen ,  we&chie.letq^tfren  wb 
U9K^  einer  bekannten  Analogie  die  Hauptpunkte  der  kreisvi^nraail* 
ten  Systeme  nennen  wollen. 

Eliminiren  wir  andererseits  aus  den  Gleichungen  (^t]nd(^') 
des  vorigen  Paragraphen  x' ^  so  erhalten  wir,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  ebenfalls  die  Gleichung  (M).  Hier  aber  sind  Z  und  Z' 
die  Uurchschnittspunkte.,  welche  eine  Tangente  des  Kegelschnitts 
mit  Z  und  Z'  bildet.    Sonach  erhalten  wir  den  merkwürdigen  Sati: 

Betrachtet  man  zwei  in  zwei  sich  schneidenden  Ge* 
raden  befindliche  projektivische  Punktreihen  zugleich 
als  kreisverwandt,  so  fallen  die  Hauptpunkte  der  bei- 
den kreisverwandten  Systeme  in  die  Brennpunkte  des- 
jenigen Kegelschnitts,  von  welchem  die  Verbindungs* 
iinien  je  zweier  entsprechender  Punkte  jener  pro- 
jektivischen  Geraden  eingebullt  werden. 

Versuchen  wir  es,  aus  vorstehendem  allgemeinem  Geseti 
diejenigen  Nutzanwendungen  zu  ziehen,  welche  aus  der  Theorie 
der  Kreisverwandtschaft  am  leichtesten  hergeleitet  werden  kSnneD, 
so  gelangen  wir  theita  zu  den  schon  bekannten,  theils  aber  anck 
zu  neuen,  nicht  weniger  bemerkenswerthen  Eigenschaften  der 
Brennpunkte. 

ä)  Seien  in  Taf.  II.  Fig.  11.  K  und  L  die  Brennpunkte  eines 
Kegelschnitts,    AB  und  BC  aber  Tangenten,   so  sind  die  vier 


Pimkte  AKLB  den  vier  Punkten  BKLC  kreisvervraiidt  Nach  den 
bekannteo  Eigenschaften  der  Kreisverwandtschaft  muss  daher  sein : 

KA    KB _KB   KC 

AL'BL—  Bl'  CL'  ^^^ 

Ferner  muss  die  Winkelbeziehung  Statt  finden: 

KAL-^-KBL^KBL-^^KCL.  (H) 

^•i^.^iArUS  (1)  folgt  der  neoe  Satz: 

'  '^  Das  Yerhältniss  der  Entfernungen  der  Brennpunkte 
etn'eiB  Kegelschnitts  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Bl^eoe  ist  die  mittlere  Proportionale  zu  den  VerhSlt- 
ilW^en  d^r  Entfernungen  de/  Brennpunkte  von  den  Be- 
riilirungspunkten  der  Tangenten^  welche  von  jenem 
'{"unkte  ans  an  den  Kegelschnitt  gelegt  werden  können. 

.    ••    • 

Die  Gleichung II.  dagegen  liefert  den  Satz: 

r  _ 

*"  'Der  Winkel,  unter  welchem  die  Strecke  zwischen 
tifeh  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts  Von  einem'  be* 
ti^bigen  Punkte  der  Ebene  aus  gesehen  wird,  ist  gleich 
4l^  Summe  der  Winkel»  unter  denen  dieselbe  Strecke 
fou  den  BerOhrungspunkten  derjenigen  Tangenten 
|%is  gesehen  wird^  welche  von  jenem  Punkte  aus  an 
ihen  Kegelschnitt  gezogen  werden  können.  . 

b)  Es  muss  ferner  sein: 

■'.  I  -■ .  •  •.■■■.•■■ 

BL  ^_CL,CB  V 

LK'AK~  LK'ßK 

ifder 

Jfi.ÄC  =  ^§:^.  (III) 

Hieraus  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  beiden  Tangenten,  welche  man  von  einem  be- 
|^e>i^en  Punkte  der  Ebene  an  einen  Kegelschnitt  le- 
gten kann»  verhalten  sich  zu  einander,  wie  das  Ver- 
jbältniss  der  Entfernungen  des  einen  Brennpunkts  von 
den  Endpunkten  der  einen  Tangente  zu  dem  Verhält- 
niss  der  Entfernungen  des  anderen  Brennpunkts  von 
der  anderen  Tangente. 

Andereriseits  muss  aber  auch  die  Winkelbeziehung  Statt  finden : 

1  ■  '  •  * 

CLK—BLKx=CBK-BAK. 


40«.  dieser  Gleicbnng  findet  man  aber  durch   eine  ieichte  Eal* 
^fckelai^g: 


■  V  » » 


Dies  giebt  den  8atz: 

Der  von  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  gebil- 
dete Winkel  ist  der  Supplement^winkel  de^jenigfii 
Winkels,  welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Winkel» 
unter  weichem  man  die  eine  Tangente  von  dem  einei 
Brennpunkt  aus  sieht,  addirt  zu  dem  W^inkei,  nnter 
welchem  man  die  andere  Tangente  von  dem  änderet 
Brennpunkte  aus  siebt. 

Der  bekannte  Satz,  nach  welchem  man  von  einem  beKeWj|>ei 
der  beiden  Brennpunkte  aus  jede  der  beiden  Tangentea  onter 
gleichem  Winkel  sieht,  sowie  noch  andere  dergleichea  Winks!- 
beziehongen  lassen  sich  aus  a)  und  b)  leicht  berieiten. 

e)  Terstehen  wir  mit  Mubius  tinter  dem  Centralpunkt  eines 
Systems  denjenigen  Punkt,  welcher  dem  unendlich  entfemtis 
Punkt»  des  ihm  kreibTer wandten  Systems  entspricht,  so  Caülen  die 
beiden  Centralpunkte  offenbar  mit  den  Gegespnukten  der  e^ktf 
mea  Geraden  AB  und  BC  (Taf.  iL  Fig.  12.)  zusammen,  also  ait 
den  Punkten  Ji  und  iV',  in  welchen  diese  Tangenten  von  4m 
ihnen  parallelen  Tangenten  3iF  und  Fy^  geschnitten  wcfdeik 
Nun  ist  aber  bekanntlich  das  Produkt  ans  den  Entfernungen  zweier 
entsprechenden  Punkte  der  kreis  verwandten  Systeme  von  den  Cen- 
tralpunkten  constant.  Da  nun  der  Punkt  L  dem  Punkte  L,  der 
Punkt  B  dem  Punkte  C  entspricht,  so  ist  fol2>lich: 

Betrachten  uir  andererseits  ganz  ebenso  B  und  F  als  Central- 
punkte der  kreisverwaudten  Tangeuten  yß  und  iV'F,  so  mass 
aus  demselben  Grunde 

BL.FL=^BC.FN' 

sein.  Ans  der  Addition  diesor  beiden  Gleichungen  und  unter 
Berücksichtigung ,   dass  FS'  =  Jf £f ,  ergieht  sich : 

illL.xVI»+  BL.FL  =  BK'.BM. 

Hieraus  ersieht  sich  folgender  Satz: 

Das  Produkt  zweier  benachbarter  Seiten  eine* 
einem  Kegelschnitt  umschriebenen  Parallelogramms 
ist  gleich   der  Summe  der  Produkte   der  Entfernungen 


if^  '''äMie^mij/lfefimt,  Ai  wtc^en  Je  %wHeHüprech.  PMkie  Hc.  lifH 

Htfes  'b<eHeb1gen  der  beiden  Bren'npdrikte  ton  ji^  z'WiX 
gegenüberstehenden  Ecken  des  Parallelogramms,  ''(l^t 
der'  Kegelschnitt  ein  Kreis ,  so  giebt  dies  den  Pythägoräischen 
Lehrsatz.)  .      ^  ,, 

Andererseits  bilden  aber  auch  in  zwei  kreisverivaudten  Syste- 
liien  je  zwei  vom  Centralpunkte  des  einen  Systems  ausgehende 
Cierade  denselben  Winkel,  wie  die  ihnen  entsprechenden  im  aij- 
oeren  Systeme.    Hiernach  ist  also 

und  ebenso 

MBL=:LFMu.B.w. 

Dies  giebt  den  Satz : 

Ist  ein  Parallelogramm  einem  Kegelschnitt  uni^' 
schrieben,  so  wird  jede  der  Verbindungslinien  der 
Ecken  mit  einem  Brennpunkte  von  zwei  gegenüber- 
stehenden Ecken  des  Parallelogramms  aus  unter  glei- 
jqhen  Winkeln  gesehen. 

d)  Liegen  zwei  Punkte  D  und  F  der  Tangente  AB  mit  deti 
Brennpunkten  K  und  L  in  einem  Kreise  und  sind  />'  und  F'  resp. 
ilie  Durchschnittspunkte  der  von   D  und  F  aus  gezogenen   Tan* 

.  genten  mit  BC,  so  mössen  auch  die  Punkte  D'  und  F*  mit  den 
Brennpunkten  in, einem  Kreise  liegen.     Dies  giebt  den  Satz: 

Schneiden  zwei  Tangenten  (DD' und  jFF').  eines  Ke- 
gelschnitts eine  dritte  Tangente  (AB)  desselben  in 
zwei  solchen  Punkten  (D  und  F),-  welche  mit  den  jBrenn« 
punkten  in  einem  Kreise  liegen,  so  schneiden  sie  über- 
haupt jede  Tangente  (z.B.  BC)  des  Kegelschnitts  in 
zwei  Punkten  (D'  und  FOt  welche  mit  den  Brennpunk- 
ten in  einem  Kreise  liegen. 

e)  Schneidet  ein  beliebiger  Kreis  (Taf.  II.  Fig.  13.)  die  beiden 
KegelschnittsTangenten  MB  und  MF  in  den  Punkten  DEGH,  und 
sind  D'E'&H*  resp.  die  Punkte,  in  welchen  die  Taugenten  N'BvLnd 
N*F  von  denjenigen  Tangenten  geschnitten  vrerden,  welche  noch 
von  Df  E,  Gi  H  an  den  Kegelschnitt  gezpgen  werden  können ,  so 
liegen  auch  die  vier  Punkte  D'y  E'^  G\  H'  in  einem  Kreise,  und 
zwar  in  demjenigen,  welcher  dem  zuerst  gegebenen  entspricht; 
in  beiden  Kreisen  haben  resp.  M  und  N*  eine  ähnliche  Lage. 
Geht  der  eine  Kreis  durch  Jf  •  so  wird  der  andere  Kreis  zu  einer 
Geraden  u.  s.  w. 

f)  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  und  sind  A 
und  C  die  unendlich  entfernten  Punkte  derselben,  so  fallen  die 


4TI        8wii%er:    UarwieUmmg  des  mm^mälickemJftam^rmtM 

CentralpipDkter  M  «od  N^  sogleieh  mit  B  in  deo  BBifalpakt  4er 
Hyperliel.  Die  KreisYervraiMitochaft  ist  daan  eine  wtehtifieck. 
Man  leitet  bierans  leicht  die  bekannte»  EigeneciiaftcB  der  Asys- 
ptoten  vu  s.  w.  ab. 

Der  Satz  unter  e)  gewinnt  hier  folgende  Gestalt:  Zieht  nun 
Ton  den  vier  DnrehiSchmttopmikten  ehtee  Krei«e«r  nitit  den  Asym- 
ptoten einer  Hyperbel  Tangenten  ,an  die  letztere,  irelche  i|f 
Asymptoten  abermals  in  Tier  Punkten  schneiden,  so  ii^en  sodk 
die  letzteren  vier  Ponkte  in  einen  -Kreise.  Der  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  ist  ein  Aehnlicbkeitsponkt  beider  Kreise. 

g)  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  ane  Parabel ,  so  lallt  der 
eine  Hauptpunkt  der  beiden  kreisverwandten  Systeme  in's  Do- 
endliche  und  die  KreisvenrandtschafI  gebt  in  die  Aehniichkeit  ober. 


*^ 


Darstellung  dos  unendlichen  Kettenbruchs 


m 


M^)  =  wC2a:+ 1)  + 

in  geschlossener  Form. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Professor  as  der  Handels -^kadtmi«  xu  Wien. 


Es  ist»   wie  man  leicht  sieht: 

t(x)  =  «(2a:.  +  l)  +  ^^^^, 
mA  «ttil  M«n : 


*^''^'^iKiäf^'i)T-^^~^ 


.\ 


•r       1 


•  .'   *  \  \^  / 


m 


n(2x+d)^ 


m 


1  '      rf 


it(2ar-f  5)-|-.»..  i 


F(a:) 


ml  man  zu  der  Gleichung: 

eselbe  nach  meiner  Methode  gelost^  iso  erbält  ttan : 

.  •  »    ■  ■ 


2ii 


t^[<..-^^+Q.-V^]| 


tf;(a?)  =  — 


2n 


!2ra 

01=1,  n  =  1    Q^  =  Cj)  ist,  go  erhält  man  als  Wertk  des 
;ten  Kettenbruch«^^ : 

m  nun  den  Werth  des  Kettenbrucbes 

1 
w-f--- 1  -.  ■  ■■  ■■  ■  ■ 


m 
2n 


n 


u  '    I 


2n+ 


Sn-h 


T 


7ii  -|- . . . . 

welchen  Euler  bestimmte  (siehe  Euler's  vollständige 
ung  zur  Integralrechnung,  deutsch  von'  Salo- 
i.  Bandy  Seite  391.)»  so  hat  man  bloss  in  iler  gefonde- 
;emeinen  Formel 

Bo;  man  erhält  dann  «Is  Werth  des  obigen  Kettenbrucbes; 


1       _^i 

1. — ZV 


r  ". 


.>••• 


j'^'f   i 


■  ^«  ^«»         ■   »    'f     '--•  •  "XSCKH*-  ■        '■  *        '•♦  *■■■■•■  * 

iBtegratioft  der  partieUea .  Differential^fflelüiBg 


•  ■  ^  .'  ■? 


Vau 

Herrn  Simon  Sfiizerj 

ProfBMor^i  dkr  Handdc- Akademie  ta  Wiea. 


Eoler  behandelt  diese  DifTereatbl^ffeiehoiig  (Volts findige 
Anleitung  lar  Inte^ralrecbnan^,  deutsch  Ton  Salonoo« 
3.  Band»  Seite  221.)  in  dem  specidleii  Falle,  wo  «11=114  v^ 
und  findet  filr  das  Integral  derselben  eine  in  speciellen  Fällen  ib- 
brechende  Reihe.  Ich  will  fSr  die  Gleichung  (!)  einen  aoderei 
kitegtatiouBireg  ein^hksseD»  weleher  aich  in  sehr  vielen  Filki 
mit  dem  besten  Erfolge  zum  Inteorale  führte* 

Ich  setze  nämlich : 

unter  Z  eine,  einstweilen  noch  anbekannte  Function  tou  x  und  5 
und  unter  l  eine  constante  Zahl  verstanden;  alsdann  ist: 

uad  «effden  fiese  Wetthe  ia  fie  GleidiuMg  (1)  sdki^twt,  so  er 
hält  maa  nach  gahgriger  Redaetioat 

iPZ  dX  dZ 

^*+^^  USi  +  *^+  »^X^+J^>  d^  +<Uair>  U  *5)  ^y 


t 

Wird  DUO  il  so  gewählt,  anf  dass 

>t*  +  (m|+iiia-l)X  +  n=0 
wird,  so  hat  man: 

«reiche  Gleichung  offenbar  \(to  einfacherem  Baue  ist,  als  die  Glei- 
chung (1).  Ich  differenzire  nun  die  Gleichung  (2)  fimal  nach  x^ 
unter  ^^elne  gans  beliebige  Zahl  verstanden,:  und  erhalt«  hierdurch, 
die  Liouville'sche  fonctiop  compiementaire  ausser  Acht  lassend: 

Diese  Gleichung  Tereinfacht  sich,  wenn  man  fi  so  wählt,  auf  dass 

A  +  Wa  +  fi  =  0 
ist,  und  gestaltet  sich  dann  folgenderm9ssen : 

^^+y)5iii¥i%  +  ^  +  '"'>3^H^i=®^        ,    . 

hieraus  folgt  nun: 


I  '  ♦      ^         • 


■■'...!■  ij  .'-.i  •.■;«-t 


?.■    _'      ij". .  ;.    3t  1?'. 


1  ■   *      ' :       , ■•<  ^ 


-  unter  <p(^)  eine  willkuliTliche  Function  rFon^a^Ferstandenr-Undidli 
ist,  so  hat  man: 

4]ranzr  anf  ähnliche  Weise  erhält  man  aber  auch : 
folglich  ist: 

unter  X  eine  Wurzel  der  Gleichung  A*  + (mj+«i2  — l)A-f-n==0, 
tjbter  ip(x)  eine  wiilkilhrli^he  Function  von  o?  und  unter  ^f^)  efa^ 
willbührliche  Function  von  ^  verstafidee.  Indem  Falle,  als  X+Wii 
oder  A-fffia  eine  ganze  Zahl  ist,  lässt  sich  die  angezeigte  Diffe- 
rentiation leicht  ausfahren,  und  man  kömmt  dann  «a  den  voll 
Euler  gefundeqen  Ausdrucken.      . 


[Jtö    spm. 


IntegraUvii  der  purlietlci» 


Integration  der  part*  / 


crtini    de    sectorib»* 
quadrandis. 


Aactore 

y.  Christiano  Fr.  Lindmany 

Lcct.   StrcDgneieDai. 


•^  fUifl  pafabolae.  cujus  aequalio  est  y*='2px,  coiistat,  «npei--^ 
r  ^«f'^joiirarum ,  quae  curva  et  ordinata  ax'ique  abscissantR  coi^^^ 
J  '^W'-"*^^*  '^3''  ^^'*'  '^^P*  **""'""  Sety  positiris  €t  y>^^i' 
J  Ifjerentia  superüderum  evadit  K^'y'— a^y).  Si  reperire  volumu  -* 
■  letorem  (='S),  cttjna  ?extex  est  focu»,  dcducendum  est  4"*"^ 
■ij'(j;'— ^)  et  addendutn  A""  ^^(■'^"o^-    'la  fit 


=:(:>^y- 


^3^)+^  (*'-yJ=^^Vti(«V:E'--j:V;t)+£(V^'_ya 


Chorda  (—k),   quae  puncla  conjungit,    datur  aequatione 
Radii  vectores  (r,r')>  sectorem  teriDioanteB ,  suDt 


"•+h 


=  :r  +  t 


(3) 


p=>-'+r-(»'  +  «). 


*  -  -E  ,>^>f«rWt#^i!Ar«^^^  tt  ^  vv  ^ 


(as'  +  as)  pro  p  ^n\n^Ütni0,  habehu^usr 

» 

'mus 

=  i/^r'  +  r  i:  V(r'+r)2-^. 
-^  — <V*>   nccesse  est,   sIt 


d     •  1         r 


>yr'+ri:V"Cr'+r)«^, 


^^    sumto  sigiio  inferiore  fieri  non  potest.    Itaque  est 
>  3p  in  (1)  substituitur  3(r'+r) — 3(a;'+a:),    evadit 


t 


iictoque  valore  quantitatis  V^'  —  Vo;:  «^i>*^ 

aia  secundum  fornuifath     '^^  =s«*-|-cgp-f/3^  est 

■  .»'      . 
•:  S=:^Ur<  +  r  +  *)l-r(y  +  r-A)2);;  /  .    .    (4)  . 

amen  formula  non  valet,  nisi  sunt,  y  et^if  pösitivae  et  y'^y 
gl  est  r'^r  et  utetque  supra  äxem  abiteissarain. 

uo4  si  T*  est  supra  axem  fit  r  ihfra«   patot,  .  e^so^y  iMgati^ 

t  =-^ V2^    Itajiae :e«t 

■     ■   ■      II  f  *'  f|i,  •».  ■"■!.»' 

I  (Vj;'+ V«)  1 3(r'+rMV<B'+ V*)*}.  .    '.    (S) 


Ift^  .l(Hdv^4H:   ßemoAU^äm  JMni^^ifmkffi^tMMeriM 


i 


-    »..»■•  j    -Mr.*;»! 


Demonstratio    tbeorematis  Lambertini    de    sectoribus 

parabolicis  qoadrandis«    ' 

Aoctore 

A  D''^  Ckristiano  Fr.  Lindman, 

Leici.  StrengneseDsL 


Si  litteris  as,  y  et  x' ,  y'  notamas  coordinatas  orthogonales 
puDctorom  parabotae,  cajas  ä^equatli^  est  y*^=^pxr,  conatat,  si^er 
fiGiem  figuraniin,  qaae  eurva  et  ordinata  axiqoe  abacissan»  cm- 
tinentar,  esse  \xy»  Wy*  fresp.  Poaitia  y  cff  y  poaitiTls  et  f^*>%, 
differentia  superfieienim  evadit  H^^'y^ — xy).  Si  reperire  yolamos 
aector^m  (=<S),   cojfia  Textex  est   focas,   dedooenduoi  eat;  CÜ^ 

4y'(j:'— |)  et  addeodam  A~  iy(^— f  )•    Ita  fit 

=  iY  |(V^-Va:){2(j:'  +  V;Si  +  ar)  +  3p}.      .    (l) 
Chorda  (=^)»  quae  puneta  conjungit^    datur  aequatione 

Radii  veotores  {t,t')9  aectorem  termioaotes,  auat 
pii^e  inyenitur 


'v*trt"' 


In  (2)  r^-f  r — {x^-\-x)  pro  p  «ubstituU,   haliebiDius- 

A«  =  (  v'a:'— V^)*  l  ( Va:'  +  Var)« + 2  (r' + r) — 2(a:' + ar)} , 
vel,  quia  est 

2  (ar'  ^ a:)  —  ( Var'  +  Va:)«  ==  ( Va?'  -  V^)*, 

A«=<Va:'— Var)«  {2(r'  +  r)  —  (Va:'  — Vor)«}. 
unde  facillime  ioveDimas 

■    ■ 

Quia  est  V^'  +  V«  >  V^:'  — V*,   liccesse  est,   sit 
qaod  nisi  sumto  sigiio  inferiore  fieri  non  potest.    Itaque  est 

\ 

Si  pro  3p  in  (1)  substituitur  SCr'+r)— 3(a:'+a:),   evadit 

»  -  •  • 

\       ■  ,   ■  ■; 

introductoque  valore  quantitatis  Vx' — Vxi  «^^.^^ 

5=  tJ  ( V"?^i7+J—  VTh^^)  { 2(r'+r)  -^  V^iP+Hh*  Vp+i^l 

«3 Äd     .  !' 

vel,  quia  secundum  forraulam     -^^  =^'«^ -|- iorp-f- ^'^  est 


I  • 


•? 


S=:^«(r'+r+*)l-T(r'+r-Ä){),•    ;  .    .    (4). 

quae  tarnen  formula  non  valet,  nisi  sunt  y  et  y  positivae  et  y'^y 
v«l  nisi  est  r^>r  et  uterque  supra  axem  abiteissarum. 

Quod  si  r*  est  supra  axeni  fit  r  infra»   patot,   e^so  y  iMgati- 
vam  et  =-^V^2^a?.    Itaqaee^t. 

I  ■  ■    ■        r .  •  I  .  >  1     .      .     » 

II«.  •,.--..  ■..-.,    -^      .     .->  .         ^     ,. 

-S—\y  ^<yj:'+V«)|2(a;'— VPi+a;)  +  3p} 


^  ( Va:'+ V«)  1 3(r'4*>~(V<i!'+y'jr)»|.  .    ',    (ß) 


4M)  Undmmn:  ßemomur^äo  tkeoremmtJJmtäertiMi  de  $e€torib.eie. 
Jaro  vero,  quia  est  y=r—  V  2/wr,  evadit 

vel  siibstituendo  ^CW  +  r)  —  2(.r'  +  .r)  pro  2p: 

*•  =  (V«'  +  Var)«r2  (r'  +  r)  -  (Var'+Var)«!; 
und«  facillime  inveoitur 

ubi  restaty  ut  dijudicemns ,  atrum  signam  eligendum  sit,  id  qnod 
uanc  ^iquanto  diffieilia»  e«t  quam  antea.  Ope  aequationU  x'--^x 
^=r'  —  r  inveninius 


y^i ^  _.^'.± yi?J^^^,     V,s=: _*^±  V  (r'+r)*-ifc* 


Fieri  potest,  ut  sit  — 7-  =  — ,  et  sigoa  ita  sumenda  sunt,  ot 
huic  conditioui  satisfiat    8i  igitur  est  — 7-  > ,    necesse  est, 

T  TT 

Sit 

vel 

vel 

0>i:(ir'^r)V(r'+r)«-4«. 

Itaque    Signum    inferius   aut   superias  eligeDdom   eeü^    proot  erit 
r'  ^  r.    Coutra  faeieaduin  tsty  si  erit  -p-  <  -2-^.    Si  deoiqDe  «•« 

i/:r'        Vx 

-zr  =^  "-"   '  P**^*'  ®^®  r^+r=k.    Jam  ut  antea  invenitar 

^i^uni  Inferitts  sumeDdum  est 

\\  «i  r'  et  r  ambo  aut  supra  aut  infirm  axem  jacent; 
it,^r'  Mupra  axen  e«t  et  r  infra,  qmn 

<''•       W     <    r  • 
^[MMi^  "^'^  fCMidttm  est; 
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si  r'  sopni  axem,  tr'tikfra  jftöM/  qiiiini 

#  ■  •    .   /  A  *■ 

'  <r'      r'    >    r  V 


481 


•M^- 


.  f 


OniDia  bac  regaia  ctomprehepdQiitiir :  suptrhi^aigBOiii  aumendiim 
t^  siy  azi  radiis  vectoribus  ioterjacente,  angulns  eoruia  a  parte 
rticis  parabplae  180^  superat;  am  DiiDQSsignoTiirerioTe^tendMnäi. 


'..*  t .  "■•*' 


I  >p 


.* 
/ 


«  ■  •  i  t^ 


I  < 


Ueber  den  Werth  von  c*^.    '  * 

Von 

Hßrrn   Professor   Doctor  4.  D^e^ßef 

am  PelyteebnikDin  in\Karlsruhe. 


i  ■■' 


Es  ist  mir  nicbt  bekannt,  ob  die  nacbstebeode  Erinitteliuig 
^8  Werth  68  schön  veröffentlicht  f^urdCf.'  f^illi  dlM  nicht  ge- 
sehen sein  sollte,  mag  sie  hier  mitgetheilt  werden«    Ich  fuge. 

•'1 
'^n  Betrachtungen  Ober  den  GrSnzwerth  von  (1-f :;;)'' hinzu,  die 

^Ueicht  nicht  unerwünscht  sind«    y 


in' 


L 


.1  ,\  ■-  -.  ■■i 


Wenn  in  der  (endUchep  oder,  unendliehen)  Reihe 

ab'      c 
—  +  —  +  —  + 


i-. . . . . 


•••• 


(1) 


I9  b,  c,*..«  endliche  Zahlen  sbd,  so  kann  man  immer  einea  \piet^^ 


voo  tn,  gross  genog,  angeben  so»  dass  das  •rsflfr^rHied  «dnes 
absolaten  Werthe  nach  mehr  betrSgt,  als  alle  fbrigen  GKeder 
zusammen«  '       '   -  ' 

Ist 9  der  grosste  der  KoeflSzienteo  (,/€«•*,«  (inuner  absoU 
genommen),  so  genfigt  hiezn,  dass  i 

""^f7("^H — i+  •.••)>    d.  h.  a>a|— 4"*^4-«-«-»o  inf.  J» 

oder  da  jedenfalls  ffl  >  1 : 

1  eF 

^^9 1»    iii>l  +  — . 

*  ^  ^  m — 1  ■  a 

Da  diese  Bedingung  immer  erflillt  werden  kann,  so  ist  unser  Sats 
eriviesen. 

Ist  a>0,  so  ist  alsdann  die  Summe  der  Reihe  (1)  kleiner  als 

2a  "^  2a 

—9  aber  positiv;   fär  a<0  ist  diese  Summe  negativ,  aber  >-t< 

11; 

Der  binomische  Satz  giebt,  wenn  itt  positiv  und  ganz: 

(H-i)-.=i+J+jL(i-^)+or3(i-i)(i-|)+.... 


•••« 


Da  alle  Glieder  positiv  sind,  so  folgt  hieraus  (wenn  w^nC^i 

(l+i)->1+}+5^(l-i)  +  .... 


r      -    .    »  . 


■  1.2....n— 1^       m'^         m  '     ^* 
Die  Gross6  zweiter  Seite  giebt  ausmultiplizirt : 

wo  a  positiv  ist.    Nach  I.  ist  es  nun  möglich,  m  gross  genug  zu 
wählen,  dass  diese  Grosse  mehr  sei  als 

1       1  1  2a 

^+l  +  i:2+-  ••  +  1.2....n-.l""m' 
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se  dass  abdaoa 


t 


(!  +  -)«>  l  +  f  +  A+--  +  rir^^ 1— —•      (4) 

^    ■  m'  1     1.2  ■        ■  1.2...«n— '1     m; .       > ' 

Die  aacb  dem  letzten  Gliede  von  ^)  faigenden  Glieder  in  (2)  geben : 


l«2....n         wi^       m  nt 

ivelcbe  Grosse  jedenfalls  kleiner  ist  als 
1  l  1 


d.  Ii. 


oder 


11  1  1 

^1.2....nP  +  MT["*^0Hl)*"*"^+lp"*^''^ 


11  1       n+1 

^1.2....n-^     1.       1.2..,.n     n 


Demnach 


n-f  1 


(i+^)"<n^i-+o+....+i.2J«-i+i:^«T^  (S) 

las  (4)  und  (5)  folgt,  dass 

2a 

111  1  ^      m 

-'+m>"  =  ^^^l  +  0+-*^l,2,...i«-^l+^-  1       ^  +  , 

,    ^    ■■■  ■  -P  — — , 

und  mithin  für  m=  od,  wenn  man  (1  -{•  — )">  alsdann  mit  e  bezeich- 

m 

Kiet: 

i2>0, 
111 

«=l+j+j-2+....  +  j  2....n-l+*'  ^_1_JL 

^1.2....nii+r 

t 

Dass  damit  die  Berechnung  von  e  gegeben  ist,  ist  bekannt. 


Ili. 

.  Wie  auch  immer  m  gegen  einen  unendlichen  Wertbe  iv^chse, 
10  ist 


4M  BieuM'f:   IMer^km^Werih  iMvf»Hi. 

1 


•  i  ..'.. 


Gr(l+^)«=l^,    GrTl+^»«^,-    -:        (•) 


ffeoo  X  eisen  ,reelleB  Wertb  hat    Den  Beweis  Aeeer  swet  Sibe 
fibeigebe  ich»  da  er  allbekannt  iat 

»  • 

IV. 

Es  soll  der  Werth  von'.(l-f -r^)«    für   mszcc    ai^egebea 

in  »  » 

werden« 

Blan  setze  1  +  -^^; — ssKcoe^  +  fsia^),  so  ist 

„  -  2a  ,  a*  +  Ä*,.  a+m        .  6 

■"'mm*-'*  ^        wir  ^mr 

also  (wenn  m  posifiv  nnd  ganz):  - 

(l+--5-)"==[l  +  ^  +  ^^>(cosfi9+uiiB«9).    (7) 
Nun  bt,   wenn  «^+6*=**: 

ferner 

t*  "*:  mä+2aml"* 

Ist  DUD  a>0,  so  ist  die  zweite  Seite 

ist  dagegen  a<0,  so  Icann  mao  m  immer  gross  genug  aoneiuneD, 
dass  m-f  2a  beliebig  gross  und  positiv,  so  dass  nt-f  2a — a  oodi 
positiv  ist,  und  da 

k  ^ 

iii+2a  ^  wi  +  2a— a' 

so  ist  die  zweite  Seite  kleiner  als 

1.1 ^ .J./ ^ Yo. 

*  +  lm+2a-a"*'1.2Vwi  +  2a-ay  "*"'  •; 


-.  "<< 


D|i  die  zweite  SeUe^  tantfr.  >  1  uii4'  -r^ — ^^*  endlich  ist,  so  ist 
nach  I.: 

(1  +    a  ,  w — )»     ,     2i*     wenn  o>0; 

2Ä« 
Lässt   man  m  unbegränzt    wachsen,    so   irerdeo   1  7f .  nrr   und 

2)fc« 
1  +  zrT^n «u  1,  so  dass  also 

2a 
Da  alsdann  nach  UL  (14 — ^)"*  =  e^,  so  ist  für  m=sat: 

„      2a  .  a«+6«  ^       ..  .  2a  .  a«+6«^ 

Ferner  ist,  weon  m  gross  und  6>0,'  der  Winkel  9  positiv  uod  klein. 
Daneben  ist 

6  6 

>sin9      ,   .  wir  ^r 


<zrr^  < 


I  * 


Ffir  6<0  ist  9<0  uod 


>*-sin9  .   .  »• 

—  o)  ^     -        ,    woraus  wieder  —  ma> 

S  — tg9  —6 


1  +  ^ 

■   m 


Lässt  man  m  wachsen,   so  nähert  sich  r  der  Einheit,  also 

h  h 

-  der  Grosse  6,    der  sich  auch   nähert,  so  dass  iBr  ein 

T  -      a 

unendliches  m:  m^ssfr.    Die  Gleichung  (7)  gtebt  also  für  m=:oD: 
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wenn  t  die  Zeit  ist,  wfthrend  welcher  der  Bogen  BE  sorMge- 
legt  wird. 

IL  Zieht  man  einen  sweiteh  Kreis  Ton  der  Beschaffenhät, 
daes  die  Polaren  von  A  in  Bezug  auf  beide  Kreise  identisch  sind, 
und  sind  £,  F>  G,  H^  u.  s.  w.  Punkte  des  zuerst  gegebenen  Krei- 
ses von  solcher  Lage,  dass  die  Verbindungslinien  XF»  FG,  GH, 
U.  s.  w.  den  zweiten  Kreis  berühren,  so  werden  unter  Festhaltang 
der  oben  riicksichtlich  der  Bewegung  gemachten  Voraossetzuog 
die  Bogen  LF,  FG^  GH  etc.  in  gleichen  Zeiten  zurflckgelegt 


Bf  i  8  c  e  1 1  e  n. 


Schreiben    des   Herrn  Doctor   Zinken,    gen.  Sommer,    so   Brau- 

schweig  an  den  Herassgeber. 

In  BandSl.  Heft  4.  Seite  476.  Ihres  geschlitzten  Archives  finde 
ich  eine  neue  Construction  der,  mittleren  Proportionale  von  Gonzy 
aus  den  Nonvelles  Annales  de  Math^matiqnes  von  Ter- 
quem,  filr  welche  Sie  auch  sogleich  einen  Beweis  mittheileo. 
Ein  solcher  dürfte  sich  Tielleicht  noch  anschaulicher  mit  Hfiife 
der  Bemerkung  liefern  lassen,  dass  die  dort  in  Frage  kommeB" 
den  Dreiecke  AEB  und  CEA  einander  ähnlich  sind,  indem  sfo 
gleichschenklig  sind  und  einen  gemeinsamen,  je  an  der  Badf 
liegenden  Winkel  bei  A  haben.  Ans  dieser  AehnliebkeU  ib^ 
dann  sogleich: 

CAxAEr:^AEiAB. 

q.  e«  d. 


Druckfehler  Thell  XXXIH.  Heft  1 

S.  124«  Z.  26«  statt  ßJx  setxe  man  OJQ. 
„  195.  „  5.  n.  2.  T.  n.  statt  g  stelle  man  9. 
„  162.  „  12.T.0.  anstatt  %a  stelle  man  |A. 
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Literarischer  Bericht     * 


cxxix. 


Mechanik. 

Einleitung  in  die  Mechanik.  Zum'Selbstunterricht 
nit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens 
von  U.  B.  Lübsen.  I.  Theil:  Gleichgewicht  (Statik) 
fester  Körper.  Mit  89  C'iguren  im  Text.  IL,  HL  Th&ils 
Gleichgewicht  der  tropfbar  fiüs'sigen  und  luftförmi- 
gen  Korper.  Mit  22  Figureiym  Text.  IV.  Theil:  Bewe- 
gimg  fester  Korper.  Mit  ^  Figuren  im  Text.  Ham- 
burg.   O.  Meissner.    1858. 

Dieses  Büchlein  enthält  nach  unserer  Meinung  eine  recht  gute 
Qttd  sehr  deutliche  Darstellung  der  Grundlebren  der  Statik  und 
Mechanik  fester  und  flüssiger  Körper,  mit  Zugrundelegung,  bloss 
derjenigen  mathematischen  Vorkenntnisse,  welqhe  jetzt  in  jeder 
foten  Schule  gelehrt  werden,  also  ganz  ohne  Voraussetzung  der 
'^Svnannten  höheren  Analysis,  selbst  nur  mit  Anwendung  einiger 
t^z  einfachen  trigonometrischen  Formeln  in  der  eigestliehen  Be- 
^^^^ngslehre  bei  der  Lehre  von  der  Wurfbewegung,  wo  dieselben 
'^tQrlich  gar  nicht  zu  entbehren  waren,  tiberall  mit  blesonderer 
^cksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens.  In  der  Statik 
^^mt  der  Herr  Verfasser  seinen  Auslauf  von  dem  Parallelogramm 
'^  Kräfte,  welches  er,  ganz  zweckmässig  in  einem  solchen  Buche, 
^  bekannter  Weise  auf  Principien  zurückführt,  die  nicht  rein 
statisch  sind,  sondern  schon  den  Begriff  der  Bewegung  und  Ge- 
tehwlndigkeit  in  Anspruch  nehmen;  er  giebt  aber  späterhin  auch 
Hoch  einen  rein  statischen  Beweis,  ungefähr  so  wiePoinsot,  im 
«iebenten'fiuche  unter  den  Ergänzungen  zum  ersten  Buche.  Der 
Lehre  vom  Schwerpunkte,  von  der  Stabilität,  der  Reibung  und  den 
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einfachen  und  zusammengesetzten  Maschinen  ist  die  gebuhiei^ 
Berücksichtigung y  so  weit  alle   diese  Dinge  in  ein  solches  Bodi 
gehören,  zu  Theil  geworden»  und  eine  Reihe  von  Cebangsaufgabei 
ist  der  Statik  beigegeben.     In  der  Hydrostatik  sind  die  sSinnffi- 
eben  Grundgesetze»  auch  das  Gesetz  des  Drucks   auf  die  Seit» 
wände,  was  sonst  oft  in  ähnlichen  Buchern  fehlt,  in  einfacher  Wdse 
gehurig  roatheniatisch    begründet  worden,  was  in  gleicher  Weise 
•  von  der  Aerostatik  gilt,  wo  auch  die  verschiedenen,  im  gemetneii 
Leben  am  häufigsten  vorkommenden,  auf  dem  Luftdrücke  berubei- 
dei||Maschinen    deutlieh   erklärt   und  die  wesentlichen  Ulnstande, 
auf  die   es  bei  deren  zweckmässiger  Anlegung  in  der  Praxis  as- 
kommt»   erörtert  worden   sind.     Zweckmässig  gewählte  Aufgab« 
sind   auch  hier  überall  eingereihet  worden.     Den    verschiedeoeD 
Methoden,  das  specifische  Gewicht  zu  bestimmen,  mit  Rücksicht 
auf  die  verschiedenen  dabei  in  Betracht  kommenden  Correctionen, 
hätten  wir  eine  etwas  eingehendere   Erörterung  gewünscht,  wenn 
auch  dieser  Gegenstand   mehr  dem   Gebiete  der    Physik  als  der 
eigentlichen  Mechanik  anheimfällt.   Die  eigentliche  Bewegungslehre 
fiSr   feste   Korper   enthält   ebenfalls  die   gewöhnlichen  Lehren  in 
sehr  fasslicher   Darstellung  mit   steter  Rücksicht   auf  praktische 
Anwendung.    Ob  noch  ein  der  Hydraulik  gewidmeter  Theil  folgen 
wird,  ist  aus  den  bis  jetzt  vorliegenden  Theiien  nicht  ersichtlie/i; 
wir  wünschen  es  aber« 

Besonders  erkennen  wir  bei  diesem  Buchlein  an,  dass  nur  so 
viel  in  demselben  gegeben  worden  ist,  als  sich  mit  den  vorausge* 
setzten  geringen  mathematischen  Hülfsmittelii  mit  vollständiger  Deot- 
lichkeit  begründen  und  zum  Yerständniss  bringen  liess.  Oft  ist 
uns  bei  Büchern  dieser  Art,  namentlich  auch  solchen,  die  einem 
praktischen  Bedürfnisse  in  der  Maschinenlehre  in  elementarer 
Weise  entsprechen  sollen,  das  Bestreben  entgegengetreten,  auf 
allgemeinere  mechanische  Gesetze  von  einer  höheren  Natur  sa* 
rückzugehen  und  deren  Anwendung  In  der  Maschinenlehre  n 
zeigen.  Ein  solches  Bestreben  halten  wir  für  verfehlt  Deaa 
einmal  zeigen  die  Verfasser  solcher  Bücher  oft  nur  zu  deotUck, 
dass  ihnen  selbst  kein  ganz  vollständiges  Verständniss  dieaer 
Gesetze  zur  Seite  steht,  und  anderntheils  gehen  dieselben  owi* 
stens  über  den  Gesichtskreis  des  Publikums,  welches  solche  Bi> 
eher  im  Auge  haben,  hinaus  und  führen  daher  nur  zu  leicht  Mia»* 
Verständnisse  herbei.  Dies  hat  der  Herr  Verfasser  des  vorliegeodea 
Büchleins,  wie  schon  gesagt,  mit  sehr  richtigem  Takte  daduth 
vermieden ,  dass  er  nicht  weiter  zu  gehen  gestrebt  hat,  ab  die 
vorausgesetzten  mathematischen  Grundlehren  nur  eben  gestatteten. 
Dies  loben  wir  neben  seinen  übrigen  oben  schon  hervorgehobenen 
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Vorzogen  noch  besonders  an  diesem  Elementarbuche  und  empfeh- 
len es  auch  deshalb  vor  vielen   anderen  Buchern  einer  ähnlichen 
Tendenz  allen  denen  recht  sehr,  die  sich  für  die  gewöhnlichen 
Geschäfte  des  praktischen  Lebens,  welche  von  den  bewegenden 
Naturkräften  Gebrauch  machen,   eine  hinreichende  Kenntniss  der 
Grundlehren  der  Mechanik  verschaffen  wollen.    In  keiner  anderen 
mathematischen  Wissenschaft  sind  durch   unklare,  der  gehürigeii 
Begründung  entbehrende  Vorstellungen    herbeigefährte    Missver- 
ständnlsse  leichter  muglich  wie  in  der  Mechanik,  nirgends  fuhren 
dieselben  leichter  zu  falschen  und  verfehlten  Anwendungen.    Das 
Torliegende   Buchlein  wird  dazu   wenigstens    keine  Veranlassung 
geben,  was  wir  nochmals  als  einen  besonderen  Vorzug  desselben 
erkennen.     Wer   weiter   in   der   Mechanik  gehen  will,  muss  sich 
vorerst  weiter  in  der  sogenannten  reinen  Mathematik  umsehen, 
wozu  es  Hülfsmittel  genug  giebt;    das  ist  nun  einmal   bei   einem- 
solchen  Bestreben  unerlässlich. 


Astronomie. 

Physische  Zifsammenkunft  der  Planeten  l  bis  42*) 
während  der  nächsten  Jahre.  Von  Karl  v.  Littrow, 
wirklichem  Mitgliede  der  kaiserl.  Akademie  der  Wis- 
senschaften.  Mit  zwei  Tafeln.  (Aus  dem  XVI.  Bande 
der  Denkschriften  der  mathematisch  -  naturwissen- 
schaftlichen Klasse  der  kaiserlichen  Akademie  der 
V^issenschaften  besonders  abgedruckt).    Wien.    1859.   4. 

^  • 

Eine  vorläufige  kurze  Anzeige  dieser  wichtigen  Arbeit  ist 
schon  im  Archiv.  Tbl.  XXXII.  Heft  3.  S.  357.  aus  den  Sitzungs- 
berichten der  Wiener  Akademie  von  uns  geliefert  worden,  und 
wir  freuen  uns  sehr,  jetzt  das  Erscheinen  der  wirklichen  Abhand- 
lung anzeigen  zu  können.  Worauf  es  bei  der  betreffenden  Auf- 
gabe ankommt  und  was  dieselbe  erstrebt,  kann  im  Allgemeinen 
aU  hinreichend  bekannt  angenommen  werden.  Eben  so  ist  die 
Methode,  deren  sich  Herr  v.  Littrow  bei  den  hier  zur  Sprache 
kommenden  Ermittelungen  bedient  hat,  aus  seinen  früheren  biet- 
her  gehörenden  verdienstlichen  Arbeiten  bekannt.  Dieselbe  ver- 
bindet in  sehr  zweckmässiger  Weise  Zeichnung  und  Rechnung 
-mit  einander«  und  ist  in  der  vorliegenden  Abhandlung  von  Neuem 


*)  Diete  Zahlen  sind,  in  Kreite  einznschliegsen. 
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in  der  Kflrze  wieder  aus  einander  gesetzt  worden.     Welchen  Aot 
wand  von  Zeit  und  Mühe   aber   bei    aller  Zweckmfissigkeit  der 
Methode  Untersuchuoi^eu   dieser  Art  erfordern  >  und  wie  sehr  die 
Wissenschaft  Herrn  v.  Littrow  zu  Dank  verpflichtet   ist,  da» 
er  sich  derselben  unterzogen  hat,  kann  nur  der  richtig  bearthei* 
len,  wer  sich   selbst   schon   mit  solchen    Arbeiten   beschäftigte 
Alles  ist  in   der  Abhandlung  mitgetheilt  worden ,  was  in  tbeore^ 
tischer   und  praktischer  Rücksicht  nothig  ist,:  uni  zu   einer  volt 
ständig  deutlichen  Einsicht  in  die  ganze  mühevolle  Arbeit  zu  ge- 
langen, so  dass  in  dieser  Beziehung  gar  nichts  zu  wünschen  übrig 
geblieben  ist.     Ebenso  sind  die  gewonnenen  Resultate  mit  der 
grössten  nichts  zu  wünschen  übrig  lassenden  Vollständigkeit  qb4 
Genauigkeit  mitgetheilt   worden.     Es   fanden   sich  zwischen  des 
b.etracbteten  42  Asteroiden  649  Bahnnähen  unter  0,1  (der  halbes 
grossen  Erdbahnaxe)  gegenseitiger  Entfernung»  und  darunter  157 
von  besonderer  Enge.     Die  grosse  Anzahl  von  Bahnnähen  über- 
haupt, etwa  zwei  Drittheile   der  861  Paare,   welche  im   Ganzen 
durchzusehen  waren,  darf  bei  dem  weiten  Sinne,  der  dem  Worte 
„Bahnnähen*^  hier   gegeben   wurde,  nicht  überraschen.     Mit  dem 
vorliegenden  Material  Hess  sich  eine  weitere  Frage  von  Interesse, 
nämlich  ob  irgend  besondere  Anhäufungen  von  Bahnnähen  an  ge- 
wissen Punkten  des  Weltsystems  sattfinden»  leicht  heantworteo. 
Cm  in   dieser  Beziehung  einen  Ueberbllck  zu  gewinnen,  inirden 
säromtliche   Bahnnähen    nach   ihren    Längen,   projicirten  Radien- 
Vectoren  und  Lothen   auf  ein  Blatt  gezeichnet^  wie  ans  Taf.  II. 
ersichtlich  ist.    Der  Ueberblick  dieser  Zusammenstellung  lehrte^ 
dass  keine  besondere  Anordnung  sich  geltend  macht,  man  imGe- 
gentheile  zu   der  Annahme  berechtigt  ist,    dass     bei  zunehmen- 
der Zahl  von  Asteroiden  die  jetzt  schon  nahezu  vorhandene  Gleich- 
förmigkeit   der   Vertheilung    sich    immer   mehr   einstellen  werde. 
Für  1858  bis    1867   hat  Herr  v.  Littrow    folgende  Zusammen: 
künfte  gefunden: 

Ettterpe  •  Lutetia  ....    1858  Mitte  Octoben 
Bellona-Metis      ....    1858     „      November. 


w  » 


Polyhynviia.Vesta      .    .  1858 

Massalia- Psyche    .    .    •  1859  {Inde  October. 

Eunomis^-Metis  ....  1860     99     Jänne^r. 

Eunomia- Irene   ....  1860  Anfang»  März. 

Irene -Metis 1860  Mitte  März. 

Hebe-Parthenope  .    .    .  1860  Ende  November. 

Fides- Vesta       ....  1861  Anfangs  März. 

Metis  -  Polyhymnia     .    .  1863  Ende.  Apsil- 
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Eaterpe-Pelyhymnia     «  1864  Mitte, Jani. 

Hebe-Parthenope  •    •    .  1864     ,y      September. 

Melpomene-Parthenope  1864  Ende  November« 

Iris-Pomotia      ....  1865  Mitte  October. 

Fides -Fortuna  •    .    •    .  1866  Ende  Jänner. 

Cailiope-Egeria    .    .    .  1866  Mitte  October. 

Flora- Melpomene      •    •  1867     ,,      Februar. 

Euterpe- Proserpina  •    •  1867  Ende  April. 

Pomona-Vesta     •    .    •  1867      „      November. 

Herr  v.  Littrow  hatte  seine  Arbeit^  bei  welcher  die  Herren 
Hornstein  und  Oeltzen  die  erspriesslichste  Hülfe  leisteten,  ganz 
beendigt  und  war  eben  mit  der  Zusammenstellung  der  Resultate 
beschäftigt»  als  er  von  einer  ähnlichen  Arbeit  des  Herrn  Karl 
Linser  in  Sonneberg  bei  Coburg  Nachricht  erhielt.  Die  von  dem- 
selben angewandte  Methode»  die  nur  auf  Rechnung  beruhet»  wird 
nebst  den  erhaltenen  Resultaten  von  Herrn  V.  Littrow  mitge* 
theilt  und  die  befriedigende  Uebereinstimmung  beider  Arbeiten 
nachgewiesen.  Dadurch  wird  die  vorliegende  interessante  und 
wichtige  Abhandlung  zugleich  zu  einem  Repertorium  alles  dessen» 
was  bis  jetzt  namentlich  in  praktischer  Rficksicht  mit  Erfolg  auf 
diesem  Felde  gearbeitet  worden  ist. 

Wir  müssen  uns  leider  begnügen»  durch  die  vorhergehende 
kurze  Anzeige  auf  die  in  wissenschaftlicher  Rücksicht  grosse 
Wichtigkeit  der  vorliegenden  Abhandlung»  die  jedenfalls  zu  den 
bedeutendsten  neueren  Erscheinungen  auf  astronomischem  Gebiete 
gehCrt,  und  das  gross«  Interesse»  welches  dieselbe  in  so  vielen 
Beziehungen  darbietet»  im  Allgemeinen  hingewiesen  und  unseren 
Lesern  zur  sorgfältigsten  Beachtung  empfohlen  zu  haben»  und  kön- 
nen zum  Schluss  dem  geehrten  Herrn  Verfasser  zu  deren  Vollen- 
dung nur  noch  aufrichtig  Glück  wünschen. 


In  dem  Jahrgange  1859  des  immer  viel  Lehrreiches  enthal- 
tenden Kalenders  für  alle  Stände»  welchen  Herr  von  Lit- 
trow herausgiebt»  befindet  sich: 

L.  Eine  ungemein  vollständige»,  auf  die  neuesten  Bestimnmn- 
gen  gegründete  Uebersicbt  des  Sonnensystems»^  iq 
welcher  auch  das  Historische  in  sehr  lehrreicher  Weise 
ausführlich  mitgetheilt  ist. 

3.  Ein  Aufsatzr  über  den  Eiiefluss  des  Vorrüch#se  der 
I^iiicb^U^le.bein    iiqf   d,ife   SleUang    der    &e4ititiier 


6  UUrarUcher  Bericht  CXXJX. 

welchen  wir  namentlich  auch  wegen  der  ihm  angehängten 
eilf  Tafeln  Liebhabern  der  Aatrononiie  recht  sehr  empfehlen. 
Taf.  I.  bis  Taf.  X.  enthalten  den  Handertjährigen  Be- 
trag des  Vorrückens  der  Nachtgl^ichen  in  gera- 
der Aufsteigung;  und  Taf. XL  giebt  den  Hundertjäh- 
rigen Betrag  des  Vorrücken  s  der  Nachtgleichen 
in  Abweichung. 

3.  Die  Fortsetzung  der  im  Jahrgange  1858.  »S.  111.  angefange- 
nen .Geschichte  der  beobachtenden  Astronomici 
vorzüglich  betreffend  die  Erfindung  des  Mikrometers,  die 
Verbindung  des  Fernrohrs  mit  winkelqfiessenden  Instrumen- 
ten und  die  grossen  Verdienste ^  welche  der  berühmte  dä- 
nische Astronom  Claus  Rumer,  ausser  auf  anderen  astro- 
nomischen Gebieten,  sich  hauptsächlich  durch  die  Einführung 
des  Passagen  •  Instruments  in  die  beobachtende  Astronomie 
^erworben  hat. 

Wir  wünschen  sehr,  dass  Herr  von  Littrow  diese  nicht 
bloss  für  Laien  lehrreiche  Geschichte  der  beobachtenden  Astro- 
nomie in  den  folgenden  Jahrgängen  seines  Kalenders  weiter  führen 
möge,  und  sind  im  Allgemeinen  überzeugt,  dass  dieser  Kalender  in 
sehr  erspriesslicher  Weise  zur  Verbreitung  astronomischer  Kennt- 
nisse unter  einem  grosseren  Publikum  mitzuwirken  geeignet  ist. 

Andere,  von  der  Wiener  Sternwarte  ausgegangene  verdienst- 
liche neuere  Arbeiten  sind  die  folgenden  Bahnberechnungen  einiger 
Planeten  und  Cometen: 

Ueber  die  Bahn  der  Eugenia.  Von  M.  LOwy.  Wien. 
1858.    8. 

Ueber  die  Bahn  des  Cometen  V  1858.    Von  Demsel- 
*ben.    Wien.    1858.    8. 

Elemente  der  Bahn  des  von  Bruhns  am  21.  Mai  1858 
Jn  Berlin  entdeckten  Cometen.    Von  Demselben. 

Ueber  die  Bahn  des  Cometen  Donati.  Von  Demsel- 
ben.   Wien.    1859.    8. 

Natürlich  müssen  wir  uns  hier  mit  der  blossen  Titel-Anzeige 
■  solcher  vorzugsweise  nur  calculatorischen  Arbeiten  begnügen,  wo- 
durch aber  deren  Verdienstlichkeit  durchaus  kein  Eintrag  gethan 
werden  kann  und  soll. 

Vergleichung  des  „Calalogus  generalis  pro  1830'Mn 
Struve's  Stellarum  fizarum  imprimis  dupliciam  6t  mal- 
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tiplicium  positiones  mediae.  Petropoli  1852.'*  mit  den 
beiden  Katalogen  aus  ßesseTs  Zonen-Beobachtangen. 
Von  Dr.  Max.  IVeisse,  Director  der  Sternwarte  zuKra- 
kau.    Wien  1858.    8. 

Herr  Director  Weisse«  der  sich  durch  die  Bearbeitung  der 
beiden  aus  Bessel's  Zonenbeobachtungen  abgeleiteten  Sternca- 
taloge,  Ton  denen  auch  der  zweite^  an  welchem  rasch  gedruckt 
wird^  bald  in  den  Händen  der  Astronomen  sein  wird,  so  grosse 
Verdienste  erworben  hat,  liefert  in  dieser  aus  den  Sitzungsbe- 
richten der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften« 
Band  XX XII.  Jahrgang  1858«  besonders  abgedruckten  Ab- 
handlung eine  Vergleichung  von  Struve^s  ««Positiones  me- 
diae'' mit  seinen  beiden  Catalogen«  für  welche  ihm  die  Astrono- 
men gleichfalls  zu  besonderem  Danke  verpflichtet  sein  werden« 


Nautik. 

Ueber  die  Berechnung  des  Widerstandes  der  Dampf- 
schiffe. Von  Dr.  Eckhardt«  Grossherzoglichem  Ge- 
heimerath  in  Darmstadt.  (Aus  dem  englischen  Journal 
9»Arti9Ban«<  März  und  April  1858«  in's  Deutsche  über- 
tragen und  mitgetbeilt  von  dem  Verfasser).  Extra- 
Abdruck aus  der  Ze'itschrift  des  Architekten-  und  In- 
genieur-Vereins für  das  Königreich  Hannover.    4^. 

Wir  glauben  auf  diese  Abhandlung  aufmerksam  machen  zq 
''müssen.  Der  Herr  Verfasser  unterscheidet  in  derselben  den  mitt- 
leren Schiffstheil«  das  Vordertheil  und  das  Hintertheil«  und  be- 
rechnet« immer  ein  an  seinen  Enden  mit  zwei  Prismen  versehenes 
Parallelepiped  betrachtend«  gestützt  auf  die  im  Archiv.  Tbl. 
XXV.  S.  116.  entwickelte,  an  die  Versuche  der  französischen  Ma- 
thematiker angeschlossene  Fornfel«  auf  S.  8.  seiner  Abhandlung 
eine  Tafel  für  den  Widerstand  des  Wassers  am  Vor- 
schiff und  Achterschiff,  welche  als  das  Haupt  -  Resultat  die«> 
ser  Abhandlung  zu  betrachten  ist«  indem  er  zugleich  die  Anwen- 
dung derselben  durch  ein  interessantes  Beispiel  erläutert«  welchem 
die  Dimensionen  des  Great  Eastern  oder  Leviathan  zu 
Grunde  gelegt  worden  sind.  Für  dieses  Beispiel  ist  der  Wider- 
stand des  Vordertheils  943«353  Pfund  und  der  Rückstoss  des 
Hintertheils  390«598  Pfund;  also  der  verminderte  Widerstand  des 
ganzen  Schiffs  56%955  Pfund.     In  lehrreicher  Weise  beschäftigt 
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det  B'eiTf  Verfasser  sich  auch  noeti^iliSf  der  Lösung  der  Alifgäb^: 
yyWehn  zwei  Prismen  von  gleicher  Basis  sQsammehgefSgt  "werden, 
deren  Längen  veränderlicli  sind,  äbier,  zusammen  addirt,  eine  coo- 
stante  Summe  geben,  dasjenige  Verbältniss  der'Längen  za  finden, 
für  welches  die  WiderstandsTerminderung,  weiche  durch  das  ver- 
einigte Vorder-  und  Uintertheil  hervorgebracht  wirdj  ein  Maximum 
oder  der  Widerstand  selbst  ein  Minimum  vrird''  und  scbÜBsst  mit 
einigen  besonderen  Betrachtungen  über  die  Dampfschiffe.  Wir 
glauben,  dass  diese  wenigen  Bemerkungen,  mit  denen  wir  uns 
an  diesem  Orte  begnügen  müssen,  hinreichend  sein  werden«  nm 
auf  die  Wichtigkeil  der  vorliegenden  Abhandlung  fl!r  die  weitere 
Entwickelung  des  in  ihr  behandelten  Gegenstandes  aufmerksam 
zu  machen.  •  6. 


Vermischte  Schriften. 

Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  hambnrgischeji 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
nisse.   Fastnacht  1859.    4. 

w 

Wir  haben  schon  mehrmals  die  Freude  gehabt,  in  umwreii 
literarischen  Berichten  auf  das  so  seh^  verdienstliche  Wirken  Aet 
genannten,  im  Jahre  1690  von  zwei  achtungswerthen  Männern  nnd 
Lehrern  in  Hamburg,  deren  Namen  noch  jetzt  in  dankbarer  Er« 
innerung  fortleben : 

Heinrich  Meissner,  Director  der  St.  Jacobi  -  Schule  (gest 
1716)  und 

Valentin  Heins,  Director  der  Schule  zu  St  Michaelis  (gest 
1704) 
ofsprünglieh  unter  dem  Namen  der 

Die  Kun^t-Rechnung  lieb«  und  übenden  Societät 

gestifteten  Gesellschaft,  welcher  auch  der  Herausgeber  des  Archivs 
als  Ehrenmitglied  anzugehören  sich  zur  ganz  besonderen  Ehre 
rechnet,  hinzuweisen,  und  sehen  aus  diesem  neuen  Jahresberichte« 
dessen  Inhalt  wir  im  Folgenden  angebeti  werden,  dass  das  Wirken 
der  Gesellschaft  im  169sten  Jahre  ihres  Bestehens  an  Ausbreh 
tnng  und  Bedeutung  nur  gewonnen  hat. 

Seit  1853,  wo  der  letzte  Jahresbericht  erstattet  wurde,  hat 
die  Gesellschaft  zehn  Mitglieder  durch  den  Tod  verloren,  von 
denen  wir  neben  anderen  verdienten  Namen  nur  Gauss,  Ck^ellSi 
A«  C.  Petersen  nennen  wollen;  vierzehn  neue  Mitglieder,  (M 
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lar  einlietniische  0()er  in  den  benachbarten  Stfidten  Altona;  LO- 
«ck,  Cuxhaven  ansSssige,  shid  in  d«m  Zeitratiitae  von  18K3— 1850 
ufgenonimen  worden.  Werthvolle  Gescbienke'  'i^nd  der  4Seäell* 
chaft  Ton  mehreren  Seiten  zugegangen. 

Der  vorliegende  Jahresbericht  ^nth&lt  mehrere  schätsertswerthe 
kufeätze,  die  wir  Im  Folgenden  namhaft  machen. 

# 

1.  Versuch,  angestellt  zur  Bestimmung  des  Aos- 
uss-Coefficienten  ffir  neben  einander  liegende  Schilt* 
endffnungen  und  Ansfluss  unter  Wasser.  Von  Herrn 
ngenteur  F.  H.  Reit»  in  Hamburg. 

2.  Anf^abes     Ein   Faden    ist  mit   einem   Ende   be- 

sstigt,  das  andere  Ende  ist  Ciber  eine  lose  und  darauf 

her  eine  feste  Rolle  geführt;  welche  Curve  wird  bei*m 

ufziehen  des  Fadens  über  die  feste  Rolle  die  mit  ei* 

emGewichte  belastete  loseRplle  beschreiben?    Von 

errn  Wasserbau-Inspector  J.  Dalmanm  in  Hamburg» 

stzigem  Jahrverwalter. 

3.  Aafjgalre:  Es  sind  ein  Seil,  dessen  Länge  /  Ist, 
nd  zwei  in  einer  horizontalen  Linie  liegende  Punkte 
egeben.  An  dem  einen  Punkte  A  wird  das  Seil  fest 
edacht,  läuft  von  A  Ober  eine  mit  dem  Gewichte  Pbe* 
Lstete  Rolle  C\  geht  von  C  über  B  und  kehrt  voii  fi 
ar  losen  Rolle  C  zurück,  wo  es  befestigt  wird;  es  soll 
er  Punkt  gefunden  iverden^  an  welchem  die  Rolle  im 
alle  des  Gleichgewichts  sich  befindet  Von  Dem- 
elben« 

4.  Jedermann  kennt  die  einfache  geometrische  Losung  der 
ufgabe:  Wenn  eine  gerade  Linie  und  zwei  Punkte  gegeben 
nd.  In  dieser  geraden  Linie  einen 'Punkt  so  zu  bestimmen«  dass 
ie  Summe  seiner  Entfernungen  von  den  beiden  gegebenen  Punkten 
in  Minimum  werde.  Herr  C.  W.  Plath  beschäftigt  sich  nun  mit 
er  Losung  der  folgenden  Aufgabe: 

Wenn  eine  Gerade  und  drei  Punkte  gegeben  sind: 
I  der  Geraden  einen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  die 
umme  seiner  Entfernungen  von  den  drei  gegebenen 
unkten  ein  Minimum  werd^* 

Legt  man  den  Anfang  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  die 
Bgebene  Gerade  als  Aze  der  x  dahin,  wo  dieselbe  von  der 
if  sie  von  dem  einen  der  drei  gegebenen  Punkte  gefällten  Senk- 
Msbten  getroffen  wird,  und  bezeichnet  demzufolge  die  Coordinaten 
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^ 


der  drei  gegebenen  Punkte  durch  0,  a;  b,  e;  d,  e;  die  Alisciss 
de«  geeuchteii  Punktes  durch  x\  so  liefert  die  DiffereiitialreGli 
nutig  zur  Bestimmung  von  a:  leicht  die  Gleichung: 


welclje  Herr  l'lath  ration»)  gemacht  hat,  woduich  er  tu  eim 
sehr  weilläuG^en  Gleichung  des  zviiMtew  Graden,  deren  Btitwlck 
linig  ihm  gcniss  nicht  geringe  Mühe  gemacht  hat,  gelaii^^t  it 
Auch  bat  er  »ich  die  Mühe  nicht  verdries6en  lassen,  diese  Gle 
chunt;  auf  ein  (iiimeriscbes  Beispiel  an cii wenden.  Halten  n'ir  die 
Entwickelutjg  schon  an  sich  für  verdienstlich  *),  so  glauben  v 
vom  SlaiiJ|iuMkte  unseres  Journals  aus  alle  Herau.-^geber  von  8anii 
lungen  ullgebraischer  Aufgaben  auf  diesen  Anfsats  des  Ber. 
Plath  schon  decihalb  aufmerksam  machen  zu  müosen,  trell  dii 
selben  wühl  scbwerUcbandernärls  ein  besseres  vollständig  au« 
gerechnetes  Ut^ispiel  für  das  Kationalniacben  der  Gleicbimge 
linden  dürften,  welches  zugleich  geeigneter  wäre,  die  itrosse  Weil 
läufigkeit,  in  welche  diese  Opcratioo  meistens  l'Qhrt,  nachzuweisen 

Möge  die  Uamburijische  Gesellschaft  zur  Verbreitung  mstl» 
roatischer  Kenntnisse  die  Wissenschaft  noch  oH  mit  gleich  rer 
dienstlichen  Mitlheilungen  erfreuen,  und,  wns  wir  besonders  "Si^' 
sehen,  die  vorwiegend  praktische  Tendenz  ihres  Wirkens,  wi' 
bisher,  auch  fernerbin  stets  festhalten,  was  am  besten  geeigne 
sein  wird,  der  ungemein  grossen  Wicbliakeit  strenger  malher» 
tischer  Theorien,  neben  ihrem  grossen  inlellcctuellcn  Werifie  > 
sich,  ftir  alle  Gebiete  praktischer  Anwendung  im  weitesten  SuIB 
immer  mehr  Geltung  und  Anerkennung  '    ' 


KRhe   liäaunf;   der   brtrelfcadon  AnfgslftJ 
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.  Durch  Mittheiluiig  eines  Necrologs  des  zum  grossen  Schaden 
ler  Wissenschaft  derselben  so  früh  entrissenen  Professors 

Lcdenne-Diriclilet 

n  Göttingen  wOrde  mich  der  Einsender  zu  ganz  besonderem  Danke 
erfiflichten.  G  r  u  n  e  r  t. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Eine  Arabeske  aus  dem  Jugendleben  berühmter 
Naturforscher.  Von  Professor  Doctor  H.  Emsmann  in 
Stettin.  (Pädagogisches  Archiv  1859.  Band  L  Nr.  7. 
1545-570.) 

Wir  halten  es  fiir  unsere  Pflicht,  unsere  Leser  auf  diesen  in 
Mirfacher  Rucksicht  interessanten  Aufsatz  aufmerksam  zu  machen, 
^  ihnen  jedenfalls  eine  angenehme  LectQre  gewähren  wird,  wo- 
^  wir  noch  besonders  bemerken,  dass  hauptsächlich  die  mathe- 
'»»tischen  Naturforscher:  Gauss,  Ampere,  Thomas  Toung, 
-''«Girant,  Sauveur,  Presnel,  Carnot,  Monge,  Huyghens, 
""issendi,  Fourier,  Pascal,  vor  Allem  Newton,  Kepler 
"Q  viele  andere;  auch  die  mathematischen  Frauen:  Uypatia, 
'^fia  Gätana  Agnesi,' Laura  Maria  Catharina  ßassi, 
'Name  Lepaute  (die  Gehülfin  Lalande's),  HeveTs  Gattin, 
■^rschei*8  Schwester,  Mademoiselle  Sophie  Germain  und 
^dere  Beachtung  gefunden  haben.  MOge  Herr  Emsmann  wei- 
'i^e  Früchte  auf  diesem  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathematik 
^d  Physik  sammeln  und  sie  dem  Publikum  mittheilen! 


■  .j 
"j 

■i 


II 


! 


.» 


*■« 
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der  drei  »egebenen  Punlile  durch  0.  a;   ' 
des   gesuchten   Funktea  durch    .r:   «" 
nH»K  zur  Uestimmung  »f.r.       '  '*• 


Tan  EltingshiB- 

Bor  hafeasor  Spitiei 

K*  H  HMKcr  Tor  Kurwn 

f  4a  QdefaaBgen  Minet 

«ddie  in  einigen,  der 

^Rnichlen  Abband lungev, 

**  A»  sllgeraeine   AnriÜ- 

■••  Jkfcfe  1851  niedergelegt 

'  d*«fc  fifr  gewisse  OpetatioDHi 

S«**r«:  s«  b««ik  ick  mich, 

Mtt. 

•  OTP  iMfiB  Prafessors  Spilaer  wiim 
■te  aacb  TÜll^    unbekannt ;    ich  hatte 
es  «•  ibret  Existenz  Oberhaupt.    Oh 
«■uoBMur  bachhändierische   Verbrei-    ; 
^■*^  »*■•   ephemere  BesprecbuDg  in     ■ 
Em  aUgCBieine  Ablenkung  der  Anfmeri:- 

Zeilen  reranlasst  ist,  tarn    1 

und  kaou  duc  bedauern,    daag  ti    l 

Ar  mich  eine  Unmöglichkeit   war,   die    | 

pitier  hervorzuheben.  I 

».*   ^  S»«*»  »«*«l  belriffl,    so  überzeuge   ich  mich  Am\    ' 

r^-i«!iC«<Ht*  oben  erwähnte  Schrift,  dass  in  Beiieh- 

...l«»ii«tneni04;  der  Hurner 'sehen  Methode  hehnfc 

.    b»»p»r«en    Wurzeln    einer  Gleicbnng  mit  einer 

^-^l,r^'"    '"**   *f*   Wurietu  eines    Systems   von    Gleichungen 

^  Wkmii**'   l'üMiunlcD  dem    Uerrn    Professor    Spitzer  di» 

f^i^Hk  4.<iM4K.    Ob   nun   dio  Unhekanntschaft  mit    den   Üntei^ 

O-'fcint;"  ■^'**  r*<*^'^W  ^"^^    hinsichtlich    derjenigen  Parti» 

}  -mri'^'^"*     ««t«ko  mit  jenen  Unlersuchungen  in  den  Urnnd- 

M  >«wm»iw*.    fttr  die  Wissenschaft  insofern   von  Ntilie» 

Mn.  *  «*.*  •**  •«♦1  ««IbstetÄndige  Forschungen  auf  demselbff* 

'    Wh^UM  ^•Hi*fcMiU»üi-h»  DeUila  der  Enlivicteiung  darbieten,  ö 

W«  **  *«  h»lti«Aeu  Vtrgleichung  der  Sachkenner, 


«IMMM^««1$.   den  9.  Juni  ISS». 


Dr.  H.  Sehern« 
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Op^ala  Sternwarte  1859.  Mai  2S. 
Herr  Professor! 

Erlauben  Sie  mir,  Ihre  Aafmerksainkeit  auf  eine  etwas  grosse 
Arbeit  zu  richten«  welche  vor  einigen  Jahren  herausgekommen 
ist,  die  aber  der  Bestrafung  der  deutschen  Kritiker  entgangen  zu 
sein  scheint»  vielleicht  desshalb,  weil  man  in  Deutschland  die 
englische  wissenschaftliche  Litteratur  wenig  studirt  Es  ist  eine 
Abhandlung  über  die  Auflösung  der  algebraischen 
Gleichungen  der  höheren  Ordnungen  von  Or.  SehBase« 
Diese  Arbeit  ist  gar  nichts  anderes  als  eine  Uebersetzung  von 
,yTheory  and  Solution  of  Algebraical  Equations  of  the 
higher  Orders.  By  IS.  R.  Toani^'%  welche  Herr  Schnure 
übersetzt  und  als  seine  eigene  Arbeit  ausgegeben  hat. 

Mit  ausgezeichneter  Hochachtung 

^rgebeast 
A.  4.  U,  Wackerbartb.. 

Für  den  vorstehenden,  «im  Abdruck  im  Archiv  mir  mitgetheil^ 
ten  Brief  des  UerfB  A.  X  U.  Wackerbartb  an  der  Sternwarts^ 
in  Upsala  danke  ioh  dem  Herrn  Einsender  recht  vielmals,  v?eil 
mJan  dadurch  das  schon  oft  gefügte  literarisch^  Treiben,  des  Herrn 
Dr.  Seh  uns  e  immer  mehr  und  mehr  und  immer  be^ii^^r  kennen 
leint.  Traurig  ist  es  nur,  dass  durch  solches  Treiben  die  Acb- 
toDg  vor  der  deotachen  mathematischen  Literatur  im  Auslande 
nur  sinken  kann,  aamentlich  in  einem  Lande  wie  in  Scbw<(- 
den^  vi-o  so  viele  treffliche,  wenn  auch  theilweise  wei^iger  durcb 
Schriften  bekannte  Mathematiker  leben,  in  deren  Augen  wahr- 
hafte Gründlichkeit  die  erste  Bedingung  einer  guten  matheniati- 
seluMi  Schrift  ist,,  und  die  von  solcher  Schnuse'schen,  auf  blossen 
Geldärwerb  apeoulirendep  Fabrikarbeit,  namentlich  wenn  ia  derselben 
von  ihnen  ein  Plagiat  efkannt  wird,  wenigstens  in  ihrem  Lande 
keine  Ahnung  and  keine  Voratellung  haben,  wenn  ihnen  dieselbe 
nicht  so  unmittelbar  wie  im  vorliegenden  Falle  entgegentritt,  wo- 
bei übrigens  bemerkt  wird,  dass  uns  selbst  eine  nähere  Kennt- 
niss  der  in  Rede  stehenden  Schnuse' sehen  Schrift  abgeht,  und 
wir  den  obigen  Brief  nur  so  mittheilen,  wie  er  uns  zugesandt 
worden  ist.  Gruuert. 


Geometrie. 

Berichtigung. 

Mein  in  Tbl.  XXXIl.  Nr.  II.  3.  68—82.  abgedrucHter  Aufsatz : 
„lieber   die    I{elation    «vvi^cheu    der    Entfernung    der 
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Mittelpunkte  und  den  Halbmessern  zweier  Kreise,  vod 
'denen  der  eine  um  und  der  andere  in  dasselbe  Viel- 
eck beschrieben  isf  ,.der  übrigens«  was  ich  ausdrucklicii. 
bemerke«  wenn  dies  auch  schon  seine  ganze  Form  deutlich  erkea- 
nen  \hsst,  zunächst  und  hauptsächlich  nur  den  Zweck  hatte,  zu 
einer  weiteren  Beschäftigung  mit  dem  fraglichen  Ge- 
genstande anzuregen«  keineswegs  denselben  zu  erschöpfen, 
bedarf  in  doppelter  Weise  einer  Berichtigung«  die  ich,  schon  vor 
geraumerer  Zelt  auf  dieselbe  aufmerksam  geworden,  in  diesem 
literarischen  Berichte  gebe«  um  sie  nicht  bis  zur  Ausgabe  des 
vierten  Heftes  dieses  Tbeils«  an  welchem  jetzt  schon^  gedruckt 
wird«  aufschieben  zu  müssen«  wenn  ich  auch  sehr  wohl  einsehe, 
dass  sie  mehr  in  das  Archiv  selbst«  als  in  die  literarischen  Be- 
richte gebort  hätte. 

Erstens  ist  es  nicht  allgemein  richtig«  wetan  es  auf  S.  7& 
heis$t:  ««Zuerst  erhellet  nun  auf  der  Stelle,  dass  im  vorliegeu- 
den  Falle«  wo  das  neck  um  den  einen«  in  den  anderen  Kreis 
beschrieben  ist,  der  im  Obigen  hervorgehobene  Umstand«  dass 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  verschiedeoeo  Seiten 
einer  dor  n,  das  Vieleck  einschliessenden  Seiten  läge«  gar 
nicht  vorkommen  kann«  indem  vielmehr  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Kreise  auf  einer  Seite  jeder  der  n,  das  Vieleek  ein- 
schliessenden Seiten  liegen  messen«  u.  s.  w.*'  Uiabei  ist 
aber  zu  bemerken«  dass«  wenn  die  Mittelpunkte  beider  Kreise 
auf  verschiedenen  Seiten  einer  Seite  des  Vielecks  liegen  sollten, 
ffir  diese  Seite  unter  den  positiven  Winkeln  i(aii  — eno)» 
i(®a"-o>i)»  «(«3  —  ©a)»--?  <^er  betreffemle  Winkel  zwischen  90** 
und  180^  liegen,  sein  Cosinus  also  negativ  sein  wfirde«  man  also 
nach  den  auf  S.  73.  (unten)  gegebenen  Regeln  in  der  betreffen- 
den Gleichung  wieder  das  obere«  nämlich  das  positive  Zeicbeo 
nehmen  müsste.  Mit  Bezug  auf  diese  Bemerkung  wird  der  fol- 
gende Inhalt  des  Aufsatzes  keiner  weiteren  Berichtigung  bedörfen. 

Zweitens  beruhet  das  Kaisonnement  auf  S.  74.,  durch  fvel* 
ches  nachgewiesen  werden  soll,  dass  man  immer  eine  Ecke  des 
Vielecks  in  die  durch  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  gehende 
Gerade  legen  könne,  ohne  der  Allgemeinheit  der  Betrachtung  sfl 
schaden«  auf  einer  unrichtigen  Anschauungsweise  von  meiner 
Seife  und  kann  nicht  als  stichhaltig  angesehen  werden.  Daher 
wird  man«  um  die  in  Rede  stehende  Behauptung  zu  rechtfertigev, 
immer  etwa  auf  den  von  Ponceiet  im  Trait^  des  propri^ttfs 
projectives  des  figures  pg.  361.  bewiesenen  Satz  zurflck- 
gehen  müssen,  den  er  auf  folgende  Art  ausdruckt:  «,Qnaad  oo 
polygone  quelconque  est  a  la  fois  inscrit  a  une  section  coDiqae 
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et  circonscrit  ä  uiie  autre  il  en  existe  iine  infinite  de  semblableet 
qui  jouissent  de  la  m^niie  proprid^tö  ä  T^gard  de«  deux  coufhes ; 
ou  pltitdt  tous  ceux  quon  essaierait  de  decrire,  a  volonte,  d'apr^M 
ces  cooditions,  se  fermeraient  d'eux  iii^mes  sur  ces  courbes.*' 

„Et  reciproquement^  s'il  arrive  qn'en  essayant  d'inscrire  ä 
volonte,  ä  une  section  conique>  un  poIygone  dont  les  cotös  en 
touchent  une  autre,  ce  poIygone  ne  se  ferme  päs  de  luim^me,  ü 
ne  saurait  näces^airement  y  en  avoir  d'autres  qui  jouissent  de 
cette  propri^te." 

So  schon  aber  dieser  Satz  auch  ist,  so  mass  man  doch  im 
Interesse  der  Elemente  uünscben,  noch  eine  nSher  liegende  ße- 
griindung  der  in  Rede  stehenden  Behauptung  zunächst  und  spe- 
cieli  für  den  Kreis  zu  besitzen,  und  es  wäre,  da  mein  eigenes 
erwähntes  Raisonnement  nicht  gentigt,  zu  wünschen,  dass  eine 
solche  elementare  Darstellung  gegeben  würde,  die  gern  im  Archiv 
Aufnahme  finden  würde. 

Alle  übrigen  Entwickelungen  in  meinem  Aufsatze  sind,  inso- 
fern sie  nur  den  Fall  betreffen,  wenn  eine  Ecke  des  Vielecks  in 
der  durch  die  „Mittelpunkte  beider  Kreise  gehenden  Geraden  liegt, 
richtig,  und  werden  zur  Erfüllung  ihres  Zwecks,  eine  weitere 
ßeschäftigung  mit  diesem  nicht  uninteressanten  Ge-< 
genstande  in  elementarer  Rücksicht  anzuregen,  geeignet 
sein,  so  wie  überhaupt  die  vorstehenden  nur  kurzen  Bemerkungen 
zur  Verständigung  über  diesen  Gegenstand  hinreichen  werden. 

Grunert. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerb- 
liche Fortbildungsschulen  von  Ludwig  Blum,  Ober- 
reallehrer  in  Stuttgart.  Leipzig  und  Heidelberg.  Win- 
ter. 1859. 

* 

Die  württembergische  Regierung  hat  in  dem  letzten  Jahrzehnte 
eine  Reihe  von  Instituten  in's  Leben  gerufen,  welche  die  thätige 
Fürsorge  derselben  für  die  Hebung  des  Gewerbewesens  bekun- 
den. Eine  hervorragende  Stelle  unter  diesen  Anstalten  nmrot 
die  gewerbKche  Fortbildungsschule  in  Stuttgart  ein,  welche  sich 
einer  namhaften  Frequenz  von  Seiten  der  Angehörigen  der  Ge- 
werbe erfreut,  wie  sich  auch  das  allgemeine  Interesse  für  Reah 
bildung  darin  aasspricht,  dass  die  dortige  Realschule  den  bedeu- 
tendsten derartigen  Anstalten  in  Deutschland  gleich  gestellt  werden 
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darf.    Der  Verfasser,  dessen  Lebrtbätigkeit  eine  sehr  itiisgodelmti 
ist,  wurde  von  der  K.  Gommission  für  FortbildupgAScbuleii  beao/- 
tragt,  seine  Vorträge  im  Druck  au  veröffeotliGbep »   und   diese« 
Umstände  verdankt  das  obige  Werk  seine  Entst^bung^    welcitci 
die  wichtigsten  Lehren  der  Physik  und  Mechanik    in  populärer 
Darstellung  enthält;    der  Stoff  ist  in  42  Vorlesungen  abgetheilt, 
wovon  jede  etwa  die  Dauer  von  2  Stunden  in  Anspruch   nehmen 
wurde.    Bei  oberflächlichem  Durchblättern  des  Buchs  ßillt  zunächst 
die  grosse  Reichhaltigkeit  der  Piguren  angenehm  in's  Auge ,  welche 
bei  einem  Werke    von  verhältnissmässig   so   geringem    umfange 
selten  anzutreffen  sein   wird,    worunter  Referent  namentlich  auf- 
merksam macht  auf  diejenigen ,  welche  sich  auf  die  Construction 
der  Uhren  bezieben,  der  Wasserräder,  der  Daropfinaschlnen  pod 
der  Telegraphen.    Die  Ausführung  dieser  in  den  Text  eingedmct 
ten  Figuren«  deren  Zahl  sich  auf  365  beläuft,  ist  fast  ohne  Aus- 
nahme musterhaft  zu  nennen.    Wenn  ein  solcbejs  Werk,  welches 
fdr  einen  bestimmten  Leserkreis  berechnet  ist,  als  Handbuch  för 
die  Lehrer  an  gewerblichen  Fortbildungsschulen  zunächst  um  eine 
praktische  und  fibersicbtiiehe  Eintheilung  des  vorliegenden  Stoffs 
Bu  geben ,   die  eine  abgerundete  und  vollständige  Darstellmig  lo 
einem  Cursus  von  vorgeschriebener  Dauer  ermöglicht,  auf  weitere 
Verbreitung  und   spezielles  Interesse  Anspruch  machen  soU,  so 
wird  man  eine  Berücksichtigung  der  Forschungen  auf  dem  6e- 
biete  der  Physik  auch  bis  in  die  neueste  Zeit   berein  erwarten 
dürfen.     In    dieser   Beziehung  sind  insbesondere  anzuführen  d\e 
Darstellung  der  Bewegungen  in   der  Atmosphäre  und  im  Wasser 
in  Folge  der  ungleichen  Vertheilung  der  Wärme,   nach  Maury, 
die  umfassenden   und   detaillirten  Angaben  über  Dampfmascbinen 
mit  Zugrundelegung   der  vom  Verfasser  während  seines  Aufent^ 
halU  in  Paris  und  London  zur  Zeit  der  dortigen  Welfaüsstellon- 
gen  gesammelten  Notizen  über  die  neuesten  Verbesserungen  and 
die    sehr    in's   Einzelne    gehende    Darstellung    der    Telegrapbie. 
Selbst  die  neueren  Forschungen  von  Fizeau,   die  Geschwindig- 
keit  des  Lichts  auf  direkte  Weise  zu  messen,    sind   berücksich- 
tigt worden. 

Weniger  einverstanden  kann  sich  Referent  mit  dem  Verfas- 
ser erklären  hinsichtlich  der  Behandlung  von  gewbsan  theoreti' 
S4;hen  Fragen-  Das  bekannte  Beispiel  mit  dem  Schiffe,  welcbei 
quer  über  einen  Fluss  fahren  soll  und  dnrcb  die  Bewegung  de« 
Wassers  eine  schräge  Richtung  erhält,  genügt  dem  Verfasser,  n« 
hierauf  unmittelbar  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  m 
Jbegründen ;  nach  der  ganzen  Anlage  des  Buchs  sollte  man  eine 
mehr  detaillirte  Berücksichtigung  der  verschiedenen ,  noch  in  atne' 
ster  Zeit  gemachten  Versuche  erwarten,  diese  Lehre  streng  wi«- 
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senscbäftiich  üad  sugleich  T^rstSndlich  für  ein  sofcfces  Piibltkum 
zu  begründen»  bei  dem  matheinatiscbe  Vorkeantnrsse  nicht  vnN 
ftnesneeteeu  sind.  Polnsot  bat  durcb  die  Einföhning  des  Be- 
griffe der  Gegenpaar^  in  der  Mechanik  ein  wesentliches  nnd  neues 
Element  geschaffen ;  die  ganae  Theorie  der  Drehung  der  Körper 
gewinnt  dadurch  ungemein  an  Klarheit  ufid  Uebersichtlichkeit ; 
der  Verfasser  hat  nun  allerdings  diesen  Begriff  erwähnt  und  erklärt, 
ohne  jedoch  spezielle  Beispiele  anzuföhren»  welche  die  fruchtbare 
und  nützliche  Anwendung  desselben  zeigen.  Doch  ist  natdrlicher- 
weise  die  Auffassung  der  Bedeutung  des  Worts  ,,  populäre  Dar- 
stellung'' subjektiv,  und  wenn  auch  die  nächste  Veranlassung  zur 
Ausarbeitung  des  Buchs  die  war,  den  Lehrern  an  gewerblichen 
Fortbildungsschulen  eine  übersichtliche  Darstellung  an  die  Hand 
zu  geben,  so  durfte  dasselbe  den  Schulern  an  solchen  Anstalten 
nicht  minder  zu  empfehlen  sein.  Dr.  BSklen. 

Die  Potentialfunction  und  das  Potential.  Bin  Bei- 
trag zur  mathematischen  Physik  von  Dr.  R.  Clausius, 
Professor  der  Physik  an  der  Universität  und  am  eid- 
genössischen Polytechnikum  zu  Zürich.  Leipzig.  Barth. 
1859.    & 

Es  war  jedenfalls  ein  Bedfirfniss,  einen  kurzen,  aber  doch 
möglichst  vollständigen  Lehrbegriff  der  Potentialtheorie  zu  besitzen, 
da  dieselbe  in  neuerer  Zeit  immer  mehr  an  Wichtigkeit  gewinnt, 
je  mehr  es  gelingt,  die  physikalischen  Erscheinungen  aus  den 
Wirkungen  von  Elementarkräften  zu  erklären  und  sie  dadurch 
auf  einfache  mechanische  Principien  zurückzufiihren.  Herr  Pro- 
fessor Claus  ins  hat  sich  daher  durch  Herausgabe  der  vorlie- 
genden Schrift  jedenfalls  ein  sehr  dankenswerthes  Verdienst  er- 
worben^ was  um  so  mehr  Anerkennung  verdient,  je  mehr  man 
bis  jetzt  genüthigt  war,  bei'm  Studium  der  in  Rede  stehenden 
wichtigen  Theorie  auf  eine  nicht  geringe  Anzahl  einzelner  Ab- 
handlungen und  Aufsätze  zurückzugehen.  Der  Herr  Verfasser 
hat  hauptsächlich  die  Arbeiten  von  Green  und  Gauss  benutzt, 
ist  aber  bei  der  Beweisführung  in  verdienstlicher  Weise  häufig 
seinen  eigenen  Weg  gegangen,  und  hat  dadurch  seiner  Arbeit 
an^h  %in  eigen thümlich es  Verdienst  gesichert.  Dabei  hat  er  der 
Gr^Ssse  der  mechanischen  Arbeit,  welche  man  aus  der  ursprüng- 
lich in  der  Potentialtheorie  betrachteten  Function  durch  Integra- 
tion erhält,  die  bei  Green  gar  nicht,  bei  Gauss  nur  gelegent- 
lich berScksichtigt  wird,  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  und 
hat  deshalb  zwischen  Potentialfunction  und  Potential, 
80   uritet    ferner  zwischen   Potential   einer  Masse   auf  eine 
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andere'  und  'Potential  einer  Masse  auf  sich  sellisti»- 
terschieden,  weshalb  auch  die  Schrift  aus  den  Ueiden  I.  Die 
Potentialfunction.  II.  Das  Potential  Qberschriebenen  Haiqt^ 
Abschnitten  besteht.  Auf  Anwendungen,  namentlich  in  der  Lebt 
von  der  Electricität  und  Magnetismus,  ist  der  Herr  Verfasser  in 
dieser  Schrift  nicht  etngegangen ;  jedenfalls  ist  aber  zu  wSnsciieii, 
dass  er  der  vorliegenden  verdienstlichen  Arbeit,  welche,  wie  ge- 
sagt, die  allgemeine  Potentialtheorie  enthält,  bald  eine  den  ge- 
nannten Anwendungen  gewidmete  Schrift  folgen  lasse.  Indem  wir 
mit  diesem  Wunsche  von  dem  Herrn  Verfasser  scheiden,  empfeh- 
len wir  die  verdienstliche  Schrift  der  Beachtung  unserer  Leser  in 
jeder  Beziehung  recht  sehr. 


Preisaaf^abe  der   Akademie  der  WissenscliafYem  «u 

Parts. 

Les  g^om^tres  connaissent  actuellement  des  m^thodes  gen^- 
rales  qui  permettent  de  d^cider  si  denx  surfaces  donn^es  sont 
applicables  Tune  sur  Tautre  sans  d^chirure  ni  duplicature,  on,  en 
d'autres  termes,  s'il  est  possible  de  faire  correspondre  les  points 
de  la  premi^re  ä  ceux  de  la  seconde  suivant  une  loi  teile,  qne  la 
longueur  d'un  arc  de  courbe  quelconque  tracö  sur  la  premi^re, 
soit  egale  ä  celle  de  larc  form^  par  les  points  correspoodaots  de 
Tautrej.  Les  questions  qui  se  rattachent  ä  ce  beau  probleme  sont 
bien  loin  cepehdant  d*avoir  öte  traitöes  d'une  mani^re  compl^te, 
et  la  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnee 
n'a  etö  entreprise  que  dans  de  cas  tr^s-particuliers.  L'Acad^mie 
propose  ce  probleme  pour  sujet  du  grand  prix  de  Math^matiques 
en  1860,  et  met  au  concours  la  question  suivante: 

^y  Fortner  Peauation  ou  les  equations  differentielles  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  donnee ,  traiter  k 
probleme  dans  quelques  cas  particuKers,  sott  en  eher- 
chanl  toutes  les  surfaces  applicables  sur  une  surface 
donnee y  soit  en  trouvant  seülement  Celles  qui  remplis' 
sehty  en  outre^  une  seconde  condition  choisie  de  mü' 
niere  ä  simplifier  la  Solution  *^ 

L'Academie  verrait  avec  interet  Tapplication  des  formules  gdoe- 
rales  ä  la  determination  des  surfaces  applicables  sur  une  sur&ce 
du  second  degrä,  et  sans  en  faire,  pour  les  concurrents,  une  con- 
dition obligatoire,  eile  les  invite  particuüerement  ä  traiter  cette 
question. 

(Le  prix  consistera  dans  une  medaille  d'or  de  la  valeuc  de 
trois  mille  francs.  Les  Memoires  devront  ^tre  remis  avaot  le 
Ir.  Novembre  1860.)  Comptes  Rendus  —  14  Mars  —  1869. 
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Literarischer  Bericl^t 


CXXXI. 


Der  Begründer  der .  franzusischen ,  ja  man  kann  sagen ,  der 
ganzen  neueren  mathematischen  Journalistik^  der  hochverdiente 

Joseph  Dlez  Gergoime, 

ist  in  dem  hohen  Alter  von  88  Jahren  zu  Montpellier  gestor- 
ben. Er  war  am  19.  Juni  1771  zu  Nancy  geboren  und  starb  am 
4.  April  1859.  Die  von  ihm  begründeten  Annales  de  Mathe-, 
niatiques  pures  et  appliquees  und  viele  überaus  werthvolle 
eigene  Arbeiten,  sichern  seinem  Namen  ein  unvergängliches  An- 
denken in  den  Annalen  der  Wisiüenschaft.  Das  Archiv  %vird  sich 
bemühen,  seinen  Lesern  bald  einen  ausführlichen  Nekrolog  des 
trefflichen  Mannes  aus  kundiger  Feder  vorlegen  zu  können. 

G. 


Systeme^  Lehr-  und  Wörterbücher. 

Elementarny  wyklad  matematyki  von  J.  K.  Stecz- 
kowski,  Professor  an  der  Jagielionischen  Universität 
zu  Krakau,  Tbl.  III.    Geometrie. 

Im  vorigen  Jahre  ist  in  Krakau  der  111.  Tbl.  des  im  Jahre 
1851  *)  begonnenen  Werkes  der  elementaren  Mathematik,  von  Herrn 


*)  Die  Anzeige  der  beiden  ersten  arithmetischen  Theile  dieses  der 
•polnischen  mathematischen  Literatur  jcdenfulU  zu  besonderer  Zierde 
gereichenden  Lehrbuchs  s.  m.  im  Literär.  Ber.  Nr.XC.  S.  4.  Möge 
der  geehrte  Herr  Verfnsser  Zeit  finden,  uns  bald  mit  weiteren  Fortsetzun- 
gen «eines  schönen  Werkes  zu  erfreuen.  Grün  er  t. 

Thl.  XXXIII.  Hfr.  3.  3 
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Professor  Steczkowski  bearbeitet»  erschienen»  die  zwei  erst« 
Theik)  der  Geometrie:  die  Planimetrie  und-  Stereometrie  e# 
haltend. 

Wenn  wir  einerseits  der  auf  dieses  Werk  gewandten  Sorg, 
falt  und  Korrektheit  unsere  Anerkennung  zollen  rojissen,  so  siimI 
wir  andererseits  von  der  klaren  und  anschaulichen  Darstellung, 
einer  Aufgabe,  die  wohl  fiir  den  Zweck ,  welchen  der  Verfasser 
verfolgte»  nicht  leicht  zu  erreichen  sein  dürfte,  ganz  besonders 
angenehm  berührt  worden,  und  mit  Freuden  gebisn  wir  zu»  dass 
das  Buch  sich  ganz  vornämlich  als  Leitfaden  für  den  Unterricht 
im  Gymnasium  eignen  würden 

Eine  vieljährige  Praxis,  während  deren  der  Verfasser  die 
allerdings  gegründete  Erfahrung  gemacht  hat,  dass  die  Jugend 
nach  Beendigung  des  Gymnasiums  die  Universität  bezieht,  ohne 
,  sich  klare  Begriffe  von  der  mathematischen  Wissenschaft  angeeig* 
nel  zu  haben,  dass  vielmehr  ihr  gesammtes  Wissen  eiii  mecha- 
nisches sei  9  welche«  nicht  nach  dem  Crwidet  dem  verständigen 
Beweise  fragt»  will  ihm  die  Anregung  zu  einem  Hand  buche»  das 
iieta  Jetzigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  entspräebe,  gewesen 
^n,  und  wir  freuen  uns  des  gifickliohen  Resultats. 

Man  kann  sich  nämlich  ails  diesem  Werke  mit  allen  nutbigen 
Lehrsät7en  der  Planimetrie  und  Stereometrie  vertraut  machen, 
und  den  Zweck  derselben  bei  verschiedenen  Aufgaben  und  Anwen- 
dungen gründlich  und  klar  kennen  lernen. 

Der  Verfasser  bemüht  sich  dem  Anfanger  darzntbun,  dass 
man  die  mathematischen  W^ahrheiten  auf  mannigfache  Art  dar- 
stellen und  beweisen  kann.  Diese  verschiedenen  Arten  von  Be- 
weisen haben  einen  doppelten  Zweck;  während  sie  einmal  dem 
Anfanger  die  Ueberzeuguag  abgewinnen,  dass  dasjenige,  was  sich 
so  mannigfach  beweisen  lässt,  durchaus  eine  absolute  Wahrheit 
sein  muss,  geben  sie  ausserdem  noch  Anregung  zu  eigenem  Nach- 
denken und  Versuchen,  die  schon  bekannten  und  ausgemachten 
Thatsacheo  zu  begründen,  wodurch  sich  der  Anfänger  nicht  ängst- 
lich an  sein  Buch  gebunden  sieht,  vielmehr  den  Anfass  erhält, 
4en '  gedachten  Wahrheiten  selbstständig  nachsuforsehe«,  uni  auf 
einem  ihm  eigenthümlichen  Wege  zum  Beweise  zu  gelangen. 

Des  Verfassers  Streben  ist  ferner  darauf  gerichtet^  den  Le- 
ser mit  der  synthetischen,  so  wie  mit  der  analytischen  Beweisart 
bekannt  zu  machen,  und  zeigt  zugleich,  wie  die  Arithmetik  auf 
die  Geometrie  anwendbar  Ist. 

Die  Beweise  sind  theiiweise  von  Eukiides»   AeilweiM  von 
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andern  Jl^erftbmten  Mathematibern  neuarer  Zeit,  zum   Thatl  at»«r 
aoch  de«  Verlasser  eigentUnilich »  vee  dentfn  einigf  den  Lniswi 
.unseres  ArdbiTs  scbon  bekannt  sind. 

Die  Anwendungen  und  Beispiele  sind  glucklieb  gcwäbU  und 
eignen  sieh  voreü'glieby  den  Anfönger  zu  bilden^  und  ihn  sction 
hier  zu  späteren  eigenen  Untersuchungen  vorzubereiten. 

Am  ftusffihrliehsten  bebandelt  der  Verfasser  dfe  Kreislebre, 
die  Lehre  von  den  dreiseitigen  Ecken,  vom  spbürischen  Dreieefc 
und  von  der  Kngel. 

Bei  der  Kreislehre  giebt  Herr  Professor  Stecckovi'ski  nielire 
prakH^che  Methoden  zum  Einschreiben  regulärer  Figuren  in 
den  Kreis  an,  ohne  denselben  Beweise  beizufügen.  Die  praktische 
Methode,  ein  reguläres  Fünfeck  in  den  Kreis  einzuschreiben,  hat 
der  Verfasser  dem  Alroagest  von  Ptolemaeus  {Zvvxafyq  fmeyaXii) 
entnommen. 

Die  anderen  Methoden,  reguläi:e  Vielecke  in  den  Kreis  einzu- 
schreiben« sind  aus  einem  in  Metall  gestochenen  Werke:  mAot* 
Weisung  zem  Zirkel-  und  Linealgebraucb,  sowohl  für  die  Jugend 
als  Prsfessionisten  und  Uandwerkerw  Verlegt  in  Augsburg  -yen 
Johann  Hertel.*'  Der  Verfasser  macb.t  aber  gleich  darauf  auf- 
merksam, dass  diese  Metboden  nur  Näheriingsmethoden  sind,  die 
ihit  den  bis  jetzt  erlangten  Kenntnissen  noch  nicht  bewiesen  wer- 
den können. 

Jedenfalls  verdient  dieses  treflTliche  Buch  alle  Empfehlung, 
auch  rflcksichtlicb  der  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  der  sprach- 
lichen Darstellung,  und  ist  eine  Zierde  der  polnischen  matbem^- 
fischen  Literatur.  S. 


Arithmetik. 

Logaritbmisch-trigonometriqcbes  Handbuch.  Her* 
ausgegeben  von  Dr.  Heinrieh  Gottlieb  K5hler.  Sechste 
Stereotypansgabe.  Leipzig.  Verlag  ven  Bernhatd 
Tauchnitz.    1859. 

Von  diesen  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten,  äusserst 
correcten  und  auch  äusserfich,  wie  alte  Productionen  der  berfihm- 
ten  Verlafshandlung,  in  der  trefflichsten  Weise  ausgestatteten 
Tafeln  ist  so  eben  die  sechste  Stereotypaasgabe  ersfcbi«nen.  Natur- 
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Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften. 

Zeltschrift  Tür  populäre  Miftbeilahgep  aus  dem  Ge- 
biete der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Heraasgegeben  van  Professor  Dr.  ü.  A.  F.  Peters«  Di- 
rektor der  Sternwarte  in  Altena«  Band  I.  Heft  %  Al- 
ton a.  1859. 

Das  erste  Heft  dieser  verdienstlichen  Zeitschrift  ist  ins  Llferar. 
Ber.  Nr.  CXXV.  S.  1.  angezeigt  worden.  Das  vorliegende  sweite 
Heft  enthält  die  drei  folgenden  Aufsätze;  Zur  Kometenkunde. 
Von  X  H.  TÜÄÄler.  8.09—8.87.  —  Oeber  die  Eigenbe* 
wegung  der  Fixsterne,  mitBetng  auf  Herrn  Stsatsrath 
Mädlers  Hypotbese  der  Bewegung  der  Sterne  u«l  AI- 
cyonealsCentralsonne.  Vom  Deranag^elMir.  S.88.-^S.  130. 
•77' Bemerkungen  über  einige  Veränderliche  v6o  Dr. 
Hencke  in  Driesen. 

Der  Inhalt  des  ersten  dieser  drei  Aufsätze  ist  aus  seiner 
Ueberschrift  hinreichend  ersichtlich  und  betrifft  hauptsäcbBcb  die 
iMiiiesteii  in  der  KometenJcunde  gemachten  Entdeckungen  und  an- 
gestellten Rechnungen. 

Für  den  zweiten  überaus  lehrreichen  Aufsatz  des  Herrn  Her- 
ausgebers 8ind  wir  demselben  zu  ganz  besonderem  Danke  ver- 
pflichtet. Denn  nirgends  haben  wir  in  möglichst  allgemeki  ver- 
ständlicher Weise  so  deutlich  wie  in  diesem  Aufsatze  n^cbgewiesen 
gefunden,  dass  es  mit  Herrn  Mädler's  Centralsonne  gar  nichts» 
oder  dass  dieselbe  vielmehr  ein  blosses  Tmggebilde  bt»  welches 
hHchstens  in  dem  Kopfe  seines  Urhebers  in  ganz  verworrener 
Weise  existirt.  Wir  stimmen  dem  Herrn  Herausgeber  votlkommen 
bei,  wenn  derselbe  gegen  das  Ende  seines  Aufsatzes  auf  S.  127. 
sagt:  ,9 Gin  solches  Gewebe  voii  willkührlichen  Annahmen  ond 
Widerspruches  bildet  Mädler's  Theorie  der  Bewegitagen  der 
Fixsterne  um  Alcyone  als  Centralsonne !  Man  konnte  sagen»  wes- 
halb ich  in  solcher  Ausführlichkeit  über  die  Unhaltbarkeit  einer 
Hypothese  mich  ausgelassen  habe,  die  in  allen  ihr  zur  Stütze 
dienenden  Argumenten  die  INichtigkeit  schon  in  sich  selber  trägt. 
Mir  erschien  es  jedoch  schon  durch  den  Umstand  gerechtfertigt, 
weil  jene  Irrtbümer,  da  ihr  Urheber  sich  als  populärer  Schrift- 
steller einen  *)  Ruf  erworben  hat,  eine  weite  Verbreitung  gefundeB 


*)  (gcwisucn). 
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littb^;  Auch  hielt  i^b  «s  der  Wiirde  der  Wissensebaft  aDgbnieso 
»em,  Ühu  die  UDwisseMchaTtlictie  i^J^giiniefitatioliaHretse)  die  thrr 
Staatsratk  Mädler  sich  in  dieser  Sache  erlaubt  hat,  indehi  er 
statt  «lathefnatisch  begründeter  6eivetti:e^>»  unbegrfindete  Redens^ 
arten  vortrog». meine. Meinung  utiuaii%'undBn  aaezusprechen.'" 

Dnd  daifir  daiikeo  wir  dem  Herrn  Herausgeber  gsiriz  beson- 
ders. Denn  es  ist  in  der  That  wahrhaft  betruben3,  vrenn  man 
sieht»  wie  in  populären  astronomischen  Schriften »  selbst  in  den 
neueren  und  besf^eren '^^) ,  das  MädLer'scbe  Truggebilde  einer 
Centralsonne  fast  als  ein  Evangelium  vorgetragen  und  damit  das 
Publikum  geradezu  hintergangen  wird,  so  dass  es  in  der  That  sehr 
wunschenswerth  war,  dass  den  Verfassern  solcher  Jiucher  endlich 
einmal  eine  etwas  nacbdröckliche  Aufklärung  über  diesen  Gegeo; 
stand  zu  Theil  wurde,  wodurch  der  Herr  Herausgeber  sich  jj^ 
denfalls  sehr  verdient  gemacht  hat. 

Der  letiste  ganz  kurze  Aufsatz  etithält  nur  einige  wenige  Nd» 
tisea  über  einige  reränderiicbe  Sterne.  '     -  *?'' 

Miige  der  verdiente  Herr  Herausgeber  uns  noch  .oft  mit  so 
lehrreichen  Aufsätzen  wie  der  vorher  näher  besprochene  erfreuen^ 
und  seine  verdienstliche  Zeitschrift  immer  den  erfreulichsten  Fort^ 
gang  haben. 

Die  merkwürdigen  arithmetischen  Eigens  eh  afit^ft 
der  wichtigsten  Näherungsreihe  für  die  Sonnena%& 
stände  der  Planeten  und  die  ihnen  entsprechenden 
astronomischen  Entdeckungen  mit  Rücksicht  auf  die 
Geschichte  dieser  Reihe  und  der  auf  sie  gegründeten 
Folgerungen.  Von  Professor  Dr.  J.  F.C  Bessel  in  Mar- 
burg.   EUvert'scbe  Buchhandlung.    1859.    i^. 

Am  17.  April  J859  feierte  ein  würdiger  Lehrer  der  Mathema« 
tik»  Herr  Carl. Reinhard  Müller,,  au«serordeiitlicber  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Marburg,  nach  neun  und 
fünfzigjährigem  segensreichen  Wirken  als  Lehrer  am  Pädagogium 


"')  Die  nberhatipt  nicht  Herrn  Mad  ler's  starke  Seite  ea  «ein  scheinen. 

**)  M.  6.  z.  B.  das  neueste  Buch  dieser  Art:  Handtiucb  der 
mathematischen  Erdkoiide,  ein  Buch  für  Schule  und  Haas, 
von  ETdaard  Sünder, '  GrossherzAgltch  Hesufsctiein  Real- 
schul-üirector.  Wien.  1S59.,  worin  das  Mädl  er  ansehe  Trngge-^ 
Mtde  einer  CentralMonne  anf  S.  48.  u.  s.w.  fast  ah  naninstoHfiche  W«bf- 
beif  dargeiteUt  wird» 
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fbv  CnhrerMtit  ilortwllwt,  «ein  fmifkigikr^gM  PoctMrpJiiiiiM. 
wddber  erfreuth.fcgii  Feier  die  voifSeggud«  BeclficbriiMcfaBe»- 
i«iffill  imiSebtft  ihre  Eatetelkini^  ▼erdankt  E«  ist  MkaMt,  dav 
¥—  »ehiiieu  AstrofMoiea ,  i.B.  voo  Titin«,  Bode,  Wsrvi  o.  iL 
die  AlhaüBde  ^^r  PlaneteB  to«  der  Sonne  datrli  naek  «bieHt  ge- 
m\wmw\\  Gesetae  regelmässig  fortschreitende  Zahienreilieii  darznr 
irfellcn  TeRracht  worden  «ind.  Warm  z.  B.  druckte  den  Sonnen- 
ahntamd  des  aten  Planeten  durch  die  Formel 


Xb  =  C  +2» — .ft 

and  snehte  dann  die  Coostanten  «o  zn  bestimmen,  das»  durch 
•hige   Formel   die  Sonnenab«tände    der    Planeten    so    genaa  als 
mfigiich  numerisch  dargestellt  wurden.      £r  findet,    «len  mittleren 
Werth  des  Sonnenabstandes  der  Erde  als   Einheit  ao^enommei, 
das«    a=0,4    und   6=^0^    brauchbare    Naheningswertke    geben, 
hik  aber  a=0:^]87   und   6  =  03^  för  zweckmässiger,    und  sagt; 
^iKe  gegebene  Formel    allein   för  Mereur  nicht  anwendbar 
o."    Uelker  diese  und  andere  Reihen   hat  um  Herr  Pinfensor 
Be»sel    in   iL»   ▼erliegenden   Schrift   eine   auch    in    allgemener 
arithmetischer  Rücksicht  sebr  sorvtalti^e  and   lehrreiche  Unter- 
suchnng  an  gestellt,   and  zugleich  alles  Historische  so  ansfnhrfich 
hernckAichtigt,    endlich   aoch   die  ▼ielen   neueren    astrononuschen 
Beobachtungen  mit  so  viel  KetiDtnlss  and  Einsicht  in  den  Kreis 
seiner  Betrachtungen    gezogen,    dass  wir  diese  Schrilt  unseren 
Lesem  aus  Ceberzeagnng  zur  Beachtung  nur  recht  sehr  empteh- 
lea  hinnen. 


Maasse,  Stanzen   und   Gewichte. 

On  the  constrmction  of  the  new  Imperial  Standard 
Ponnds;  on  the  comparison  of  the  new  Standards  wlth 
the  Kilogramme  d^*  ArchiTes:  and  the  constructiou 
of  secoadarv  Standard  Pounds,  a  Ten-Pounds  weicht. 
a  Kilogramme  ad  a  Series  of  troy  onnce  weights^  Bt 
W.  H.  Miller,  Professor  ofMiaeralo^v  in  the  UniTer- 
sitv  of  Cambridge.    London.  184T.    -1^. 

Diese,  IM  Seiten  in  gross  Quart  umfassende,  aes  den  Pki- 
losophical  Trausactions.  Part  IIL  for  1{^66  als 
Werk  ahgcdnickte  Abhandlung  ist  teido*   erst  jetzt 
Kmntniffff  gekonuien.     I>essettungeachtet  hahem  wir  une  fir 
pCchlet«   noch  jetzt  avf  dieselbe  anJfmerksam  zu 
hie—  wegee  der  grossen  praktischen  Wiehdgkeit  der 
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ftalteneo^  auf  dem  auat'ilbriichen  Titel  mit  hmreicheude^  VplbtSnr. 
lUgkeit  aogegebenf^o  Gögen^täode,  ^oodern  aach.HreiL  wir  gU<vl|fS|V 
dass  diese  mit  dem  grcisatep^ Fleissei  und.d4r.gr(i8«teii;]Miih#^^lfllil: 
gearbeitete  Abhandlung  für  ^Ife  derartige  Untei'aiiicbuiigan  aLsb  j^iH 
wahres  Muster  betrachtet  werden  miiss.,  Auf  des  hbail' fsel^ 
können  wir  bei  einem  solchen  Werke  hiei^., natürlich  niohtjs^her 
eingehen,  sondern  miissen  uns  begnügen»  unsere,  licser  auf  .ilas 
Werk  selbst  zu  verweisen,  danken  aber  dem  iiamentlicb.,aiic&  a(s, 
Krystallograph  berühmten  Herrn  Verfasser  recht  sehr  für  das  der 
Wissenschaft  mit  diesem  wichtigen  Werke  gemachte  buchst  werth- 
volle  Geschenk. 


Vermischte  Schrifteik     . 

Annali  di  Matehiatica  pura  ed  appliceCfa  pubblic^att 
da  Barnaba  Tortolini  e  cömpilati  da  E.  Betti  ^PXUä} 
F.  ßrioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Törifio,  B.  törtorrni^ 
a  Roma:    4»;    (8.  Literai-.  Ber.  Nr.  CXXVIÄ.  S.  Ä)  v 

NO.  2.  (M arzo  e  Aprile  1^.)  IntorVio  alYe  Sufiiäiticle  MU 
secoilda  ölasse  itiscrifte  in  i^na  stessk  Süp^Mtd^  sVilupr^ftliliU'  i^af 
quart'a  classe.  Notä  rfel  Prof.  Luigl  Cremöh'ö.  p.  (!Ö.  -^  lia" 
Teorica  del  covariantf,  e  d'egli  invariä'äti  delle  foYme  bfnarf^  e  svTif 
principali  applicazionV.  Mönogrifiä  del  Pt6t  ftkiiü^^eo  tlfto^i 
schi.  p.  82.  —  Gendralisation  de  la  t^^orfe  d^  Tin'vbMi^öH:  äppM 
cations  g^ometriques.  Par  E.  de  Jonqui^res.  p.  86.  —  Sur  Irf 
courbure  d'une  sefi^Je  de  surfäees  et  de  lignes.  Päi*  T.  M^lcHrät! 
p.  95.  —  Memoire  sur  la^  figüre  de  lä  terVe>  cfonsitietde'  cbrtlikre'  peu* 
differente  d^^une  spher^.  Rar  Mr:  Ossi  an»  Bannet.  (Co^fint&Mti^.y 
p.  113;  —  Extraik  d'une  Lettre  de  M.  Krone^kei;  itf^.  Brio- 
schi.  p.  131. 

Rivista  biblioi^lift^A»  Ink>rne  ad  uia  f<e¥Hi>o4a  d'interp^- 
lazione:  articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.  132.  --^  Stille  llnüc^ 
di  curvatura  della  superflcie  delle  onde.  Articolo  del  Prof.  F.  Br?- 
oschi.  p.  r35.  —'  Soggetto  per  premio  proposfo  dalF  academia 
delle  scienze.    p.  136.  —  Pubblicationi  recenti.    p.  62. 

N^  3.  (Maggio  e  Giugno  1859.)  Sulla  parttzione  dei  numeri, 
e  sul  numero  degli  Invariant!.  Nota  del  Prof.  Giusto  Bellavi-^ 
tis.  p&  137.  —  Sur  ia  courbure  d'une  serie  .de  surfeceset  de 
ügnes.  Par  T.  A.  Hirst.  (Continuazione  e  fine.)  p.  148.  —  Sut 
la  suriace  qul  est  Kenveloppe  des  plana,  conduits  par  les  peints 
d'un  ellipsoide  perpeudiculairement  aus  rayons  meni^s  par  le  centre«; 
Par  AI.  Ä.  Cayl^y.  p.  ljS&:  —  Mämoic^  sur  la  figure  de  la  terre 
consideräe  corame  peu  differente  d'uoe  spbere.    Par  Mr.  Ossi  an 
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Bodo  et.  (ContinuazioDe  e  fine.)  p.  180.  > —  Nouvelle  m^thode  pour 
la  d^termination  du  reste  de  la  formule  de  Taylor.  Par  le  Dr. 
Ant.  Win  ekler,  p.  186.  '—  Sülle  figore  inverse.  Nota  del  Prof. 
Barnajba  Tortolini.  p.  189.  —  6.  Lejeuoe  Dirichlet.  Articolo 
del  Prof.  Barnaba  Tortolini.    p.  196. 

RlTlsta  blMloi^rAphlca.  Theorie  gän^rale  de  r^limination. 
Par  Le  Frangois  Faä  de  Bruno.  Articolo  di  F.  G.  p.  197.  — 
Pul:|blicazioni  recenti.    p.  200. 

The  Atlantis:  a  Register  of  Literature  and  Science. 
Gonducted  by  Membres  of  tbe  cathoHc  University  of 
Ireland.    No.  111.    January  1859.    London.  1859.    8. 

Die  beiden  ersten  Nummern  dieses  neuen  empfehlenswerthen 
Journals  sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXVl.  S.  8.  angezeigt.  Die 
vorliegende  No.  III.  enthält  die  folgenden  in  den  Kreis  des  Archivs 
gehörenden  Aufsätze: 

Art.  VI.  Note  on  the  Laws  which  regulate  the  Distribution 
of  Isothermal  Lines.  By  Henry  Hennessy,  F.  R.  S.  p.  201. 
(Dieser  ganz  mathematisch  gehaltene  Aufsatz  über  den  fraglicbeo 
6egenstand  verdient  schon  deshalb  besondere  Beachtung.)  — 
Art.  VII.  On  Terrestrial  Climate  es  influenced  by  the  Distribufoon 
of  Land  and  Water  during  different  geological  epochs.  By  Henry 
Hennessy,  F.  R.  S.  p.  208. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern  aus  dem  Jahre  1858.  Nr.  408-423.  Mit  2  Tafeln. 
Bern.  1858.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXX.  S.  7.) 

Auch  dieses  neueste  Heft  der  verdienstlichen  Mittheilungen 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  enthält  wieder  mehrere 
sehr  lesenswerthe  Aufsätze  mathematischen  und  physikalischen 
Inhalts,  nämlich: 

Chr.  Müller:  Ueber  die  aräometrische  Milchprüfung.  Nr.  408 
und  409. 

C.  Brunner:    Noch  ein  Wort  über  Milchprüfung.    Nr.  410. 

HermannKinkelin:  Ueber  Convergenz  unendlicher  Reihen . 
Nr.  415. 

Brand li:  Erzeugung  der  Cardioide  aus  zwei  ungleichen 
Kreisen.    Nr.  415. 

HermannKinkelin:  Ueber  einige  unendliche  Reihen.  Nr.419 
und  420. 

Meteorologische  Beobachtungen.  Juni  1857  bis  November  1857. 
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Am  5»  Februar  18S9  «tarb  zu  Upsala  der  Professor  emer. 

Joh.  Bredman, 

fiAer  Docent,  dann  Adjunct  bei  der  dortigen  philosophischen  Fa- 
ealttl»  1811 — 41  ordentlicher  Professor  der  Astronomie  und  Di- 
raotor  der  Sternwarte,  im  88sten  Lebensjahre.  £r  ist  z.  B.  Yer- 
fibM^. des  geschätzten  Werkes :  Tbeoretiska  Astronomiens 
Gm  oder.  Einen  Nekrolog  des  verdienten  Mannes  würden  wir 
gern  in's  Archiv  aufnehmen.  G. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Amtlicher  Bericht  über  die  zwei  und  dreissigste 
Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerste  zu 
VS^ienlm  September  1856.  Herausgegehen  von  den  Ge- 
schlftsfahrern  derselben  Hyrtl  und  ISclirStter.  Mit 
32  Tafeln.  Wien.  Hof-  und  Staatsdruckerei.  (Karl 
Gerold).    1858.    4o 


beiden  verdienten  Geschäftsführer  der  32sten  VersamnH 
lang  daotscber  Naturforscher  und  Aerzte,  welche  im  Jahre  1856 
zu  Wien  tagte»  haben  jetzt  den  interessanten  sehr  ausführlichen 
Berieht  fiber  diese  denkwürdige  Versammlung,  welcher  280  und 
XXX[¥  Seiten  umfigsst,  veröffentlicht,  und  werden  sich  dadurch 
gewiM  den  groHsten  Dank  nicht  nur  aller  derer,  welche  jener 
•ebtoen  Versammlung  beiwohnten,  und  sich  gern  von  Neuem  in 
die  bei  derselben  empfangenen  Eindrücke  zurückversetzen,  son- 
dern fiberlunpt  aller  Naturforscher  und  Aerzte  erwerben.     Die. 

Thl.  XXXIII..  Hft.  4.  \ 
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Alizahl  der' MUglieder  betrag  885,   ^ieAazM  der  Theilnebnier 
798/ im'  Gänzen  also  1683.    Wenn  nhn  die  Ansahl  der  Mitglieder 
und  TheilniBhmer  bei  der  im  Jahre  1832  in  Wien  stattgefundeneo 
Versammlnng  418  betrag,  so  berechtigt  die  Vergleithang  dietwr 
Zahlen  wohl  zu  dem  hOchst   erfreulichen  Schlüsse;  dass  id  den 
24  Jahren,  welche  zwischen  den  beiden   Wiener  Versammlangen 
liegen,  das  Interesse  an  den  Naturwissenschaften  !n  bedeutendem 
Maasse  gestiegen  ist.    Allen,  welche  wie  der  Unterzeichnete  das 
GlGck  hatten,  der  3^ten  Versammlang  beizuwohnen,  wird  dieselbe 
immerdar  unvergescdich  bleiben,  und  Jeder  wird 'steh  auch  stets 
dankbar   der  grossartigen  Munificenz    erinnern,    mit  welcher  von 
der  kaiserlichen  Regierung  und  der  Stadt  Wien  Alle^  aofgebotea 
worden    war,  um    dieser  Versammlung    einen   möglichst  grossi^i 
Glanz  zu  verleiben,   und  die  derselben  Beiwohnenden  in  würdig- 
ster Weise    zu   empfangen.      Einen   Glanzpunkt-  aller    Sitzungen 
bildete    der    feierliche   Moment^    wo   am«  17.   September   in  der 
ersten  allgemeinen  Sitzung,  die  wie  alle  diese  Sitzungen  in  dem 
vo*n  unzähligen   Lichtern    erleuchteten   prachtvollen  grossen  Re* 
doAtensaale  der  k.  k.  Hof  bürg  gehalten  wurde  >    der  zweite  Ge* 
schäftsföhrer,   Profeissor  Schrotter,  der  Versamnilang' verkfio^ 
dete,  „dass  Se.  k.  k.  apostolische  Majestät  zur  Dmefafiifaraiig  der' 
Veraaiiimlnng  durch  Anweisung  so  reicblidier  Mittel  gesorgtUttoo, 
dass  &er  ^anze  Betrag  der  Ejnlagegelder,  der  sich  gegenwärtig 
-^  (nämlich   bis  zum  17.  September)  •—  auf  ungefkhr  8000  fl.  be- 
laufe,   der   Versamnilung  zur  freien   Disposition  gestellt  werilen 
könnten.''    Ueber  alle  diese  Ereignisse,    welche  als  wesentJiche 
Momente  in  der  Geschichte  der  Naturwissenschaften  Air  alle  Zei- 
ten zu 'beträchten  sind,    weshalb  auch  die  vorliegende  Anzeige 
von  uns  absichtlich  unter  die  Rubrik:    „Geschichte  der  Ma- 
thematik  und  Physik'^  gestellt  worden  ist,  enthält  4er  yor- 
llegende  „Amtliche  Bericht^'  die   interessanteste^  lindf  merk- 
würdigsten  Mittheilungen,   weshalb   wir  denselben  'aHeh  Q«seren 
Lesern  dringend  zur  Beachtung  empfehlen.    Bier  müssen  wir  uns 
mit  einer  kurzen  Inhaltsanzeige  desselben  begnügen,    in  so  weit 
die  betreffenden' Gegenstände'  entweder  unmittelbar  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehdren  oder  von  so  allgemeinem  Interesse  sind*  dass 
eine  Erwähnung  derselben  an  diesem  Orte  gerechtfertigt  eistheiel. 

Die  schone  Eröffnungsrede  des  ersten  Geschäftsföhrers,  Pro- 
fessors HyrtI,  überschrieben:  „Einst  und  Jetzt  der  If'atuf- 
Wissenschaft  in  Oesterreicfa^'  giebt  eine  sehr  interessante 
Darstellung  der  wahrhaft  grossartigen  Unterstützung' tind- Forde- 
rung, welche  in  dem  zwischen  den  beiden  Wiener  Versaninilangen 
liegenden  Zeiträume  von  24  Jahren  den  Natorwissemcbaften  'in 
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OeBteiTekli>  zu  Theii  geworden  sind,  W4»  natürlich  die  Stiftung  der 
kaiserliehen  Akademie  der  Wissenschaften  das  grösste  Gewicht 
in  die  Wagschale  legt,  und  in  nächster  Linie  die  Gründung  der 
Gentralanstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus,  des  geolo- 
gischen Reichs -^Instituts  u.  s.  w«  zu  erwähnen  sind.  Auf  die  Err 
richtung  der  Gentralanstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus 
trug  zuerst  der  Vice 'Präsident  der  Akademie,  der  treffliche  Baum- 
gärtner,  an,  und  zwar  in  einer  Weise,  welche  gestattete,  ohne 
Verzog  an  die  Ausführung  selbst  zu  gehen,  indem  er  der  Anstalt 
sein  ganzes  Gehalt  zur  Verfugung  stellte,  eine  Cneigennützigkeit 
und  ein  warmer  Eifer  für  das  Gedeihen  der  Wissenschaft ,  denbn 
sich  wohl  nur  w^enige  ähnliche  Beispiele  an  die  Seite  stellen 
lassen.  —  Ucr  Rede  des  zweiten  Geschäftsführers,  Professors 
Schrotter,  ist  schon  oben  gedacht  worden.  —  Ausser  diesen 
Reden  heben  wir  nun  noch  die  folgenden  Aufsätze  nach  den  bei- 
den'oben  angegebenen  Kategorien  hervor:  Ueber  den  Aetna. und 
seine  Ausbruche.  Von  Prof.  Sartorius  von  Waltershausen 
aus 'Göttin gen«  —  Mittheilungen  über  die  rothen,  schwarzen 
und  weissen- Beviilkerer  Nord-  und  Mittel  -  Amerika's.  Von  Dr. 
Kafl  8clierz.er  aus  Wien.  —  Am  meisten  i^ind  Geologie  und 
Geognosle  v;ertreteo»  wohin  z*  B.  die  ausführlichen  Abhandlungen : 
Zur  Geologie  der  Lombardei.  Von  Theodor  Zollikofer  und: 
Ueber  die  geognostischen  Verhältnisse  des  westlichen  Columbien* 
Von  Dr.  Hermann  Karsten  aus  Berlin  geboren.  —  Ueber  die 
Anwendung  des  EUektromagnetes  bei  elektro- dynamischen  Rota- 
tionen. Von  Prof.  Dr.  Anian  Jedlik  aus  Pesth.  —  Modifica- 
tion  der  Grove'ischen  und  Bunsen'schen  Batterie.  Von  Demsei- 
ben.  —  Neuer  Lieh teinlass- Apparat.  Von  Dr.  Sch.afka  aus 
Relchenau  in  Böhmen.  —  Ueber  die  Veränderungen,  welche  der 
Gapillarstand  des  Quecksilbers  durch  die  Temperatur  ^er^idet. 
Von  Prof.  Franken  heim  aus  Breslau.  —  Üeber  die  Wärme- 
Leitung  des  Quecksilbers  und :  Ueber  die  Verbindung  heteroge- 
ner Krystalle.  Von  D.emselben.  —  Ueber  Zodiakallichter,  Nord- 
lichter und  Sternschnuppen.'  Von  Prof.  Heis  aus  Münster.  — 
Ueber  die  Bestimmung  von  Tangenten  und  Krümmungshalbmessern 
auf  elementarem  Wege.  Von  Professor  Gugler  aus  Stuttgart. 
—  Skizse  für  Meteorologie  und  Erdkunde.  Vorschlag  zu  einer 
verbesserten  Art  von  Psychrometer  -  Beobachtungen.  Vorschlag 
zum  Entwürfe  'von  natürlichen  Karten.  Von  Dr.  Friedmann 
aus  .München..' —  Ueber  die  mittlere  Windrichtung  über  den 
mittel-,  und  nordeuropäischen  Ländern  und  Meeren,  so  wie  über 
die  geographische.  Darstellung  der  mittleren  Windrichtung.  Von 
Dr..  Prestel  .aus  .Emden.. —  ,U«ber  einige  noch  nicht  ganz  all- 
gemeine meteorelogisehe  Beobachtungen.    Von  Georg  Binder, 
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ejiapg^l.  Pfarrer  la   Kaisd  bei  Schissburg  io  fiiebenbflrf(en.  «- 
Oieicbea  Maass.    Ein  Vor^blag.    Von  Demaelben. 

'"'Wir  fvüDschen  sehr,  daas  die  beiden  verdienten  GeacbSfts- 
fSbrer  W.  Eisen  lob  r  und  Volz  der  roijSbrigen  gleich  wTcbägea 
ntid  scbOnen,  anter  dem  anmittelbaren  beben  Protectoraf  und  fort- 
währender persunlicber  Tbeilnabme  Sr.  KCnigl.  Hoheit  des  Gross- 
berzogs  von  Baden,  gehaltenen  Garlsruber  Versammlang  uns  bald 
mit  einem  fihnlicben^  gleich  ausftbriichen  Berichte  erfreuen  niu^eo, 
der  sich  an  hohem  Interesse  dem  vorliegenden ,  für  welchen  wir  den 
Herren  HyrtI  und  8  ehr  Ott  er  nochmals  nnsern  wSrmsten  Dank 
aussprechen  9  gewiss  In  würdigster  Weise  wird  an  die  Seite  stel- 
len können. 


Arithmetik. 

.1 

.  Exercices  d' Analyse  num^riqae.«  ExCraiCs,  Com- 
mentaires  et  Recherches  relatifs  k  i'Analyse  indeter- 
min^e  et  ä  la  Thöorie  des  Nombres.  Par  V.  A.  Le  Bes- 
gue^  Professeur  bonoraire  de  la  Faculte  des  si^iances 
de  Bordeaux,  Membre  correspondant  de  l'lsstitvl. 
Paris.    Leiber  et  Faraguet.    1869.    6^. 

Der  Zweck  des  Herrn  Verfassers,  welcher  sich  bekanntlich 
auf  dem  Gebiete  der  höheren  Zahlenlehre  namhafte  Verdienste 
erworben  bat,  bei  der  Herausgabe  dieser  »»Exercices"  Ist,  In 
deren  verschiedenen  Abtheilungen ,  so  wie  dieselben  nach  und 
nach  erseheinen  werden»  einen  »»Traitö  el^mentaire  de  la 
thäoriedes  nombres''  nachdem  neuesten  Zustande  dieser  Wis- 
senschaft zu  liefern.  Die  vorliegende  erste  Abtheilung  enthält,  wie 
der  Herr  Verfasser  In  der  Vorrede  sagt:  l'analyse  indtSterminäe 
da  premler  degrä  et  des  applications  de  natnre  k  faire  voir  en 
quoi  cpnsiste  la  tbdorie  des  nombres»  et  k  donner  une  idöe  des 
metbodes  qu*elle  emploie.  Die  zweite  Abtheilung  wird  enthalten: 
la  tb^orie  des  congruences  bindmes  et  en  particulier  de  la  con- 
gruence  compfete  du  second  degre»  qui  s'y  ram^ne  immediate- 
ment.  Les  applications  seront  la  resolution  de  l'equation  bindme 
et  l'exposition  de  quelques  tb^or^mes  qui  s'y  rattacbent 

Wir  gestehen»  dass  uns  die  vorliegende  erste  Abtheilong 
mehrfach  angesprochen  bat»  ungeachtet  der  vielfieicb-  nur  aphori- 
stischen Haltung  und  der  Kürze  der  Darstellung,  welche  llbrigeiis 
vielfach  zu  eigenem  Machdenken  anregt  und  den.  Leser  ndtkigft» 
sich  die  Beweise  nach  kürzeren  Andeutungen  selbst  saiN^iiiseB» 
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was  übrf^«  Alles  Ati^rA  dta  Titel:  »»Exereices''  Vollstähdlg 
gerechtfertigt  enrehefnt.  -  Wir  empfehlen  das  Bfichl^n  tiosiem  Le- 
sern, ohne  anf  eine  in's.Eioselne. gehende  Kritik  uiia  einlassen 
au  kbnnen,  die  fiberhaupt  im  Aligenieinen  nicht  In  denv  Ztreolce 
unserer  literarischen  Berichte  liegt,  und  begnügea  uns  im  Uebri- 
gen  mit  der  folgenden  Angabe  des  Hauptinhalte :  ObservAtions 
pr^liminaires.  (Du  nombre«  Objet  de  la  thäorie  des  nombres. 
Classification  de^  nombres«  De  la  congruence;  sa  notation.  Mode 
de  r^daction.  De  quelques  identites.  Fonctions  enti^res ;  fonctions 
homogenes  ou  formes.  Permutations.  Puissance  du  polyndme, 
du  bindme.  Gombinaisons«  Nombres  figuräs.  Nombres  polygo- 
nes)*).  —  Prämiere  Partie.  Analyse  ind^termin^e  du  premier 
degrö ;  propriäti^s  des  nombres  qui  en  räsultent.  Systeme  d'äqua- 
tions  homogenes  doot  la  Solution  ne  renferme  qu'une  seule  ind^- 
ternünäe.  Diviseur  commun  niaximum.  Propriätäs  du  commuo 
dl?iseur  maximum  de  deiiz  nombres.  Des  nombres  premiers  entre 
eux.  Resolution  de  l'äquation  aw — by^sc.  Systeme  d'^quations 
dont  les  inconnaes  s'ezpriment  au  moyen  d'dne  seule  bidätermin^ 
Resolution  d'une  äquation  qoelconque  du  premier  degrä.  Reso- 
lution d'un  Systeme  qnelconque  d*equations  du  premier  degr^. 
Partition  des  nombres.  '—  Appliealions.  Notions  sur  les  coo- 
gruences.  Gons^quences  du  th^oreme  de  J*ermat  (sehr  reich- 
baltig).  De  la  decompositlon  des  nombres  en  carräs  et  en  bicar- 
rös.  Questions  diverses  sur  les  nombres  prenuerm  Sur  l'emploi 
des  iraaginaires^  des  quantites  irratiooelles  et'  des  seriös»  Sor 
Temploi  des  säries  divergentes. 

Man  sieht  hieraus,  dass  auf  dem  geringen  Ravme  von  161 
Seiten  hier  ein  grosser  Reiehthum  von  Material  geboten  mrd. 
Ffir  den  strengen  theoretischen  Unterricht  in  der  Arithmetik  ent- 
hält das  Bfichlein  manches  Brauchbare,  und  an  manchen,  dem 
verdienten  Herrn  Verfasser  eigenthfimlichen  Darstellungen  fehlt 
es  gleichfalls  nicht  Wir  ivfinschen,  bald  die  in  Aussicht  gestell- 
ten Fortsetzungen  anaeigen  «u  können. 


Astronomie. 

Astronomical  Observations  made  during  the  Tear 
1848,  at  the  U.  S.  N.  Observatory,    Washington,   under 


^  De«  Irihalt  der  Obaervations  pr^liminaire«  haben  wir  Im 
EhiselnoB  angegeben,  um  in  «eigen,  wie  elementar  der  Herr  Verfaeeer 
verifthrt  Der  weitere  Inhalt  kann  nur  «einen  Haoptrobriken  nach  ange- 
gehw  werden. 
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tV^^^'mrecitioii  ot  M.  F.  Mänry^^  Lieät.  Uiiite^  titates 
WäV^,  Superintendent:  Comrafödore*.  Wa»riÄ»t#», 
OWier^öf  Bureau  br Örd'n an ce  an dHydro^^rapby.  Vol. IV. 
Pirbtished  by  Autbority  of  the  Ho^.  )!.  €•  Bol^bln, 
S^cTetaire  of  tbe  Navy.    WasbiUgton^.    1856.    4^. 
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V.  Astronomical  Observations  made  during  the  Tears 
184a  and  1850,  at  tbe  U.  S.  Naval  Obseryatory,  Was- 
hington, appToved  by  Captain  H«  ÜT.  iMi^raliam,  Chi^f 
of  the  Bureau  of  Ordnance  aiid  Qydrography,  and  pu- 
blisbed  by  AuthorUy  of  the  Honoräble  Isaac  Toncey, 
Secretary  of  tbeNavy.  By  M.F.  Maury,  LL.  D.,  U.S.  IS. 
S^uperintendent  of  the  CS.  Observatory  and  Hydro- 
graphical  Office,  Washington.  Vol.  V.  Washington. 
18S9.    40. 

Die  beiden  neuesten  prachtvoll  ausgestatteten  BSnde  der  Be- 
obachtungen des  National -Observatoriums  zu  Washington  liegen 
uns  vor,  welche  die  Beobachtungen  der  Jahre  1848,  1849,  1850 
umfassen,  und  von  Neuem  Zeugniss  ablegen,  in  wie  grossartigem 
Maassstabe  alle  solche  Arbeiten  in  Amerika  betrieben  werden,  wie 
schon  aus  delr  grossen  Anzahl  der  bei  denselben  beschäftigten 
Astronomen  erhellt.  £s  wird  gewiss  ffir  unsere  Leser  interessant 
si\p,  wenn  wir  ihnen  sagen,  dass  ausser  dem  berühmten  Direc- 
tpr  des  National -Observatoriums,  Herrn  Maury,  unter  dessen 
Mkhst  amsichtigei'  Leitung  bei  demselben  noch  beschäftigt  sind 
die  folgenden  Herren : 

1.  Die  Chronometer  und  anderen  nautischen  Instrumente  stehen 
upter  der  besonderen  Leitung  des  Herrn  Lieutenant  Julian  Myers. 

'    2.  Bei'm  Charten -Departement  sind  angestellt  die  Herren  Lieu- 
tetiants  E.  C.  Stout  und  8.  Magaw. 

3.  Die  Cohstruction  der  Wind  and  Current  Charts  Ist. beson- 
ders übertragen  den  Herren  Lieutenants  E.  6.  Parrot,  J.  J.  Gu- 
thrie, Henry  S.  Newcomb,  T.  T.  Houston,  Roh.  L.  May. 

4.  In  dem  eigentlichen  astronomischen  Departement  sind  be- 
schäftigt die  Herren  Professoren  James  Ferguson  (Assistant 
Astronomer),  A.  G.  Pendieton,  ^.  Yarnal,  James  Major, 
Jofeph  S*  Hubbard,   A.  W.  Lawrence. 

Ausser  diesem  Beamten -Personal  von  fünfzehn  Personen  finden 
wir  aber  bei  den  Beobachtungen  und  Rechnungen  in  den  Jahren 
1849  und  1880  noch  beschäftigt  die  Herren  Professoren  Beecber, 
Ketth,  Winlock,  Coffin,  Benedict,  die  Herren  Lieutenants 
Steedman,    Worden  u.  A. 


I  * '  ' 


Mach  eioer  ausföhriich#a  Nafbrioht  über  die  Ifistniifie^^^ : 
West  Ttnnvtt  losirusient,  :,Alucal  Gircle,  Meridiaa  Gitcle,  l^r^na 
Verticai  Transit  ln«trim»ei|t-»  Equatoriai,  die  Art  ihre«  iG^br^u^s 
und  die-  Reducti^fi  jdjer.  damit  angestellten  Beobachtungen  ,fq)gei| 
diese  letzteren  Mlbst.  in  derselben  Ordnung  wie  vorbei  die  49^* 
struipente  aufgezählt  worden  sind.  Dann  folgen  in  den  beiden 
vorliegenden  Bänden:  Mean  plaees  of  Stars  observed^  Mean  Right 
AscensioBs,  Declinations  and  Senii  •  diameters  of  the  8an>  Moon 
and  PladetJs/  Results  of  Qbservations  with  the  Equatorial^  Cata- 
logne  of  Stars  observed  in  1848,  1849,  1850. 

Man  wird,  wie  schon  oben  gesagt,  hieraus  von  Neuem  die 
Gross^rtigkeit  erkennen,  mit  welcher  alte  solche  Arbeiten  in  Ame- 
rika betrieben  werden ,  worauf  hinzuweisen  der  hauptsächlichste 
Zweck  votliegender  Anzeige  an  diesem  Orte  war  und  nur  sein, 
konnte.  Die  Wichtigkeit  der  Beobachtungen  selbst  für  den  eigent- 
lichen Astronomen  Terstebt  sich  von  selbst.  * 

-.  .i.i». 


P  h  y  s  i  k. 

Das  Wetter  und  die  Wetterpropfaezeinng.  '  Eih  Cy- 
klus  meteorologischer  Vorträge  für  Gebildete  von  Jd» 
seph  Helmes,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik 
am  Gymnasium  zu   Celle.    Hannover.    Hahn.    1858.   >^. 

Wir  haben  diese  Schrift  mit  Interesse  und  Belehrung  gelesen. 
Wenn  auch  ihrem  Zwecke  nach  populär  gehalten,  und  fiir  ein 
grösseres  Publikum  bestimmt,  steht  sie  doch  ganz  auf  wissen- 
schaftlichem Standpunkte  und  berücksichtigt  überall  ftorgfültig  die 
neuesten  Forschungen,  verräth  überhaupt,  wie  sehr  der  Herr  Vef* 
fassqr  auf  dem  meteorologischen  Gebiete  bekannt  und  bewandert 
ist  und  auch  selbstthätig  viel  in  diesem  Fache  gearbeitet  hat. 
Die  auch  in  einer  recht  ansprechenden  Sprache  verfasste  Schrift 
ist  jedenfalls  sehr  geeignet,  richtige  Begriffe  und  Ansichten  über 
Wetter  und  Wetterprophezeiung  immer  mehr  und  mehr  zu  ver- 
breiten, und  kann  daher  jedem  GebiMeten,  wer  sich  über  diese 
Dinge  wahrhaft  belehren  will,  empfohlen  werden.  Der  Inhalt  nach 
seinen  Hauptrubriken  ist  folgender:  Einleitung,  das  Wetter  eine 
Naturerscheinung  im  Grossen..  Die  Wärmeverhältnisse  der  Erde. 
Die  Winde.  Die  Hydrometeore.  Das  Gewitter.  Das  Barometer 
und  seine  Schwankungen.  .  Der  Mond  und  die  anderen  hiromli- 
scken  Körper  in  ihrem  Einflüsse  auf  das  Wetter.  Die  Vorseichea 
eines  zukünftigen  W^etters. 
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Das  Resultat  aller  «einer  Betraehtwigeii  spricht  der  Herr 
Verfasser  am  Ende  auf  S.  24&  mit  folgenden  Worten  aus : 

,,Und  so  geben  wir  denn  die  Hofnnng  Gberall  auf,  dass  die 
genannten  oder  noch  andere  Mittel  uns  je  befkhigen  sollten,  ein 
Wetter  im  Voraus  zu  bestimmen,  welches  Aber  den  muthmass- 
liehen  Ablauf  eines  augenblicklich  stattfindenden  Wetters  hinaus- 
liegt.'' 

Wir  stimmen  diesem  Resnltata  naltSrildi  aus  ganzer  Seele  bei 
und  haben  schon  längst  die  in  demselben  ausgesprochene  Ansicht 
gehabt;  aber  freilich  wird  es  immer  noch  Manche  geben,  die  den 
Wetterzettel  atlf  ihrem  miserablen  Barometer  und  die  Angaben 
des  hundertjährigen  Kalenders  ffir  Orakelsprüche  halten,  und  da- 
her bei  dem  obigen  Resultat,  zu  welchem  sie  die  vorliegende 
lehrreiche  Schrift  fiibrt,   bedenklich  den  Kopf  schfitteln  werden. 


Anzeige. 

Dnrch  die  nicht  danicbar  genug  ansoerkennende,  nach  allen  Seiten 
•Ich  hinrichtende  Foriorge  des  hohen  Köaiglichen  UBterrichtcminiete- 
riami  ist  bei  der  Universität  Greifewald  seit  nun  fast  swei  Jahren 
durch  die  Anitellung  eines  eigenen  UnlTcrsitäts  -  Mechanikus  in  der  Per- 
son des  Herrn  Frauensteia  einew ^ längst  gefühlten  Bedfirfnisse  in 
höchst  zweckmässiger  Weise  abgeholfen  worden.  Während  seines  Hier- 
sehis  hat  Herr  Frauensteia  &r  die  Terschiedenen  Institute  der  Uni- 
Tersitätt  nämlich  das  unter  meiner  Direction  stehende  astronomisch- 
matliematische  Institut,  für  das  physikalische  Institut,  überhaupt  die 
verschiedenen  naturwissenschaftlichen  und  namentlich  auch  medicinischen 
Inititnt«;  femer  für  die  verschiedenen  Institute  der  Königlichen  staats- 
nnd  landwir^hschaftlichen  Akademie  zu  Eldena  eine  grosse  Anzahl  der 
verschiedenartigsten  Instrumente  in  eigener  neuer  Ansfuhrnng  geliefert 
und  Reparaturen  und  Abänderungen  aller  Art  an  schon  vorhandenen  In- 
strumenten vorgenommen*  Alle  diese  Arbeiten  sind  von  Herrn  Frauen- 
stein  zur  grössten  Zufriedenheft  der  betreffenden  Instituts -Vorsteher 
ansgeffihrt  worderi,  und  derselbe  ist  Jetzt  mit  der  fünrichlung  einer 
grösseren  Werkstätte  hier  am  Orte  beschäftigt.  Aus  vollster  lleberzeu- 
gung  kann  ich  Herrn  Frauenstein  allen  wissenschaftlichen  Instituten 
und  Lehranstalten  jeder  Art,  namentlich  anch  den  Gymnasien,.  Real- 
schulen, Schifffkhrtsschulen  n.  s.  w.,  so  wie  den  Herren  Feldmessern 
als  einen  sehr  kenntnissreichen  und  geschickten  Mann  empfehlen,  der 
mit  g^rosser  Genauigkeit  nnd  Sauberheit  seiner  Arbeiten  möglichste 
Wohlfeilheit  der  Preise  verbindet  und  durch  Vielseitigkeit  sich  auszeich- 
net, indem  er  besonders  auch  das  optisehe  Fach  mit  Glflck  in  den  Kreis 
seiner  Arbeiten  zieht.  Ich  benutze  das  weit  verbreitete  Archiv  um  so 
lieber,  Alle,  welche  mechanische  Arbeiten  ausfuhren  zu  lassen  in  den 
Fall  kommen,  ganz  besonders  auf  Herrn  Frauen  st  ein  aufmerksam  zu 
machen ,  weil  ich  selbst  sehr  wünsche,  dass  es  diesem  geschickten  Manne 
recht  bald  gelingen  möge,  ein  grösseres  mechanisches  Institut  am 
hiesigen  Orte  in's  Leben  zu  rufen,  was  natiirlich  mit  Erfolg  nur  mög- 
lich ist,  wenn  seine  Leistungen  anch  ausserhalb  in  einem  mögliehst  gros- 
sen Kreise  die  Anerkennung  finden,  die  sie  in  jeder  Beziehung  verdienen. 

Greifs wald,  den  I.September  1859.  Granert. 
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